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Abstract
MaxwelPs demonが作用する等温過程において, 仕事と情報を結びつける新しい

熱力学等式と不等式を提案する. 私たちのアプローチは, Jarzynski による非可逆熱
力学の定式化と, Nielsen らによる量子情報理論的な demon の定式化に基づいている.
私たちの不等式は, 等温過程で単一の熱浴に対してなされる仕事の下限を定めており,
その下限は demonが測定で得た情報量で特徴付けられている. この不等式は, 従来
の熱力学第二法則を, demonが情報処理 (一種の量子フィードバック制御) を行うよ
うな等温過程に一般化したものであるとみなすことができる. 私たちの結果は, 系の
Hamiltonian の詳細によらずに成立し, また demon 自身の状態にもよらずに成立す
る. また, 私たちの導出した不等式と従来の熱力学第二法則の整合性や, 熱平衡状態
の特徴づけについても議論する.

1 Introduction
かつて MaxweU が提案して以来 [1], Maxwell’s demon (MD) の役割と熱力学第二法則の
整合性をめぐって、多くの議論がなされてきた [2, 4, 3, 5, 6]. また, 量子力学的な MD に
ついても議論がなされており [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15], 熱力学系の von Neumann
エントロピーの変化と MD の作用の関係が, 量子情報理論の観点から明らかになってい
る $[14, 15]$ . しかし, 熱力学系が外界とやりとりする熱や仕事と MDの作用の関係は, ま
だ十分に明らかにされていない. なお, 一般の熱力学過程では $\Delta S=Q/T$ が成り立つと
は限らないので, エントロピー的な観点とエネルギー的な観点の関係は自明ではない.
一方で, Jarzynskiが 1997年が提案した等式は, 任意の非可逆等温過程において, 熱力学

系に対してなされた仕事と Helmholtz 自由エネルギーの変化を結びっけた: $\langle\exp(-\beta W)\rangle=$

$\exp(-\beta\Delta F)$ , ここで $\beta=(k_{B}T)^{-1}$ は熱浴の逆温度で, $W$ は熱力学系に対してなされた仕
事, $\Delta F$ は初期状態と終状態の熱力学系の Helmholtz 自由エネルギーの差である $[16, 17]$ .
また, $\langle\cdots\rangle$ はすべてのミクロな経路に関しての統計平均を表す。このいわゆる Jarzynski
等式は, (体積や磁場などの) 外部パラメータを有限の速さで変化させても必ず成り立つ
等式であるという特徴を持っている–非可逆過程に関して古くから知られている熱力学
関係式は, すべて不等式であった. 等温過程における熱力学第二法則の表現である重要な
不等式

$\langle W\rangle\geq\Delta F$ (1)
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は, Jarzynski等式から (指数関数の凹性を用いて) ただちに示すことができる. なお, 最
初に Jarzynski が提案した等式は古典力学系に関するものであったが, 量子力学的なバー
ジョンもいくつか提案されている [18, 19, 20, 21]. また, MD が作用する古典 Langevin
系に Jarzynski等式を拡張する試みもなされている [22].
論文 [23] において私たちは, MD が作用する等温過程において, 熱力学系に対してな

される仕事と MDが得た情報量の間の一般的な関係式–ある等式と不等式–を確立
した. 前者は Jarzynski等式を MD が作用する量子系に一般化したものであり, 後者は
熱力学第二法則 (1) を MD が作用する系に一般化したものであるとみなすことができる.
ここで MD の役割は, 熱力学系を量子測定して $[24, 25]$ , 測定結果に応じた操作を熱力学
系に対して行うという, 一種の量子フィードバック制御であるとみなすことができる. ま
た私たちは, MD 自身の状態について何の仮定も設けなかった. したがって私たちの結果
は, たとえ MD の状態が熱平衡から終始遠く離れていても成り立ち, 広範な応用をもつ
と期待される. 以下では, 論文 [23] をもとにしながら, 私たちの結果を概観する.

2 Setup
熱力学系が温度 $T=(k_{B}\beta)^{-1}$ の熱浴と接触しながら時間発展する等温過程を考える. 熱
力学系はの始状態と終状態は熱平衡状態であると仮定するが, 等温過程の途中では熱平衡
にあるとはかぎらない. 熱力学系を $S$ , 熱浴を $B$ として, $S$ は外部パラメータ (体積や磁
場) を通して外部の力学系と相互作用しているものとする. ただし, それと MD を除け
ば $S+B$ は孤立系として扱うことができるとする. MDを除いたハミルトニアンは

$H^{S+B}(t)=H^{S}(t)+H^{int}(t)+H^{B}$ (2)

と書ける. ここで, $H^{S}(t)$ の時間依存性は外部パラメータによる $S$の操作を表し, $H^{int}(t)$ の

時間依存性はたとえば断熱壁で $S$を覆うといった操作を表している. 時刻 $t_{1}$ から $t_{f}$ までの時
間発展を考え, $H^{int}(t_{i})=H^{int}(t_{f})=0$ と仮定する. また $H^{S+B}(t_{i})=H_{i}$ , $H^{S+B}(t_{t})=Hr$

と書く. MDを含めた過程は, 以下の五つのステージからなる.
Stage 1.一時刻 $t_{i}$ において, $S+B$ の初期状態は温度 $T$の熱平衡状態にあるとする. $S+B$

の密度演算子は

$\rho_{i}=\frac{\exp(-\beta H_{i})}{Z_{1}},$ $Z_{i}=tr\{\exp(-\beta H_{i})\}$ (3)

となる. ここで $S+B$ の分配関数は $S$ の分配関数と $B$ の分配関数の積として $Z_{i}=Z_{i}^{S}Z_{i}^{B}$ の
ように書け, Helmholtz 自由エネルギーは $F_{i}=F_{\dot{t}}^{S}+F_{i}^{B}$ , where $F_{i}=-k_{B}T\bm{i}Z_{i}$ などのよ
うに和の形で書ける.

Stage 2.一時刻ちから $t_{1}$ まで, $S+B$ は

$U_{i}=T$ exp $( \frac{1}{i\hslash}\int_{t_{i}}^{t_{1}}H^{S+B}(t)dt)$ (4)

というユニタリー時間発展をする.
&Qe3.一ここで MD が登場し, 時刻 $t_{1}$ から $t_{2}$ まで量子測定を行う. 時刻 $t_{1}$ における

$S+B$ の状態を $\rho_{1}$ とする. この測定は, $S$ に対する測定演算子 $\{M_{k}\}$ で記述され, 対応す
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る POVM は $\{D_{k}=M_{k}^{t}M_{k}\}$ である. 測定結果 $k$ の出る確率を $p_{k}$ とする. また, $p_{k}\neq 0$

を満たす測定値 $k$全体の集合を $K$ として, $K$ は有限集合であると仮定する. $K$のある部
分集合 $K’$を選び, 測定結果が $K’$ に含まれているときだけ stage 4に進み, それ以外の場
合は当該のサンプルを捨てて新たなサンプルを準備し stage 1からやりなおすものとする.
つまり, 統計平均を計算するときは部分集合 $K’$ 上のみで行う.

&age4.一時刻 $t_{2}$ から $t_{3}$ まで, MD は測定結果 $k$ に応じた力学的操作を $S$ に行う. こ
の操作は, $S+B$ に作用するユニタリー演算子砿で記述されるものとする. ここで, この
フィードバック操作を行ったあとの系の状態は測定結果 $k$ に依存しないと仮定する. これ
は, 私たちが採用した MD の定式化の重要な特徴である [14]. なお, 結局, MD の作用は
$\{K’, M_{k}, U_{k}\}$ の組だけで特徴付けられることになる.

Stage 5.一時刻 $t_{3}$ から $t_{f}$ まで, $S+B$ は $U_{f}$ で記述されるユニタリー発展を行う. この
時間発展は測定値 $k$ とは独立である. 時刻 $t_{t}$ までに, 系は温度 $T$ の熱平衡状態に緩和す
ると仮定する. 終状態のハミルトニアンに対応する分配関数は

$Z_{f}=tr\{\exp(-\beta H_{f})\}$ (5)

である. また, stage 1と同様に, $Z_{f}=Z_{f}^{S}Z_{f}^{B},$ $F_{f}=F_{f}^{S}+F_{f}^{B},$ $F_{i}^{B}=F_{f}^{B}$ などが成立す
る. 終状態の密度演算子を $\rho_{f}$ とする. なおここで, カノニカル分布

$\rho_{f}^{can}=\frac{\exp(-\beta H_{f})}{Z_{f}}$ (6)

と, 真の終状態 $\rho_{f}$ とが厳密に一致していることは要請しない. この事情については, セ
クション IV C. で議論することにしたい.
以上が一連の時間発展である. $S+B$ の密度演算子は, 始状態の $\rho_{i}$ から

$\rho_{f}=\frac{1}{p}\sum_{k\in K’}E_{k}\rho_{i}E_{k}^{\dagger}$ (7)

へと時間発展する. ここで $E_{k}$ は

$E_{k}=U_{f}U_{k}M_{k}U_{i}$ , (8)

で与えられ, $P$は測定値 $k$ が $K’$ に属する確率で,

$p= \sum_{k\in K’}tr(E_{k}^{\dagger}E_{k}\rho_{i})$ (9)

で与えられる. MD の作用によって $E_{k}$ が非ユニタリー演算子になっていることに注意が
必要である.
上記の一般的なプロセスを例示するために, 一般化された Szilardエンジンを考えよ

う. 温度 $T$の熱浴と接触する箱に入った一分子気体を考える.
Stage 1.一分子は最初温度 $T$ の熱平衡状態にあるとする. エンジンと熱浴の始状態の

密度演算子を $\rho_{i}$ とする.
Stage 2.一分子が入った箱に仕切りをいれ, 同じ体積の $n$個の箱に分割する. このと

きの状態は $\rho_{1}=(\rho(1)+\rho(2)+\cdots+\rho(n))/n$ となる. ここで $\rho(k)$ は分子が左から $k$番目
の箱に入っている状態を表す. $K=\{1,2, \cdots,n\}$ とおく.
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Figure 1: 一般化された Szilardエンジン $(n=5, m=3)$ .

Stage $3.-MD$ が, 分子がどの箱に入っているかを測定する. MDはある部分集合 $K’=$
$\{1,2, \cdots, m\}$ $(m\leq n)$ を選び, 測定結果 $k$ がこの部分集合の要素であるときだけ stage
4に進む. すると系の状態は $\rho_{2}=(\rho(1)+\rho(2)+\cdots+\rho(m))/m$ になる.

&age 4.一測定結果が $k$ $(\in K^{l})$ の場合, MD は $k$番目以外の箱を取り除き, $k$番目
の箱を左端によせる. このときに要する仕事は $0$であるとする. この操作はユニタリー発
展 $U_{k}$ で表される. この操作のあとの密度演算子を $\rho_{3}=\rho(1)$ とする.

Stage 5.一左端によせた箱を等温準静膨張させ, 系の状態は (マクロに見て) 初期状
態に戻る. これはエンジンと熱浴に対するユニタリー発展研で記述できる.
以上のプロセスを, $n=5,$ $m=3$ の場合について FIG. 1に示した. なお, $n=m=2$

の場合は通常の Szilardエンジン [6] に帰着する.

3 Equality and inequalities
さていよいよ, 私たちの研究の主要な結果である等式と不等式を紹介する. まずは, Jarzyn-
ski等式を MD が作用する系に一般化する. 系になされる仕事を $W$ として, $\exp(-\beta W)$

を, $k\in K’$ という条件のもとで計算することが目標である. 計算の詳細は論文 [23] に譲
ることにして結果だけを述べると,

$\langle\exp(-\beta W)\rangle_{K’}=\frac{Z_{f}}{Z_{i}}\frac{\eta}{p}(1+\frac{\Delta\eta}{\eta})$ (10)
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となる. ここで二つのパラメータ

$\eta\equiv\sum_{k\in K’}\frac{tr(D_{k}^{2}\rho_{1})}{tr(D_{k}\rho_{1})}=\sum_{k\in K’}\frac{tr((E_{k}^{\dagger}E_{k})^{2}\rho_{\dot{t}})}{tr(E_{k}^{\dagger}E_{k}\rho_{i})}$ , (11)

$\Delta\eta\equiv\sum_{k\in K’}tr(D_{k}V_{k}^{\dagger\dagger\dagger}U_{k}U_{f}(\rho_{f}-\rho_{f}^{can})U_{f}U_{k}V_{k})$ (12)

を導入した. セクション IV A. で見るように, $\eta$ は MDの量子測定の精度を特徴付けるパ
ラメータになっている.
ここで, 私たちは終状態 $\rho_{t}$ が

$\Delta\eta=0$ (13)

という条件を満たすことを要請する. この条件の物理的な意味と妥当性については, セ
クション IV $B$ で議論する. なお, 終状態がカノニカル分布と一致していれば, つまり
\mbox{\boldmath $\rho$}f=\mbox{\boldmath $\rho$}野が成り立っていれば, 条件 (13) は自明に満たされる. この条件のもとで, MD
が作用する系に一般化された $Jax$zynski等式は

$\langle\exp(-\beta W)\rangle_{K’}=\exp(-\beta\Delta F+\ln\frac{\eta}{p})$ (14)

となる. ここで $\Delta F=F_{f}-F_{i}=F_{f}^{S}-F_{i}^{S}$ .
とくに, $D_{k}$ がすべて射影演算子で, かつ $K’=K$ならば, 等式 (14) は

$\langle\exp(-\beta W)\rangle=\exp(-\beta\Delta F+\ln d)$ (15)

となる. ここで $d$ は $K$の要素の個数である. この等式 (15) の右辺は, 測定前の状態 $\rho_{1}$ に
依存しない形になっている.
さて次に, 一般化された Jarzynski等式をもとにして, 熱力学第二法則 (1) を MD が

作用する等温過程に一般化した不等式を導出しよう. 指数関数の凹性により

$\exp(-\beta\langle W\rangle_{K’})\leq\langle\exp(-\beta W)\rangle_{K’}$ (16)

が成り立つので,

$\langle W\rangle_{K’}\geq\Delta F-k_{B}T\bm{i}\frac{\eta}{p}$ (17)

がわかる. ここで MD が単一の測定結果 $k$ のみを選ぶ場合, つまり $K’=\{k\}$ の場合を
考える. この場合, 等式 (14) は $\langle\exp(-\beta W)\rangle_{k}=\exp(-\beta\Delta F+(\eta_{k}/p_{k}))$ となる. ここで
$\eta_{k}=tr(D_{k}^{2}\rho_{1})/tr(D_{k}\rho_{1})$ . したがって不等式 (17) は

$\langle W\rangle_{k}\geq\Delta F.-k_{B}T\ln\frac{\eta_{k}}{p_{k}}$ (18)

となる. これをすべての $k\in K$ に関して平均すれば,

$\langle W\rangle\geq\Delta F-k_{B}TH^{eff}$ (19)
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を得ることができる. これが私たちの研究における主要な不等式である. なおここで,

$H^{eff} \equiv\sum_{k\in K}p_{k}\ln\frac{\eta_{k}}{p_{k}}$ (20)

と定義した量は, MD が系に関して実質的に得た情報量を表している. 私たちはこれを実
効情報量と呼ぶことにする.
不等式 (19) は (1) の一般化であり, また (17) よりも強い. これは, MD の助けを借り

れば単一の熱浴からー\Delta F よりも多くの仕事を取り出せることを示唆しているが, しかし,
その仕事は決して $k_{B}TH^{eff}-\triangle F$を超えることはできないのである.

4 Discussions

4.1 Effective Information Content
パラメータ $\eta_{k}$ と実効情報量 $H^{eff}$ の物理的意味について議論する. 定義から容易に

$p_{k}\leq\eta_{k}\leq 1$ (21)

を示すことができる. ここで $p_{k}=\eta_{k}$ が任意の $\rho_{1}$ について成り立つことの必要十分条件
は, $D_{k}$ が恒等演算子に比例していることである. 一方, $\eta_{k}=1$ が任意の $\rho_{1}$ について成り
立つことの必要十分条件は, $D_{k}$ が射影演算子であることである. $1-\eta_{k}$ は, $D_{k}$ と射影演
算子の間のある種の距離を特徴付ける尺度であると考えることができる.
不等式 (21) から, 実効情報量の基本的な性質

$0\leq H^{eff}\leq H$ (22)

が直ちに示される. ここで $H$ は Shannon情報量であり, $H=-\Sigma_{k\in K}p_{k}\bm{i}p_{k}$ で定義され
る. $H^{eff}=0$ が任意の $\rho_{1}$ について成り立つことの必要十分条件は, すべての $k$ について
$D_{k}$ が恒等演算子に比例していることである. この場合, MD は測定から $\rho$ について何も
知ることができない. 一方, $H^{eff}=H$ が成り立つことの必要十分条件は, すべての $k$ に

ついて $D_{k}$ が射影演算子であることである. この場合は, MD の測定には誤差がないとみ
なすことができる.
不等式 (19) は, MD が測定で何も情報を得ていない場合は $\langle W\rangle\geq\Delta F$ となり, 測定に

誤差がない場合は $\langle W\rangle\geq\Delta F-k_{B}TH$ となる. 前者は伝統的な熱力学第二法則 (1) に他
ならない.

4.2 Consistency between MD and the Second Law of Thermo-
dynamics

以上の結果をもとに, Landauer[4] と Bennett[3] の方針に従って, MD の役割と熱力学第
二法則の整合性について述べる. ポイントは, MD が測定結果を記憶しているメモリの
消去を考えることである. 等温過程におけるメモリの消去に要する仕事量は, いわゆる
Landauer原理によって明らかにされた. Landauer原理によると, エネルギー的に縮退し
たメモリから $H$ ビットの情報を温度 $T$の等温過程で消去するには, 最低でも $k_{B}TH$の仕
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事が必要であり, 仕事と同量の熱が熱浴に放出される. はじめ Landauer はこれを直感的
な熱力学的考察から述べていただけであったが, のちに Piechocinskaが (Jarzynski等式
を応用して) これを統計力学的に証明した [5].
伝統的な熱力学第二法則は, 始状態と終状態が熱平衡であるような場合についてのみ

定式化されている. したがって, MD の役割と熱力学第二法則の整合性を示すには, MD
も最初と最後に熱平衡状態にあるような場合だけを考えれば十分である. なお, 私たちの
結果 (14) および (19) は, このような MD の状態に関する制約なしに, より一般的に成立
する.

MD が温度 $T$ の等温過程でメモリを消去し, その過程で $W_{D}$ の仕事が必要であった
場合について考えよう. 熱力学系 $S$ と MDをあわせて考えると, トータルで $S+MD$ にな
される仕事は $W+W_{D}$ である. 私たちの結果 (19) によれば $W\geq\Delta F-k_{B}TH^{0ff}$ , また
Landauer原理によれば $W_{D}\geq k_{B}TH$ , さらに $H^{eff}\leq H$なので, 結局

$W+W_{D}\geq-\Delta F$ (23)

となり, たしかに熱力学第二法則と矛盾していない.

4.3 Characterization of Thermodynamic Equilibrium States
さて, 条件 (13) の物理的意味と妥当性について考察する.
一般に, 力ノニカル分布によって熱平衡状態の性質を記述することができる. しかし

熱平衡状態の性質は, マクロな物理量の平均値によって特徴付けられているだけである.
実際 たとえばある熱浴が熱平衡状態であるかどうかを判別するためには, 熱浴を構成
する分子を一つずつ全て観測する必要はなく, マクロな物理量を観測するだけで十分であ
る. たとえば, 熱浴の「小さな」部分–実際にはそれはたとえば $10^{12}$ 個もの分子で構
成されているだろう–の重心座標を観測するだけで十分であると考えられる. したがっ
て, 熱平衡状態に対応する密度演算子は, 必ずしも厳密にカノニカル分布であるとは限ら
ない. $\rho_{f}=\rho_{f}^{can}$ は強すぎる条件なのである.

MD が関与しない系における Jarzynski等式の導出においては, 終状態 $\rho_{f}$ がカノニカ
ル分布であるとは仮定されていない [16]. したがって $\langle\exp(-\beta W)\rangle=\exp(-\beta\Delta F)$ は任意
の終状態について成り立つことになる. そして, $S+B$ の終状態が自由エネルギー興に対
応する熱平衡状態であるという条件のもとでは, たとえ $p_{f}$ がカノニカル分布と厳密には
一致していなくても, 不等式 (1) を平衡状態間の遷移に関する不等式だとみなすことが可
能である.
他方で私たちは, 終状態 $\rho e$ について, マクロな物理量の平均値がカノニカル分布にお

けるそれと一致するという条件に加えて, 条件 (13) も要請した. この条件は

$tr(\tilde{D}_{k}\rho_{f})=tr(\tilde{D}_{k}\rho_{f}^{can})$ (24)

がすべての $k\in K’$ に関して成り立てば成立する. ここで, $\tilde{D}_{k}\equiv U_{f}U_{k}V_{k}D_{k}V_{k}^{\dagger}U_{k}^{1}U_{f}^{\dagger}$ とお
いた. この条件は, 真の終状態 $\rho_{f}$ とカノニカル分布 $\rho_{f}^{can}$ の, MD による識別可能性と関
係しているように見える.
条件 (13) が, \mbox{\boldmath $\rho$}f=\mbox{\boldmath $\rho$}磐に比べてきわめて弱い条件であるということは重要である. $f$

を $S+B$ の自由度 (たとえば $f\sim 10^{23}$) として, $N$ を $S+B$ を記述する Hilbert空間の次
元, $d’$ を $K’$ の要素の個数とする. 明らかに $N\geq O(2^{f})$ が成り立つ. 一方で, MD の作
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用を実験的に実現できるような状況においては $d’=O(1)$ が成り立つと考えられる. たと
えば, $S$ がスピン-1の系で, $B$ が調和振動子から構成されている場合を考え, 量子光学の
デバイスによって作られた MD が $S$ を射影測定するとする. この場合は, $d’\leq d=3$ で
$N=\infty$ となる. 一方, $\rho_{f}=\rho_{f}^{can}$ が厳密に成り立つのは, $\rho_{f}$ と $\rho_{f}^{can}$ の全ての行列要素が一
致する場合である. その行列要素に含まれる独立な実変数の数は $N^{2}-1$ である. それに
対して, (24) に含まれる $d’$ 個の等式さえ満たされていれば, 条件 (13) すなわち $\Delta\eta=0$

は成立する.
条件 (13) が実際の物理系で成立するというのは現時点では推測であるが, しかし, 私

たちは多くの状況で成り立つと予想している. 条件 (13) の成立条件の分析は, 熱平衡状
態という概念を検討するにあたっても, 重要であると思われる.
最後に, 条件 (13) は満たされていないものの

$|tr(\tilde{D}_{k}(\rho_{f}-p_{f}^{can}))|\leq\epsilon$ (25)

が全ての $k\in K’$で成り立っている場合を考えると, $|\Delta\eta/\eta|$ を

$| \frac{\Delta\eta}{\eta}|\leq\frac{d’}{p}\epsilon$ (26)

と評価することができる. (10) における $|\Delta\eta/\eta|$ の項は, (25) の左辺でおさえられること
になる.

5 Conclusion
私たちは論文 [23] において, Jarzynski等式を MD が作用する等温過程に一般化し, そこ
から新しい熱力学不等式を導いた. 私たちの定式化において, MDは熱力学系を量子測定
し, 測定結果に応じたユニタリー操作を行う. これはシンプルな量子フィードバック制御
であるとみなすことができる. 私たちの結果は, MDが得た情報と単一の熱浴から取り出
せる仕事の間に密接な関係があることを示している. 情報処理を含む熱力学過程のさらな
る分析は, 量子情報処理および統計力学の両方の領域において重要であると考えられる.
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