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Abstract
浮動小数係数の剰余列計算における種々の悪条件問題 (微小主係数、微小主係数 $GCD$、 巨大主係数、

特異的な主係数) について考察し、対応策を提案する. さらに、悪条件を克服する 3つの算法を提示する :
それらは 1) 微小主係数多項式による除算を回避する 1変数剰余列の安定した生成法、 2) 安定した剰余列
生成法の多変数多項式への拡弧 3) QRGCD 法の多変数多項式への直接的拡張、 である.

1 はじめに
1980年代末に近似代数の概念が提唱されて以来、多種多様な研究がされている。その中で近似GCD を計算

する算法も数多く提案されている. 1変数多項式では、 quasi-GCD[Sch85], 多項式剰余列 (PRS) 法 $[SN89]$ 、

特異値分解による算法 [CGTW95, Zen04], QRGCD法 [OST97, ZMFOO, CWZ04], $\epsilon- GCD[EGL97]$ , Pad6$\cdot$

$GCD[Pan01]$ 、 構造行列を用いる算法 $[Zhi03]$ 、 などがある. $P$郎法は効率的であるが、微小主項の多項式
が現れた場合に不安定になる。計算量は多項式の次数を $m$ とするとき $O(m^{2})$ である. QRGCD 法は多く
の場合に安定している算法で、 計算量は $O(m^{3})$ である。 Corlaes et al.[CWZ04] は微小主係数 GCD を持つ
場合に桁落ちすること指摘しており、それに対する解決策を与えている. Zhi [Zhi03] は構造行列を用いて
計算量 $O(m^{2})$ の高速算法を提案している. 現在では、 安定性の面から QRGCD法が広く利用されている.

多変数多項式では、 $P$郎法 [ONS91] および近似PC-PRS法 [San05]、補間法 [CGTW95]、近似 EZ-GCD法
[ZN�]、一般 Sylvester行列の特異値分解による算法 [GKMYZ04, ZDG]、構造行列を用いる算法 $[KYZoe]$、

などがある。PRS 法は近似 PC-P郎法による改良により大幅に計算効率があがったが、 1変数の場合と同

様に微小主係数のときに不安定になってしまう。一般 Sylvester行列に特異値分解を適用する算法は 2つあ
り $($ [GKMYZ04] と $[ZD04])$ 、 両者は行列の構成法が具なるが、変数の個数や次数が増えると一般 Sylvester
行列のサイズが急激に膨張してしまうため、 変数の個数が多いか高次の場合には計算効寧が大きく落ちる.
本稿では、 PRS 法の安定化を考える. 2では、 1変数 $PI\mathfrak{i}s$ 法において微小主係数の場合になぜ不安定に
なるのか考察し、 安定した算法を提案する。そして、 QRGCD 法と同等の精度を持つことを示す. 3では、

多変数多項式においても同じ工夫で安定に計算できることを確認し、 QRGCD 法を多変数多項式に直接的
に拡張した算法を提案する。 4では、 ほかの 3つの悪条件問題 (微小主係数 $GCD$、 巨大主係数、特異的な
主係数) について考察する。 5では数値実験により提案した算法の有効性を確認する。
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多項式 $F$ に対して、 $1c(F)$ と $\deg(F)$ は $F$ の主係数と次数をそれぞれ表す。多項式ノルムを $||F||$ と表し、
数係数の絶対値の最大値で定義する。 なお、 与える多項式 $F$ は $||F||=1$ と規格化されているものとする.
$quo(F, G)$ と $rem(F, G)$ は $F$ を $G$ で割った商と余りをそれぞれ表す。

2 1変数多項式剰余列の安定化
1変数多項式 $F(x),$ $G(x)\in C[x]$ を次のように表す :

$F(x)=f_{m}x^{m}+\cdots+f_{0}$ , $G(x)=g_{\mathfrak{n}}x^{\mathfrak{n}}+\cdots+g_{0}$ $(f_{m},g_{n}\neq 0, m\geq n)$ . (1)

$|g_{\mathfrak{n}}|/|f_{m}|=\epsilon<1$ を仮定する. $Q(x)=quo(F, G)$ および $r\infty t(G)=g_{\hslash-1}x^{n-1}+\cdots+g0$ とするとき

$rem(F,G)$ $=$ $F-[Q(x)/g_{n}^{m-n+1}]G=H\approx-Q(0)roet(G)$ (2)

となり、 $H$ が $r\infty t(G)$ に近いため、 $rem(G, H)$ は $O(1/\epsilon^{m-\mathfrak{n}+1})$ の桁落ちを起こす. この桁落ち現象を自己
簡約と呼ぷ。安定して剰余列を計算するためには自己簡約を避けなければならない。

$gcd(F,x)=1$ であるとき $gcd(F, G)=gcd(x^{m-n}G, F)$ であることに注目する. $|g_{n}|<|f_{m}|$ ならば、
$rem(F, G)$ の代わりに主項消去 elim$(x^{m-\mathfrak{n}}G, F)$ を行い、 剰余列 $(x^{m-\mathfrak{n}}G, F, e\lim(x^{m-n}G,F), \cdots)$ を生成
すると自己簡約を避けて計算できる. しかし、 elim$(x^{m-n}G, F)$ において微小定数項 $-[g_{n}/f_{m}]f_{0}$ が生じて
計算が不安定になる. そこで、 elim$(x^{m-n}G, F)$ を次のように工夫する。

定義 (ダミー) 次式を満たす多項式を $G$ の $F$ に対するダミーと呼ぶ :
dummy$(G)=(x^{m-n}+a)G$ $(\deg(a)<m-n)$ . (3)

ただし. $a$ は $||a||=1$ であり、 $(x^{m-n}+a)$ が $F$ と近似共通因子を持たないように選ぶ. 1

$a$ の導入により微小定数項による不安定さが解消される. $P_{3}= e\lim(dummy(G),F)$ の主係数は多くの場合
に小さくないが、 小さい場合には再び elim$(dummy(P_{3}),F)$ を計算する. そして主係数が小さくない多項
式が得られるまで繰り返す。 このように剰余列を生成する算法を安定化PRS 法と呼ぶ。

アルゴリズム 1(安定化PRS法)

InPut : Polynomials $P_{1}$ and $P_{2}$ , and tolerance $\epsilon(0\leq\epsilon\ll 1)$ .
Output: aPRS $(P_{1}, P_{2}, P_{3}, \cdots , P_{k}, P_{k+1})$ , where $||P_{k+1}||=O(\epsilon)$ or $\deg(P_{k+1})=0$ .

$i:=2$;
LP: if $\deg(P_{1})=0$ or $||P_{1}||=O(\epsilon)$ then return $PRS$;

REM: if $|1c(P_{1})|\approx|1c(P_{j-1})|$ then $P_{1+1}$ $:=rem(P_{|-1}, P_{j})$

else $(( P_{1+1} := e\lim(dummy(P_{1}), P_{1-1});P_{1}:=P_{1+1}$; goto REM \rangle );
$i:=i+1$ ; goto LP;
end;

動題 1(安定化PRS法の停止性) 安定化 PRS 法において REMループは停止する. 鴎

注意 (拡張 Euclid互陰法) $P_{1},$ $P_{2}\in C[x]$ が与えられたとき、安定化 PRS法は本 (x)Pl+Bi(x)P2 $=P_{1}(x)$

を満たす $A_{i},$ $B:,$ $P_{1}\in C[x]$ を計算する算法にただちに拡張できるが、次数条件 $\deg(A:)<\deg(P_{2})-\deg(P_{1})$

および $\deg(B:)<\deg(P_{1})-\deg(P_{j})$ は満たさない。
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安定化 PRS 法と QRGCD 法について比較する。QRGCD 法は Sylvester行列を QR分解することで近似

GCD を計算する。分解は Householder 変換あるいは Givens 回転を用いて行う (以下では Given8回転のみ

を考える). $F$ と $G$ の Sylvester行列 $S$ を次のように表す :

$S=[f_{m}g_{n}$

$f_{m-1}g_{\mathfrak{n}-1}f_{m}g_{\mathfrak{n}}$

$f_{m,.-1}g_{\mathfrak{n}-1}$

$\ldots)\in \mathbb{C}^{\langle m+\mathfrak{n})x(m+n)}$ . (4)

$S$は QR分解により、直交行列 $Q$ と上三角行列 $R$て $S=QR$ と分解できる. このとき、 $R=(r_{1},r_{2}, \cdots r_{m+\mathfrak{n}})^{T}$

の行 $r$: および Euclid ノルム $||r_{i}||_{2}$ に着目する $(||r:||_{2}\geq||r:+1||_{2})$. 自明でない許容度 $\epsilon$ の近似 GCD が
存在することと、 $1\approx||r_{d}||_{2}\gg||r_{d+1}||_{2}\approx\epsilon$ となる列 $r_{d+1}$ が存在することは同値である. このとき、

$r_{d}=$ $(0, \cdots , r_{d,d}, \cdots r_{d,m+n})$ は $F$ と $G$ の近似 GCD $r_{d,d}x^{m+n-d}+\cdots+r_{d,m+\mathfrak{n}}$ の係数に対応する. $R$ は

Givens 回転による 1次変換を繰り返すことで生成される。
dummy$(G)=(x^{m-n}+a)G$ におい $\overline{C}a=a_{m-n-1}x^{m-n-1}+\cdots+a0$ と表すと、 elim$(dummy(G), F)=$

$(x^{m-n}+a_{m-n-1}x^{m-n-1}+\cdots+a_{0})G-(g_{n}/f_{m})F$ となる. 行列 $M$ を次式で定める :

$M=($

$-g_{\hslash}f_{m}$ $f_{m}g_{n}$

1
.

$..$

) $\prod_{-0}^{m-n-1}(1$ $-7_{m}^{a_{L}}1$
$..$ . $t_{n}^{a_{1}}$ $...)$ . (5)

ただし、右辺の各行列は $(m-n+2)$ 次の回転行列で、各果/漏は (2, $m-n+2-$ の成分に対応す
る。 このとき、 $M(F, x^{m-n}G, \cdots G)^{T}\propto(f_{m}F+g_{n}x^{m-n}G, e\lim(dummy(G),F),$ $\cdots)^{T}$ である. 故に、

ellm$(dummy(G), F)$ は Given8回転を $(F,x^{m-n}G, \cdot. . , G)^{T}$ に対し反復することで得られ、 QRGCD 法も

Givens 回転を繰り返す算法である. また、 $a=0$ のときは elim$(dummy(G),F)$ は 1回の Givens 回転で得
られる要素に対応する。安定化 $P$郎法の計算量について考察する。 $|g_{n}|\geq|f_{m}|$ ならば $rem(F, G)$ を計算

し、 $|g_{\mathfrak{n}}|<|f_{m}|$ ならば elim$(dummy(G), F)$ と計算を行うが、後者が実行されるのは高々$m$ 回程度なので、

PRS 法のときと同様に計算量は $O(m^{2})$ である。故に、 次が雷える.

動 $\blacksquare$ 2(安定化 PRS 法と QRGCD法の比較)
$\bullet$ 安定化 PRS 法の計算量は $O(m^{2})$ である.
$\bullet$ 安定化 PRS 法の精度は QRGCD 法とほぼ同等である.

1

3 多変数多項式近似GCD計算の安定化
3.1 安定化PC-PRS算法

[San05] は多変数多項式の近似剰余列計算を打ち切りべき級数を用いて行い、効率よく近似 GCD を計算
する方法を提案したが (近似 PC-PRS 法)、 その算法は 1変数の場合と同様の理由で微小主係数の場合には
大きな桁落ちを起こす。ダミーによる安定化は多変数の場合にも適用することができ、剰余列計算が安定化
されて近似 GCD を精度よく計算できる. これを安定化 PC-PRS算法と呼ぷ.
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例 1(浮動小数上での近似 GCD の計算)
2変数多項式 $F(x, u)$ と $G(x,u)$ を次のように与える。

$F(x, u)$ $=$ $(x^{2}+u^{2}+1)(x^{2}-u-0.5)(x^{2}+u+0.1)$ ,

$G(x, u)$ $=$ $(x^{2}+u^{2}+1)(x+u^{3}+u-0.4)(0.0001x^{2}+u+1)$ .
係数を浮動小数化した $F$ と $G$ の近似 GCD を安定化 PC-PRS 算法によって計算すると次が得られた :

$x^{2}+1.0-4.410\cdots x10^{-1\theta}u+0.999\cdots u^{2}+:\ovalbox{\tt\small REJECT} 7u^{3}-\underline{0.0000000302\cdots u^{4}}$ .
下線部は誤差項であり、正確に計算した場合には消えるはずの項である。 $\blacksquare$

下線部の項が発生したのは「正確に打ち消し合うはずの項同志が計算過程で別々の誤差を持ったため打
ち消されなかった」からである ($0$ -判定). アルゴリズムが良くても、 この点を解決しなければ実際の計算
はうまくいかないことを例 1は示している. そこで、加古-佐々木によって提案された有効浮動小数 [KS97]
を利用する. この数は浮動小数 $f$ とその誤差 $e$ のリスト $\# E[f, e]$ で表される ($e$ の初期値は $\epsilon_{inlt}\cdot|f|$ であ
り、 $e_{init}\approx 5.0xe_{M}$ . $e_{M}$ はマシンイプシロン、である. 実験は 2倍長環境で行い、 $e_{\dot{|}nit}=10^{-16}$ とした).
相対誤差により $f$ の有効桁数を近似的に観測することが可能であり、 さらに、 $|f|<e$ のとき孝$E[f, e]$ は $0$

と判定される。故に、 上の状況においてほぼ正確に $0$ -判定を行うことが出来る。

例 2(有効浮動小数上での近似 GCD の計算)
例 1の $F(x,u)$ と $G(x, u)$ を有効浮動小数係数に変換してから近似 GCD を計算すると次の結果が得られた :

$x^{2}+\# E[1.0,1.246\cdots e-14]+u^{2}$ .
打ち消しが正しく行われたことにより、 非常に精度よく計算できたことが確認できる. $\blacksquare$

以下では、与えられた多項式を有効浮動小数係数に変換してから計算を行うことにする.

3.2 PC-GivensGCD算法
2で 1変数多項式の QRGCD 法について考察したが、 Givens 回転を基本とする QRGCD 法は直接的に

多変数多項式に拡張することができる。
以下、従変数の組 $(u_{1}, \cdots u\ell)$ を $(u)$ と表し、 多変数多項式 $F(x, u)$ と $G(x, u)\in C[x$ ,司の主変数 $x$ に関

する次数をそれぞれ $m,$ $n$ とする. $S\in C[u]^{\langle m+n)x\langle m+n)}$ を $F$ と $G$ の Sylvester行列とする. $S$ の要素は $F$

と $G$ の $x^{:}$ の係数多項式である。 $S$ は Givens 回転 (ただし、 回転行列は多項式要素になる) により上三角行
列に変換できるが、そのままでは計算の過程で中間式膨張を引き起こすため効率が悪い. そこで、PC-PRS
法と同様に打ち切りべき級数として計算する。また、 1変数 QRGCD 法では変換する行それぞれの頭の要
素の 2乗和の平方根により回転行列をユニタリー化するが、 多変数多項式の場合、 多項式の平方根操作を
行うのは現実的でなく、ユニタリー化は行わない。多変数の場合にはまったく別の規格化を行うが、それに
ついては次節で述べる. この算法を Power-series Coefficient GivensGCD (PC-Given8GCD) 算法と呼ぷ.

3.3 多項式の規格化

浮動小数係数の剰余列計算においては規格化が非常に重要である. これまで [SN89, ONS91] や [SS97] に
よっていくつかの規格化の方法が提案されている. 本稿では、有効浮動小数を用いることを前提に規格化を
行う. 多項式 $P$ に対して次のように規格化を行う :

$\tilde{P}=Px\frac{e_{init}}{e_{rrt}}$ . (6)

ただし ‘ $e_{r\cdot\cdot t}$ は raet $(P)$ の係数の最大絶対誤差である。 $PC- Give\iota lsGCD$算法において、 $Sylv\infty ter$行列およ
び変換によって得られる行列の各行はそれぞれ多項式の係数とみなすことができる。よって、剰余列計算の
ときの多項式と同様に規格化を行うことにする。
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4 悪条件問題
2と 3では微小主係数問題を扱ったが、本章ではその他の悪条件問題を扱う。

4.1 微小主係数 GCD
Corless et al.[CWZ04] は、近似 GCD が微小主係数となる場合には 1変数 QRGCD法は精度を大きく落
とすことを指摘し、解決法を提案している. この場合、 安定化 PRS 法も同様に大きな桁落ちを起こす。

の題 3 (微小主係数 GCD) 近似 GCD の主係数の絶対値を $\epsilon$ とし、 $\epsilon\ll 1$ とする. 剰余列算法において、
主項消去の回数を $k$ とするとき、 $O(1/\epsilon^{k})$ の桁落ちが起きる。 I

1変数多項式のとき、Corlaes $et$ 鳳は Graeffe の方法によって単位円盤の中と外に根を持つ二つの多項式に
分離し、スケール変換後それぞれについて近似 GCD を計算する方法を提案している. 本稿では、 [SK05] に
ある近似除算の反復による多項式分離を用いる. こちらの方が計算が簡単である. 多変数多項式の場合に
は、 PC-P郎法および PC-GivensGCD算法ともに打ち切りべき級数上で計算を行うので、次の 2段階操作
により、 与多項式を主係数が小さい多項式とそうでない多項式に分離する :

1. 展開点を代入した 1変数多項式を分離する

2. 必要な次数まで $Hen8el$ リフティングする
その後、 スケール変換を行い、それぞれの因子について近似 GCD を計算する。

4.2 巨大主係数

1変数多項式について考える (多変数多項式のときは問題にならない). 式 (1) で与えられた 1変数多項式
について $|f_{m}|\gg||r\infty t(F)||$ および $|g_{n}|\approx||G||$ を仮定する (巨大主係数). このとき $F$ の主項を $G$ で消す

と、 $H=F-(f_{m}/g_{n})x^{m-\mathfrak{n}}G\approx-(f_{m}/g_{n})x^{m-n}r\infty t(G)$. したがって $rem(H,G)$ は自己簡約となり大きな

桁落ちを起こす. QRGCD 法も同様の理由で大きな桁落ちを起こす. この場合は、 $G=G_{h}($¢$)+G_{\ell}(x)$、 た

だし $G_{h}(x)=g_{n}x^{n}+\cdots+g_{k+1^{X^{k+1}}\text{、}}G_{\ell}(x)=g_{k}x^{k}+\cdots+g_{0^{\text{、}}}$ と分けてから次の計算を行う。

1. $A(x)f_{m}x^{m}+B(x)G_{\ell}(x)=appgcd(f_{m}x^{m},G_{\ell}(x);\epsilon)$ を満たす $A(x)$ と $B(x)$ を計算する。

2. $A(x)$ と $B(x)$ によって $F$ を変換する :
$\tilde{F}$

$=$ $A(x)F+B(x)G$

$=$ $A(x)rest(F)+appgcd(f_{m}x^{m},G_{\ell}(x))+B(x)G_{h}(x)$ . (7)

上の変換の後、戸と $G$ の近似 GCD を計算する。

43 特異的な主係数
多変数多項式の近似 GCD 計算は打ち切りべき級数上で行うが、主係数の加算と除算を用いるため、主係
数の定数項の扱いに注意が必要となる。 $G(x, u)$ の主係数を $g_{n}(u)=g_{n}^{(0)}+g_{n}^{(1)}(u)+\cdots+g_{n}^{(B)}(u)$ と表す。

ただし、 $g_{\mathfrak{n}}^{(:)}$ は $u$ についての全次数 $i$ の項の和および $E$ は打ち切り次数である. $||g_{\mathfrak{n}}||\approx||G||$ を仮定する.

1. $|g_{n}^{(0)}|\approx||g_{\mathfrak{n}}||$ の場合

このときは安定して計算を行うことができる。

2. $|g_{n}^{(0)}|\ll||g_{n}||$ の場合

多くの場合、 $G$ によるべき級数除算で得られる多項式の精度は低くなる。 また、 得られた近似 GCD
候補戸から近似 GCD を計算するためには、 $1c(\tilde{P})$ で $\tilde{P}$ をべき級数除算するが、 この計算も不安定に
なる。 この場合は展開点を変えて計算を行わなければならない。

3. $f_{m}^{(0)}=g_{n}^{(0)}=0$ の場合
べき級数上で計算を行う場合、定数項が重要である。この条件の下で計算を行うためには $E$ を非常に

大きく設定する必要があり、効率が悪い。 この場合も展開点を変えて計算を行う必要がある。
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5 実験
GAL に安定化 PC-PRS 算法と PC-GivensGCD 算法を実装し、 Ultla SPARC-lli $(440MHz)$ の Solaris 8
上で実験を行った. 表の中で ErrMax は有効浮動小数で計測した近似 GCD の最大相対誤差を表す.

表 1: 安定化 PC-PRS 算法と PC-GivensGCD の比較 (秒)

Ex.1\sim 3は互いに素である 3変数多項式を与え、 $x$ に関する次数を順に大きくした (Ex 1, 2, 3で次数はそ

れぞれ 5, 10, 12). $PC$-GivensGCD算法は次数に比例して Sylvester行列が大きくなるため時間がかかった.
PC-PRS法はそれほどでもない (従変数の個数や次数を増やしても大して効率が落ちないことは [San05] が

実証している)。Ex 4では微小主係数 GCD を持つ 2変数多項式を与えた. 微小主係数多項式部分を分離す
ることで精度よく計算できたことがわかる。 Ex 5\sim 8では 3変数多項式を次のように与えた :

$\{\begin{array}{ll}F_{5} = a_{1}c_{1}+10^{-5}e_{1}G_{8} = b_{1}c_{1}+10^{-6}d_{1} ’\end{array}$ $\{\begin{array}{ll}\ovalbox{\tt\small REJECT}= a_{1}c_{1}+10^{-2}e_{1}G_{6} = b_{1}c_{1}+10^{-2}d_{1} ’\end{array}$

$\{\begin{array}{ll}F_{7} = a_{2}c_{2}+10^{-b}e_{2}G_{7} = b_{2}c_{2}+10^{-5}d_{2} ’\end{array}$ $\{\begin{array}{ll}F_{8} = a_{2}c_{2}+10^{-2}e_{2}G_{8} = b_{2}c_{2}+10^{-2}d_{2}.\end{array}$

ただし、 $||a_{*}\cdot||,$ $||b:||,$ $||C|||,$ $||e:||,$ $||e:||=1$ である. Error は正しい近似 GCD を得られなかったことを表す.
$PC$-GivensGCD算法は摂動を $O(O.O1)$ に設定した場合に不安定になったが、安定化PC-PRS 算法は精度よ
く計算できた。 これは両算法の計算回数の違いによるものであり、安定化 PC-P郎算法の方が安定してい
ることがわかる. また、 Ex.5, 6, 7, 8は [San05] の Table 9の Ex 9, 4, 10, 5にそれぞれ対応する. [San05]
との比較により、 ダミーを用いての計算が安定していることがわかる。
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