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1 はじめに

$G$ を 1つの有限群とする。部分群複体という概念は、 1970年代に KBrown が $G$ の非自
明な $\Psi$部分群複体 $|S_{p}(G)|$ に関するホモロジカルなシローの定理を発見したことに起因す
る。 その後、 Quillen は 1978年の論文 [12] で、 $|S_{p}(G)|$ のホモトピー性質に言及し次の予
想を提起した。

「 $G$ の $\mathcal{F}$部分群複体 $|S_{p}(G)|$ が可縮であれば、 $G$ には非自明な正規銑部分群が存在する」

ここで、 $S_{p}(G)$ とは $G$ の非自明な p.部分群全体の集合であり、包含関係で順序を定義し
て長さ $n$ の順序列を $n$-単体として通常のユークリッド空間に埋め込むことにより、 $S_{p}(G)$

に単体的複体構造を入れたものである。その幾何学的実現を $|S_{p}(G)|$ と記している。以下、
簡単のため $|S_{p}(G)|$ を $S_{p}(G)$ と記す。 部分群複体研究者の多くは有限群論研究者であり、
そのモチベーションは澤辺正人氏 (千葉大学) によれば「非可換有限単純群、特に 26個
の散在群の特徴付け」 にあり、 この方面への研究 (有限群のコホモロジー理論) としては
KBrown をはじめとして、 Th\’evenaz, Webb らによる有限群のコホモロジー分解定理があ
る。 一方、部分群複体のトポロジー的性質に関する研究は 1980年代より Stanley, Garsia,
Bjorner, Walker[3, 15, 19] らの組み合せ論研究者により始められた。彼らの手法は、部分
群複体を抽象化した順序複体 (order complex) を考えて、 そこでトポロジーを展開するも
のである。特に可縮に関する種々の定理が発見された。
私は特殊な $G$-順序集合に付随する幾何学的加群に興味があり、その研究に従事してきた。
その過程の中で G-CW-複体間の連続写像に対して Lefschets数で定義される Lefschetz 加
群を定義し、その構造定理を発見した。 これとは別に、 $S_{p}(G)$ とホモトピー同値になる集合
$B_{p}(G)$ に対して、各次元のホモロジー群の (表現環の中での) 交代和で定義される (偶然に
も同名の) Lefschetz加群 $L_{G}(B_{p}(G))$ という概念がある (2005年の岡山大学での日本数学
会代数分科会での澤辺氏の特別講演を聴いて知った)

。 ここで、 $B_{p}(G)$ とは次で定義されるも
のである : $B_{p}(G)=$ { $G$ のか部分群 $P|P=O_{p}(N_{G}(P))$}($O_{p}(G)$ は $G$の最大の正規 $\gamma$部分
群を表す)。澤辺氏とのディスカッションを通して、2つの Lefschetz加群は概念的にはほぼ同
じものであるという知見を得るに至った。 $B_{p}(G)$ はその定義からわかるように、Sylowか部
分群全体を含む 1 っの ( $G$ の銑部分群の) 部分群族 (collection) である。そもそも $B_{p}(G)$ は

有限群のコホモロジー分解定理を得るためにBoucにより、ホモトピー同値性を保つ、$S_{p}(G)$

より小さい部分群族として導入されたものである。 $B_{p}(G)$ の他にも、 よく知られた部分群
族として Quillen による $A_{p}(G)=$ {$P|P$ は非自明な $G$ の elementary abelian $P$ 部分群}
がある。 さらに、 Th\’evenaz と Webb は 1991年の論文 [18] で、 これら 3 っの部分群複体が
同変ホモトピー同値になることを示した。 こういった部分群複体に対する Lefschetz加群
に関する澤辺氏による研究は有限群の表現論の議論である。一方、 これら 3つの部分群複
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体の一般化 (拡張) や、 そのトポロジー的性質の解明として注目したいのは Lucido による
「ベキ零部分群複体」の研究 [10] である。彼女の研究はベキ零部分群複体を考察対象とし、
その連結性や可縮性について言及しており、Quillen の結果の拡張になっている。
本稿では部分群複体のホモトピー同値性に関する研究と最新の結果を紹介する。

2 ことばの定義

Def 2.1. A $G$-poset is a partially ordered set together with a G-action which preaerve
the partial order(i.e. $a<b$ implies $ga<gb$). G-poset $X$ から次のように $G$-複体を構成す
6; The $n$-simplices are the totally ordered subsets: $x_{0}<x_{1}<\cdots<x_{n}$ . We say that a
poset $X$ is contractible if $|X|$ is contractible. 「はじめに」に登場した $S_{p}(G),$ $A_{p}(G)$ はと

もに conjugation により $G$作用が与えられ、 $G$-複体になる。それぞれ、Brown complex,
Quillen complex とも呼ばれている。

Prop 2.2. If $f,$ $f^{j}$ are maps of posets such that for all $x\in X,f(x)\leq f’(x)$ , then $f\simeq f’$ .

Def 2.3. We say a poset $X$ is conically contractible if there exists a map of posets
$f:Xarrow X$ and an element $x_{0}\in X$ such that for all $x\in X,$ $x\leq f(x)\geq x_{0}$ .

$\Rightarrow$ 上の定義から直ちに $rx$ が conically contractible ならば、 $X$ は contractible であ
る」 ことがわかる ( $\cdot.\cdot$ Prop 22)。次の事実もよく使われる :

Prop 2.4. If $X$ is a poset with a greatest element l(or a least element $0$), then $X$ is
contractible.

Let $X$ be a poset. そのとき $X\leq x=\{y\in X|y\leq x\}$ とおく。 同様に、 $X,XX$
を定義しておく。 これらは $X$ の subposets である。

Prop 2.5. $X\leq x’ X\geq x$ は contractible である。

3 $S_{p}(G)$ のホモトピー同値性

Given a map $f$ ; $Xarrow Y$ of posets and an element $y$ of $Y$ , we define subposets of $X$

as follows:

$f/y=\{x\in X|f(x)\leq y\}$

$y\backslash f=\{x\in X|f(x)\geq y\}$

Rem 3.1. $f/y=f^{-1}(Y\leq\nu)$ , $y\backslash f=f^{-1}(Y\geq y)$

Prop 3.2. (Quillen) 各 $y\in Y$ に対して、 $f/y$ (or $y\backslash f$) が contractibleであるとせよ。そ
のとき、 $f$ はホモトピー同値である。

Prop 3.3. $A_{p}(G)\subset S_{p}(G)$ はホモトピー同値である
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Proof. $i:\mathcal{A}_{p}(G)arrow S_{p}(G)$ を包含写像とする。任意の $P\in S_{p}(G)$ に対して、 $i/P=\{P’\in$

$\mathcal{A}_{p}(G)|i(P’)\leq P\}=\mathcal{A}_{p}(P)$ であるので、 nontrivial $\Psi$group $P$ に対して、 $A_{p}(P)$ が

contractible であることを示せばよい。 $P$群 $P$ に対しては、その中心 $C_{P}(P)$ の位数が $P$ で

割り切れるので、位数が $P$ である部分群 $B\subset(_{J}^{\tau_{P}}(P)$ が存在する ($C_{P}(P)$ がアーベル群で
あることに注意せよ)。 この $B$ を使って、 $f$ : $A_{p}(P)arrow \mathcal{A}_{p}(P);A\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow AB$ と定義する。 こ

の写像の well-defined 性をチェックしよう。調べるのは $AB$ が $A_{p}(P)$ の元になることであ
る。 $B\subset C_{P}(P)$ だから $B\triangleleft P$ である。 よって、 $AB$ は $P$ の部分群である。 また $x\in AB$

に対して、 $x=ab(a\in A, b\in B)$ とかける。 $x^{p}=(ab)^{p}=a^{p}b^{p}=1$ となるので、任意の元
の位数は 1または $P$ である。 さらに、 $y\in AB$ をとると、 $y=cd(c\in A, d\in B)$ とかける
から、

$xy=(ab)(cd)=a(bc)d=a(cb)d=c(ab)d=cd(ab)=yx$

となる。 以上より $AB\in A_{p}(P)$ であることがわかった。 $A\leq AB\geq B$ であるから $\mathcal{A}_{p}(P)$

は contractible である。 口

Cor 3.4. $G$ が nontrivial normal 銑部分群を持つならば、 $S_{p}(G)$ は contractible である。
したがって、 $\mathcal{A}_{p}(G)$ も contractible である。

Proof. $G$ の nontrivial normal $P$ 部分群を $N$ とする。そのとき、 $f$ : $S_{p}(G)arrow S_{p}(G);P\vdash+$

$PN$ と定義する。 $PN$ は $G$ の部分群であり、 $PN$ の位数については、 $|PN|= \frac{|P||N|}{|P\cap N|}$ が

成り立っから、 $P$のべ*になることがわかる。すなわち、 $PN$ は $G$ の $P$部分群である。 した
がって、 この写像は well-defined である。 $P\leq PN\geq N$ であるから $S_{p}(G)$ は contractible
である。 口

Def 3.5. A subset $S$ of a poset $X$ will be called closed if $x’\leq x\in S$ implies $x’\in S$ .
Then we easily see that $X$ is closed iff $r_{x}\in S\Rightarrow X\leq x\subset S\rfloor$ .

Let $X,$ $Y$ be posets. Then we view the direct product $X\cross Y$ as a poset by

$(x, y)\leq(x’, y’)\Leftrightarrow r_{x}\leq x’$ and $y\leq y’\rfloor$ .

Let $Z$ be a closed subset of $X\cross Y$ . $p_{1}$ : $Zarrow X,$ $p_{2}$ : $Zarrow Y$ を projection から誘導され
る poset map とする。 さらに $Z_{x}=\{y\in Y|(x, y)\in Z\}$ とおく。

左図で、 $X=Y=R$ として、通常の順序で poset と考える。
斜線部分を $Z$ とする。 このとき、
$(x, y)\in Z$ をとると、 $XxY\leq(x,y)\subset Z$

したがって、 $Z$ は $X\cross Y$ の cloeed set である。

Prop 3.6. 各 $x\in X$ に対して、易が contractible であるならば、 $p_{1}$ : $Zarrow X$ はホモト
ピー同値である。
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Proof. 証明の流れは 「 $Z_{x}$ と $x\backslash p_{1}$ がホモトピー同値になること示し、 $x\backslash p_{1}$ も contractible
になることから、 $p_{1}$ : $Zarrow X$ のホモトピー同値性を結論づける」 ことである。 $u:Z_{x}arrow$

$x\backslash p_{1}$ ; $yrightarrow(x, y),$ $v$ ; $x\backslash p_{1}arrow Z_{x};(x’, y)rightarrow y$ とすると、 vu$(y)=y,$ $uv(x’, y)=(x, y)\leq$

$(x’, y)(\cdot.\cdot x\backslash p_{1}=\{(x’, y)|p_{1}(x’, y)=x’\geq x\})$ したがって ‘ $Z_{x}$ と $x\backslash p_{1}$ はホモトピー同値

である。 $Z_{x}$ が contractible であるから、 $x\backslash p_{1}$ も contractible になり、直ちに $p_{1}$ : $Zarrow X$

はホモトピー同値である。 口

Cor 3.7. 各 $x\in X,$ $y\in Y$ に対して、 $Z_{x},$ $Z_{y}$ が contractible であるならば、 $X,Y$ はホモ

トピー同値である。

G-poset $X$ の不動点集合に対して、 $|X|^{G}=|X^{G}|$ が成り立っ。
$\mathcal{A}_{p}(G)$ への G-action を内部自己同型によって定める。 このとき、

$|A_{p}(G)|^{G}\neq\emptyset\Leftrightarrow G$ が nontriviaJ normal か torus をもつ

Prop 3.8. $A_{p}(G)$ が $G$ 不動点を持てば、それは可縮である。

Pmof. $\mathcal{A}_{p}(G)^{G}\neq\emptyset$ であるから、 $|A_{p}(G)^{G}|=|\mathcal{A}_{p}(G)|^{G}\neq\emptyset$ である。 よって ‘ $G$ が non-
trivial normal か torus $H$ をもつ。 ゆえに、 $G$ に nontrivial か$subgroup$ の存在が示せたか

ら、 Cor 34より $A_{p}(G)$ は可縮である。 口

Def 3.9. Let $H$ be a p.subgroup of $G$ . We let $S_{P}(G)>H$ be the subposet of $S_{p}(G)$

consisting of subgroups $>H$ . $\Rightarrow S_{p}(G)=S_{P}(G)>\{1\}$

Prop 3.10. $S_{P}(G)>H$ は $S_{p}(N_{G}(H)/H)$ とホモトピー同値である。

Proof. $K$ を $H$ を含む $G$ のか部分群とする (このような部分群の存在はシローの定理より
保障されている) $\circ$ NK(H) $=N_{G}(H)\cap K\supset H$ に注意せよ。包含写像 $\iota:S_{p}(N_{G}(H))>Harrow$

$S_{p}(G)>H$ と写像 $r:S_{p}(G)>Harrow S_{P}(N_{G}(H))>H;K\vdash-\rangle$ $N_{K}(H)$ により、$ro\iota=id,$ $\iota r(K)\leq$

$K$ となるので、 $\iota\simeq r$ である。 さらに、 $S_{P}(N_{G}(H))>H\cong S_{p}(N_{G}(H)/H)$ であるから、

$S_{p}(G)>H$ は $S_{p}(N_{G}(H)/H)$ とホモトピー同値である。
(注意) $S_{P}(N_{G}(H))>H=$ {$N_{K}(H)|K$ は $H$ を含む $G$ のか部分群} であり、$N_{N_{K}(H)}(H)=$

$N_{K}(H)$ である $!!$ 口

4 ホモロジカルなシローの定理

Let $G$ be a finite group whose order is divisible by $P$ , and let $P$ be a Sylow か subgroup

of $G$ . We consider the restriction of the action of $G$ on $|S_{p}(G)|$ given by conjugation to
the subgroup $P$ .
Def 4.1. 複体 $K$ に対して、 次の集合 $K’$ が複体の条件を満たすとき、 この集合 $K’$ を $K$

の重心●分 (barycentric gubdivision) という;

$K’=\{s’=(s_{0}, s_{1}, \cdots s_{k})|s;\in K, s_{0}\subset\cdots\subset s_{k}\}$

25



G-複体 $K$ に対して、その重心細分 $K’$ もまた $G$-複体になる。なぜならば、$s’=$ $(s_{0}, s_{1}, \cdots , s_{k})\in$

$K’$ をとると、 $gs’=(gs_{0},gs_{1}, \cdots.’ gs_{k})$ で、 各 $gs;\in K$ かつ $gso\subset\cdots\subset gs_{k}$ であるので
$gs’\in K’$ となるからである。

$s’\cap gs’\ni s$ をとる (重心細分の各頂点は元の複体の単体である)。 $G_{\epsilon’}\ni g$ }こ対して、
$(s,gs)\subset gs’$ である。複体の条件から $(s,gs)$ はまた $K’$ の単体になる。 したがって、重
心細分の定義より $s\subset gs$ または $s\supset gs$ である。 いずれの場合にも $s$ と $gs$ が同じ次元
であることに注意すると、 $s=gs$ がわかる。 つまり、任意の $G$-複体 $K$ の重心細分 $K’$ は

admis8ib1e であることがわかる。 $|K|=|K’|$ であることから、複体 $K$ の幾何学的実現を
考える場合は最初から $K$ を admissible と仮定してよい。

Lem 4.2. $|S_{p}(G)|$ の $P$作用による特異集合 $(=\{x\in|S_{p}(G)||P_{x}\neq\{e\}\})$ は contractible
である。

Prvof. $|S_{p}(G)|$ をその重心細分国で置き換える。 $|Y|$ の $P$ 作用による特具集合が con-
tractible であることを示す。

$\bigcup_{H}|Y|^{H}=\bigcup_{H}|Y^{H}|=|\cup Y^{H}|$

$Y’=\cup Y^{H}$ とおく。 ここで $H$ は $S_{p}(P)$ を渡る。 $Y’$ が contractibleになることを以下示す。
$Z=\{(H, y)|y\in Y^{H}\}\subset S_{p}(P)\cross Y’$ は closed subset である。 各 $H\in S_{p}(P),$ $y\in Y’$ に
対して、 $Z_{H}=Y^{H},$ $Z_{y}=S_{p}(P_{y})$ に注意せよ。各 $H\in S_{p}(P),$ $y\in Y’$ に対して、 $Z_{H},$ $Z_{y}$ が

contractible であることを示せば、 Cor3.6より $S_{p}(P)$ と $Y’$ がホモトピー同値になる。 さ
らに、 $S_{p}(P)$ は最大元 $P$ を持っことより可縮であるゆえ、 $Y’$ も可縮になって証明は終わ
る。 したがって、示すのは $Z_{H},$ $Z_{y}$ がともに contractible であること。 まず、 $Y’$ の定義か
ら、任意の $y\in Y’$ に対して $P_{y}$ は nontrivid )$ygroup$、 ゆえに $Z_{y}=S_{p}(P_{y})$ は contractible
である。 次に、 $|Z_{H}|=|Y^{H}|=|S_{p}(G)^{H}|$ であって、 $|S_{p}(G)^{H}|$ は conically contractible で
あるから、 contractible である。 ( $arrow H\in S_{p}(P)$ であり、 $Q\leq QH\geq H$ ) 口

$S_{p}(G)$ は simplicial complex だから、 そのオイラー数 $\chi(S_{p}(G))$ が考えられる。

The 4.3. (Brown) $\chi(|S_{p}(G)|)\equiv 1$ mod the order of the Sylow group $P$

Proof. 前 Lem の記号をそのまま使う。 $|Y’|$ I2 contractible であるから

$\chi(|S_{p}(G)|)=\chi(|Y|)=1+\chi(|Y|, |Y’|)$

さらに、 $|Y|\backslash |Y’|$ への $P$ 作用は free であるから、 $\chi(|Y|, |Y’|)$ は the order of the Sylow
group $P$ で割り切れる。 口

(遣記) Brown の「ホモロジカルなシローの定理」の証明は、Quillen の方法どは別に、
David Gluck, Tomoyuki Yoshida によって証明されている。彼らの方法は「BUrn8ide ring
のべき等元公式』を応用するものである :
David Gluck, Idempotent formula for the Bumside algebra wrth aPPlication to the P-
subgrvup simplical complex, Illinois J.Math 25 $(1981),.63- 67$ .
Tomoyuki Yoshida, $Idem\mu tent$ of Burnside Rings and Dress Induction Theorem, J.
Algebra 80(1983), $9h105$ .
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5 メービウス関数について

有限 posetP に対して、 $I(P)=\{(x, y)\in P\cross P|x\leq y\}$ とおく。 さらに、集合 $I(P)$ か

ら $\mathbb{Q}$ への関数 $f$ : $I(P)arrow \mathbb{Q}$ の全体を $A_{\mathbb{Q}}(P)$ で表す。関数 $f,$ $g\in A_{\mathbb{Q}}(P),$ $a\in \mathbb{Q}$ に対して、
和 $f+g\in A_{\mathbb{Q}}(P)$ , スカラー倍 $af.\in A_{\mathbb{Q}}(P)$ を

$(f+g)(x, y)=f(x, y)+g(x, y)$ $((x, y)\in I(P))$

$(af)(x, y)=af(x, y)$ $((x, y)\in I(P))$

で定義すると、 $A_{\mathbb{Q}}(P)$ は $\mathbb{Q}$ 上のベクトル空間になる。 さらに、次のように積を定義する。

$(fg)(x, y)= \sum_{x\leq z\leq y}f(x, z)g(z, y)$

Prop 5.1. $A_{Q}(P)$ は環になり、 さらに任意の $f,g\in A_{\mathbb{Q}}(P),$ $a\in \mathbb{Q}$ に対して、 $a(fg)=$

$(af)g=f(ag)$ である。 すなわち、 $A_{\mathbb{Q}}(P)$ は $\mathbb{Q}$上の多元環である.

Proof. $A_{Q}(P)$ に属する元 $\delta$ を次のように定義する;

$\delta(x,y)=\{\begin{array}{ll}1 (x=y)0 (x<y)\end{array}$

このとき、

$(f \delta)(x,y)=\sum_{x\leq z\leq y}f(x, z)\delta(z, y)=f(x,y)$
,

$(. \delta f)(x, y)=\sum_{x\leq z\leq y}\delta(x, z)f(z, y)=f(x,y)$

であるから $f\delta=\delta f=f$ , すなわち、 $\delta$ は $A_{\mathbb{Q}}(P)$ のおける (乗法に関する) 単位元にな
る。 口

Def 5.2. $A_{Q}(P)$ を有限 poset $P$ に付随する隣撞代敷 (adjoining algebra) という。

Prop 5.3. 隣接代数 $A_{\mathbb{Q}}(P)$ に属する元 $f$ が $A_{\mathbb{Q}}(P)$ の可逆元 (単元) であるための必要十
分条件は、任意の $x\in P$ で $f(x, x)\neq 0$ となることである。

Pmof. (必要性) 等式 $fg=gf=\delta$ を満たす $g\in \mathbb{Q}$が存在すると仮走すれば、 $(fg)(x, x)=$

$f(x, x)g(x, x)=\delta(x, x)=1$ が任意の $x\in P$で成り立っ$\circ$ 特に $f(x, x)\neq 0$ である. (十分
性) 任意の $x\in P$ で、 $f(x, x)\neq 0$ であれば、 $g\in A_{Q}(P)$ を帰納的に
$(i)g(x, x)=f(x, x)^{-1}$ $(x\in P)$

(ii) $x<y$ のとき、 $g(x, y)=-f(x, x)^{-1} \sum_{x<z\leq y}f(x, z)g(z, y)$

で定義する o すると, $f(x, x)g(x, x)=\delta(x, x)=1$ であって、 さらに $x<y$ のとき、

$(fg)(x, y)= \sum_{x\leq z\leq y}f(x, z)g(z,y)$

$=f(x, x)g(x, y)+ \sum_{x<z\leq y}f(x, z)g(z,y)$

$=0$
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したがって、 $A_{\mathbb{Q}}(P)$ において $fg=\delta$ が成立する。 同様にして、 $h\in A_{\mathbb{Q}}(P)$ を帰納的に

(i) $h(y, y)=f(y, y)^{-1}$ $(y\in P)$

(ii)’ $x<y$ のとき、 $h(x, y)=-( \sum_{x\leq z<y}h(x, z)f(z, y))f(y,y)^{-1}$

で定義する。 すると、 $h(y, y)f(y, y)=\delta(y, y)=1$ であって、 さらに $x<y$ のとき、

$(hf)(x, y)= \sum_{x\leq z\leq y}h(x, z)f(z, y)$

$= \sum_{x\leq z<y}h(x, z)f(z,y)+h(x, y)f(y, y)$

$=0$

したがって、 $A_{\mathbb{Q}}(P)$ において $hf=\delta$ が成立する。以上より、 $fg=hf=\delta$ である。 さら

に、 $g=\delta g=(hf)g=h(fg)=h\delta=h$ である。 よって、 $fg=gf=\delta$ を得る。すなわち、
$f\in A_{Q}(P)$ は可逆元で、 $g(=h)$ がその逆元である。 口

Def 5.4. 有限 poset $P$ のゼータ $\blacksquare$数 (zeta function) とは、任意の $(x,y)\in I(P)$ に対

して、 $\zeta(x, y)=1$ となる隣接代数 $A_{\mathbb{Q}}(P)$ の元 $\zeta$ のことである。

Ex 5.5. $\zeta^{2}(x, y)=\sum_{x\leq z\leq y}.\zeta(x, z)\zeta(z, y)=\sum_{x\leq z\leq y}1=\#\{z\in P|x\leq z\leq y\}$

Ex 5.6. $\zeta^{3}(x, y)=\sum_{x\leq z\leq y}\zeta(x, z)\zeta^{2}(z, y)=\sum_{x\leq z\leq y}(\sum_{z\leq w\leq y}1)=\#\{(z, w)\in P\cross P|x\leq z\leq$

$w\leq y\}$

$\Rightarrow k>0$ が整数のとき、 $\zeta^{k}(x, y)=$ (長さ $k$ の重複鎖 $x=x_{0}\leq x_{1}\leq\cdots\leq x_{k}=y$ の

個数)

Ex 57. 関数 $\zeta-\delta\in A_{\mathbb{Q}}(P)$ を考える。 このとき、

$(\zeta-\delta)(x, y)=\{\begin{array}{ll}1 (x<y)0 (x=y)\end{array}$

である。 このとき、

$( \zeta-\delta)^{2}(x, y)=\sum_{x\leq z\leq y}(\zeta-\delta)(x, z)(\zeta-\delta)(z,y)$

$= \sum_{x<z<y}1$

$=\#\{z\in P|x<z<y\}$

$\Rightarrow k>0$ が整数のとき、 $(\zeta-\delta)^{k}(x, y)=$ (長さ $k$ の鎖 $x=x_{0}<x_{1}<\cdots<x_{k}=y$ の

個数)

Def 5.8. 有限 poeet $P$ のゼータ関数は可逆元である。 その逆元 $\zeta^{-1}$ を $\mu=\mu p$ で表し、
$P$ のメービウス閤敷 ( $M\tilde{o}biu\epsilon$ function) という。 等式 $\mu\zeta=\delta$ から $\mu$ を帰納的に定義す
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ると、

(i) $\mu(x, x)=1$ $(x\in P)$

(ii) $x<y$ のとき、 $\mu(x,y)=-\sum_{x\leq z<y}\mu(x, z)$

となる。

(注 1) (ii) は次のようにしてもよい。 $x<y$ のとき、 $\mu(x, y)=-\sum_{x<z\leq y}\mu(z, y)$

(注 2) (i), (ii) をまとめて、 $\mu$ を次のように定義してもよい。

$\sum_{x\leq z\leq\nu}\mu(x, z)=\sum_{x\leq z\leq\nu}\mu(z, y)=\{\begin{array}{ll}1 (x=y)0 (x\neq y)\end{array}$

The 5.9. 有限 poeet $P$ があったとき、 $P^{\wedge}=P\cup\{0^{A}, 1^{\wedge}\}$ において、 $0^{\wedge}$ と $1^{\wedge}$ を結ぶ長
さ $i$ の鎖 $0^{\wedge}=x_{0}<x_{1}<\cdots<x;=1^{\wedge}$ の個数を $c$; で表す。 このとき、

$\mu_{P^{A}}(0^{A}, 1^{A})=c_{0}-c_{1}+c_{2}-c_{3}+\cdots$

が成立する。

$Pr\infty f$. まず、 $c_{0}=0,$ $c_{1}=1$ であることに注意せよ。 $\mu=\zeta^{-1}$ であるから、

$\mu_{P^{A}}(0^{A}, 1^{A})=(\delta+(\zeta-\delta))^{-1}(0^{A}, 1^{A})$

$=(\delta-(\zeta-\delta)+(\zeta-\delta)^{2}-\cdots)(0^{A}, 1^{A})$

$=\delta(0^{A}, 1^{A})-(\zeta-\delta)(0^{A}, 1^{A})+(\zeta-\delta)^{2}(0^{A}, 1^{A})-\cdots$

である。ここで、 $(\zeta-\delta)^{i}(0^{A}, 1^{A})$ は $0^{A}$ と $1^{}$ を結ぶ長さ $i$ の鎖 $0^{\wedge}=x_{0}<x_{1}<\cdots<x;=1^{A}$

の個数嬬と一致するから、望む式を得る。 口

Def 5.10. 有限 poset $P$ のメーピウス数 ( $M\tilde{o}bius$ number) とは ‘ $\mu_{P^{A}}(0^{A}, 1^{A})$ のこと

である。 これを $\mu(P)$ とかく。

Notation 5.11. 有限集合 $\{1, 2, \cdots n\}$ で、通常の順序を考えて得られる poset を、 $\underline{n}$ と

かく。 また、 $\{1, 2, \cdots n\}$ の全ての部分集合からなる有限集合上に、包含関係による順序
を考えて得られる poset を、 $B_{n}$ とかく。 さらに、 正の整数 $n$ の約数全体に、整除関係に
よる順序を考えて得られる poset を、 $D_{n}$ とかく。 つまり、 $i\leq i\Leftrightarrow i|j$ である。

Prop 5.12. 順序集合 2の $n$ 個の直積は $B_{n}$ と順序同型である。

$Pmf$. $\underline{2}$ の $n$ 個の直積を $P$ とおく。 集合 $P$ に属する任意の元 $(e_{1}, e_{2}, \cdots e_{n})$ に対して、

$B_{n}$ の元 $\{i\in[n]|e_{i}=2\}$ を対応させる写像を $\theta$ とする。すなわち、

$\theta:Parrow B_{n}$ ; $(e_{1},e_{2}, \cdots, e_{n})\ovalbox{\tt\small REJECT}\mapsto\{i\in[n]|e;=2\}$

とする。 このとき、 $(e_{1}, e_{2}, \cdots e_{n})\leq(e_{1}’, e_{2}’, \cdots e_{n}’)$ とすると、 $i\in\theta((e_{1},e_{2}, \cdots, e_{n}))$ な

らば $2=e_{j}\leq e_{j}’$ より、 $e_{j}’=2$ となるから $\theta((e_{1}, e_{2}, \cdots,e_{\mathfrak{n}}))\subset\theta((e_{1}’,e_{2}’, \cdots, e_{n}’))$ であ

る。次に $\theta$ が単射であることを示す。 $(e_{1}, e_{2}, \cdots, e_{n})\neq(e_{1}’,e_{2}’, \cdots, e_{n}’)$ とすると、 $e_{j}\neq e_{j}’$
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となるような $j$ がある。 $e_{j}=1,$ $e_{j}’=2$ とする ( $e_{j}=2,$ $e_{j}’=1$ の場合も以下の議論は同
様である)。 このとき、 $i\not\in\theta((e_{1}, e_{2}, \cdots e_{n}))$ であるが、 $j\in\theta((e_{1}’, e_{2}’, \cdots e_{n}’))$ となるゆ
え、 $\theta((\epsilon_{1}, e_{2}, \cdots, e_{n}))\neq\theta((e_{1}’, e_{2}’, \cdots e_{n}’))$ である。 さらに、 2の $n$ 個の直積, $B_{n}$ の各々
の元の個数はともに $2^{n}$ である。以上により、 $\theta$ は順序を保つ全単射である。逆写像 $\theta^{-1}$ は、

$S\in B_{n}$ “対 51 $e_{j}=\{\begin{array}{ll}2 (j\in S) \text{と定めることにより、} (e_{1}, e_{2}, \cdots e_{n})\in P \text{を対応さ}1 (j\not\in S)\end{array}$

せる写像である。 このとき、 $S\subset S’\in B_{n}$ ならば、 $\theta^{-1}$ の定義から $\theta^{-1}(S)\leq\theta^{-1}(S’)$ であ

る。 すなわち、逆写像 $\theta^{-1}$ も順序を保つ。 よって、 $P$ と $B_{n}$ は順序同型である。 口

Prop 5.13. $\mu_{B_{n}}(0^{A}, 1^{\wedge})=(-1)^{n}$ , すなわち、 $\mu(B_{n})=(-1)^{n}$ である。

Prvof. 全順序集合 2のメービウス関数は $\mu(1,1)=\mu(2,2)=1$ であるから、 $\mu(1,2)=-1$

である。 2の $n$ 個の直積を P とおく。 $0^{\wedge}=(1,1, \cdots 1),$ $1^{A}=(2,2, \cdots 2)$ であることに
注意して計算すると、

$n$ 個

$\mu_{B_{n}}(0^{A}, 1^{A})=\mu_{P}((1,1, \cdots 1), (2,2, \cdots 2))=\overline{\mu g(1,2)\cdot\mu_{l}(1,2)\cdots\mu_{l}(1,2)}=(-1)^{n}$

である。 口

Prop 5.14. 整数 $n>0$ の素因数分解表示を $n=p_{1}^{n_{1}}p_{2}^{n_{2}}\cdots p_{\epsilon}^{n}$. (ただし、 $p_{1},p_{2},$ $\cdots p_{l}$ は

相違なる素数で、各 $ni>0$) とする。 このとき $D_{n}$ は $n_{1}+1\otimes\underline{n_{2}+1}\otimes\cdots\otimes n_{\epsilon}+1$ と順
序同型である。

Pmof. $P=n_{1}+1\otimes n_{2}+1\otimes\cdots\otimes n_{*}+1$ とおく。集合 $P$ に属する任意の元 $(t_{1}, t_{2}, \cdots t_{\partial})$

に対して、 $D_{n}$ の元 $p_{1}^{\overline{t_{1}-1}}p_{2^{2}}^{t-1}\cdots p^{t}$: を対応させる写像を $\theta$ とする。すなわち、

$\theta:Parrow D_{\mathfrak{n}}$ ; $(t_{1},t_{2\prime}\cdots n_{\partial})\vdasharrow p_{1}^{l_{1}-1}p_{2^{2}}^{t-1}$ ... $p_{l}^{t.-1}$

とする。 これは順序を保つ全単射 (単射であることと、 $|P|=|D_{\mathfrak{n}}|=(n_{1}+1)\cdot(n_{2}+$

$1)\cdots(n_{\epsilon}+1)$ であることより OK) であり、逆写像 $\theta^{-1}$ は、$m\in D_{n}$ に対して、$m|n$ より $m=$
$p_{1}^{m_{1}-1}p_{2}^{m’-1}\cdots p_{s}^{m_{\iota}-1}$ (ただし、各 $m_{i}\in\underline{n_{j}+1}$) と一意的にかけるので、$(m_{1}, m_{2}, \cdots m_{t})\in$

$n_{1}+1\otimes\underline{n_{2}+1}\otimes\cdots\otimes n,$ $+1$ を対応させる写像である。明らかに $\theta^{-1}$ も順序を保つので、
$P$ と $D_{n}$ は順序同型である。 口

Cor 5.15. 整数 $n(>0)$ が相違なる $s$ 個の素数の積のとき、 $D_{n}$ は $B$, と順序同型である。

Proof 整数 $n>0$ の素因数分解表示を $n=p_{1}p_{2}.\cdots p_{\iota}$ (ただし、 $p_{1},p_{2},$ $\cdots p_{\epsilon}$ は相違なる

素数) とする。 このとき、
$D_{\mathfrak{n}}\underline{\simeq}^{\frac{l-}{\underline{2}\otimes\underline{2}\otimes\cdots\otimes 2}}\underline{\simeq}B_{\iota}$

である。 口

Prop 5.16. 整数 $n(>0)$ に対して、

$\mu_{D_{\hslash}}(0^{A}, 1^{\wedge})=\{\begin{array}{ll}(-1)^{\iota} ( n \text{が相違なる} s \text{個の素数の積のとき})0 (\text{その他})\end{array}$
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Proof. 整数 $n>0$ の素因数分解表示を $n=p_{1}^{n_{1}}p_{2}^{n_{2}}\cdots p_{s}^{n}$. (ただし、 $p_{1},p_{2},$ $\cdots p_{l}$ は相違
なる素数で、各 $ni>0$) とする。 このとき $D_{n}$ は $P=n_{1}+1\otimes\underline{n_{2}+1}\otimes\cdots\otimes n_{\epsilon}+1$ と順
序同型であった。一般に、互のメービウス関数は、 $1\leq i\leq j\leq n$ のとき、

$\mu_{\underline{n}}(i,j)=\{\begin{array}{ll}1 ( i=j \text{のとき})-1 ( i=j-1 \text{のとき})0 ( i<j-1 \text{のとき})\end{array}$

である。 $0^{A}=(1,1, \cdots 1),$ $1^{\wedge}=(n_{1}+1, n_{2}+1, \cdots n_{\iota}+1)$ であるから、

$\mu_{D_{n}}(0^{\wedge}, 1^{\wedge})=\frac{l\text{個}}{\mu_{P}(1,n_{1}+1)\mu_{P}(1,n_{2}1)\cdots\mu_{P}(1,n_{\iota}+1)}=’$ $(-1)^{\iota}$ (各 $n:=1$ のとき)
$0$ (その他)

ここで、「各 $ni=1$ のとき」 とは、 $n$ が相違なる $s$個の素数の積となるときを意味する。 口

Prop 5.17. $p,$ $q\in D_{n}(p\leq q)$ のとき、

$\mu_{D_{n}}(p, q)=\{\begin{array}{ll}1 (p=q \text{のとき})(-1)^{\epsilon} ( q/p \text{が相違なる} s \text{個の素数の積のとき})0 (\text{その他})\end{array}$

$Pr\infty f$. $D_{n}$ の閉区間 $[p, q]\simeq$-Dq/p(順序同型) であるゆえ、 $\mu_{D_{\hslash}}(p, q)=\mu_{D_{q’ p}}(0^{A}, 1^{A})$ であ

る。 よって、 望む等式を得る。 口

(注) この $\mu_{D_{\hslash}}(p, q)$ が古典的な整数論におけるメービウス関数である。
メービウス関数 $\mu$ を、 次のように $P\cross P$ まで拡張しておく。

$\mu_{P\cross P}(x, y)=\{\begin{array}{ll}\mu(x, y) ((x, y)\in I(P))0 ((x, y)\not\in I(P))\end{array}$

この $\mu_{PxP}$ を改めて、 $P$ 上のメービウス関数として $\mu$ とかく。

Prop 6.18. $\eta=\zeta-\delta$ とおくとき、 $\mu(x,y)=\sum_{k\geq 0}(-1)^{k}\eta^{k}(x, y)$
$(x,y\in P)$ である。 た

だし、 $\eta^{0}=\delta$ とする。

Proof. $A_{\mathbb{Q}}(P)$ において、 $\delta$ は単位元で、 $\mu=\zeta^{-1}$ であるから、

$\mu(x, y)=\zeta^{-1}(x, y)$

$=(\delta+(\zeta-\delta))^{-1}(x, y)$

$=(\delta-(\zeta-\delta)+(\zeta-\delta)^{2}-\cdots)(x, y)$

$=\delta(x, y)-(\zeta-\delta)(x, y)+(\zeta-\delta)^{2}(x,y)-\cdots$

$=\eta^{0}(x, y)-\eta^{1}(x,y)+\eta^{2}(x, y)-\cdots$

$= \sum_{k\geq 0}(-1)^{k}\eta^{k}(x, y)$

口
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Prop 5.19. 有限 poset $P$ に対して、 $\chi(P)=\sum_{x,y\in P}\mu(x, y)$
である。

Proof. まず順序複体 $P$ の k-単体とは長さ $k$ の鎖 (chain) であることを注意せよ。 $\eta=$

$\zeta-\delta$ とおくと、 $k\geq 1$ のとき $\eta^{k}(x, y)$ は $x,$ $y$ を結ぶ長さ $k$ の鎖の個数に一致する。

$\eta^{0}(x, y)=\delta(x, y)=$ (Kronecker のデノレタ), つまり、 $\delta(x, y)=\{\begin{array}{l}(x=y)0(x\neq y)\end{array}$

$\sum_{x,y\in P}\eta^{0}(x, y)$
は $P$ の頂点 ( $0$-単体) の個数を表す。 $\alpha_{k}$ を $k$-単体の個数とする。 $\mu(x, y)=$

$\sum_{k\geq 0}(-1)^{k}\eta^{k}(x, y)$
$(x, y\in P)$ が成り立っから、

$\sum_{x,y\in P}\mu(x, y)=\sum_{x,y\in P}(\sum_{k\geq 0}(-1)^{k}\eta^{k}(x, y))$

$= \sum_{x,y\in P}(\eta^{0}(\dot{x})y)+\sum_{k>0}(-1)^{k}\eta^{k}(x, y))$

$= \sum_{x,y\in P}(\delta(x,$
$y)+ \sum_{k>0}(-1)^{k}\eta^{k}(x,$

$y))$

$= \sum_{x,y\in P}\delta(x, y)+\sum_{x,y\in P}(\sum_{k>0}(-1)^{k}\eta^{k}(x, y))$

$= \sum_{x_{1}\nu\epsilon P}\delta(x, y)+\sum_{k>0}(\sum_{x,y\in P}(-1)^{k}\eta^{k}(x, y))$

$= \alpha_{0}+\sum_{k>0}(\sum_{x,y\in P}(-1)^{k}\eta^{k}(x, y))$

$= \alpha_{0}+\sum_{k>0}(-1)^{k}(\sum_{x,y\in P}\eta^{k}(x,$ $y$) $)$

$= \sum(-1)^{k}\alpha_{k}$

$k\geq 0$

$=\chi(P)$

口

Prop 5.20. $P$ が最小元 $0$ をもつときは $\chi(P)=1$ である。さらに
$\chi(P\backslash \{0\})=1-\sum_{x\in P}\mu(x)$

が成り立っ。

Prvof. $P$ が最小元 $0$ をもつときは $P$ は可縮になるので、 $\chi(P)=1$ である。 前命題より、

$\chi(P)=\sum_{x,y\in P}\mu(x, y)$
であり、

$\sum_{x,y\in P}\mu(x, y)=\sum_{0\leq x\in P}\mu(0, x)+\sum_{x,y\in P\backslash \{0\}}\mu(x, y)$
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よって、
$1= \sum_{0\leq x\in P}\mu(0, x)+\sum_{x,y\in P\backslash \{0\}}\mu(x, y)$

. 直ちに、 $\chi(P\backslash \{0\})=1-\sum_{x\in P}\mu(0, x)$
とな

り、 $\mu(x)$ の定義により、
$\chi(P\backslash \{0\})=1-\sum_{x\in P}\mu(x)$

となる。 $\square$

Prop 5.21. 最小元 $0$ , 最大元 1を持っ順序集合 $P$ に対して、 $\chi(P\backslash \{0,1\})-1=\mu(P)$ が

成り立っ。すなわち、 $\overline{\chi}(P\backslash \{0,1\})=\mu(P)$ である。 X は reduced Euler characteristic を
表す。

Prvof. $P^{A}=P\cup\{0,1\}=P$ である。 そこで、 $F=P^{\wedge}-\{1\}$ とおく。前命題の $P$ に $\overline{P}$ を

代入して、

$\chi(\overline{P}\backslash \{0\})=1-\sum_{x\in \text{戸}}\mu(x)$

ここで、 $\overline{P}\backslash \{0\}=P\backslash \{0,1\}$ であるから、、

$\chi(P\backslash \{0,1\})-1=-\sum_{x\in\overline{P}}\mu(0, x)$

$=-$ $\sum$ $\mu(0, x)$

$0\leq x<1,x\in F$

$=\mu_{P^{\wedge}}(0,1)$

$=\mu(P)$

となる。 ここで、最後の等号は $P$ のメービウス数の定義である。 口

Rem 5.22. 上の命題で、 $(P\backslash \{0,1\})^{\wedge}=P\backslash \{0,1\}\cup\{0,1\}=\neg P\{0\}\cup\{0,1\}=P=P^{\wedge}$

だから叉 (P\{0, $1\}$ ) $=\mu(P\backslash \{0,1\})$ ともかける o

Notation 5.23. 順序集合 $P$ が最大元 1, 最小元 $0$ をもつとき、 $P\backslash \{0,1\}$ を $P^{o}$ or $\overline{P}$ と

書く。

順序複体において、メービウス数が重要な理由の 1つは次の定理が成り立っからである。

The 5.24. $P,$ $Q$ を $P^{0},$ $Q^{0}$ がホモトピー同値になるような posets とするとき、 $\mu(P)=$

$\mu(Q)$ である。すなわち、 $\mu(P)\neq\mu(Q)$ ならば、 $P^{O},$ $Q^{0}$ はホモトピー同値にならない。

Cor 5.25. $P$ を $P^{0}$ が可縮であるような poset とするとき、 $\mu(P)=0$ である。すなわち、
$\mu(P)\neq 0$ ならば $P^{0}$ は可縮でない。

The 5.26. $P,$ $Q$ を $P\backslash \{0\},$ $Q\backslash \{0\}$ がホモトピー同値になるような poeets とするとき、

$\sum_{x\in P}\mu(x)=\sum_{\nu\in Q}\mu(y)$
である。すなわち、

$\sum_{x\in P}\mu(x)\neq\sum_{\nu\in Q}\mu(y)$
ならば、 $P\backslash \{0\},$ $Q\backslash \{0\}$

はホモトピー同値にならない。

Cor 5.27. $P$ を $P\backslash \{0\}$ が可縮となる poset とするとき、 $\sum_{x\in P}\mu(x)=0$
である。すなわち、

$\sum\mu(x)\neq 0$ ならば、 $P\backslash \{0\}$ は可縮にならない。
$x\in P$

次に有限群 $G$ の部分群複体を考えよう。まず 8ubgroup lattice $S(G)$ については、$\overline{S(G)}=$

$S(G)^{\text{。}}=S(G)-\{1, G\}$ であるから、直ちに
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Cor 5.28. $\overline{\chi}(\overline{S(G)})=\mu(S(G))$

Brown complex $S_{p}(G)$ , Quillen complex $A_{p}(G)$ については、 $S_{p}(G)h\epsilon\simeq A_{p}(G)$ である

から、

Cor 5.29.
$\sum_{x\in S_{p}(G)}\mu(x)=\sum_{y\in B_{p}(G)}\mu(y)$

$G$ が non-trivial な正規か部分群を持てば、 $S_{p}(G)$ は contractible であるから、

Prop 5.30. $G$ が non-trivial な正規銑部分群を持てば、
$\sum_{x\in S_{P}(G)}\mu(x)=0$

である。

6 ホモロジカルなシローの定理の一般化

さて、順序複体 (order complex) $P\backslash \{0\}$ のオイラー数は、上述のように 1-
$\sum_{x\in P}\mu(x)$

に一

致する。すなわち、
$\chi(P\backslash \{0\})=1-\sum_{x\in P}\mu(x)$

である。 これにより、Brown の homological

な Sylow の定理は

$|G|_{p}| \sum_{x\in S_{p}(G)}\mu(x)$
( $|G|_{p}$ は $G$ の Sylow か subgroup の位数)

と同値である。 あるいは、合同式を用いて

$\sum$ $\mu(x)\equiv 0$ mod $|G|_{p}$

$x\in S,(G)$

と表現できる。以下、メービウス関数 $\mu$ は $\mu s(G)$ の意味である。すなわち、subgroup lattice
$S(G)$ 上でメービウス関数を考えている。

Def 6.1. $H<G$ のとき、 $\mu(H)=\mu(1, H)$ , 特に $H=G$ のときは、 $\mu(1, G)=\mu(S(G))(=$

$S(G)$ のメービウス数) である。 それぞれ、 $H$ のメービウス敷、 $G$ のメービウス敬という。

Rem 6.2. $H<G$ のとき、 $\mu(H)=\mu s(H)(1, H)$ ( $arrow$ メービウス関数の定義) 結局、 $H$

のメービウス数 $=S(H)$ のメービウス数、 $G$ のメービウス数 $=S(G)$ のメービウス数とい
うこと。

Brown の homological な Sylow の定理の一般化として、次の定理が知られている。

The 6.3. (Th\v{c}venaz 1987 [17]) $n$ を、 $|G|$ を割る整数とするとき、

$\sum$ $\mu(X)\equiv 0$ mod $n$

$X\leq G$ かつ $|X||n$

である。 特に、 $n=|G|_{p}$ とおけば Brown の homological な Sylow の定理である。

さらに、 これを一般化した次の定理が知られている。
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The 6.4. (Hawkes, Isaacs, Ozaydin 1989 [6]) $H$ を $G$ の部分群 ‘ $n$ を ‘ $|G|$ を割る

整数とするとき、

$(|G|/|N_{G}(H) : H|)H\leq X\leq G$
かつ

$|X||n\mu(H, X)\equiv 0$
mod $n$

特に、 $H=1$ のときは Th\’evenaz の定理に一致する。

一般に、群のメービウス数を計算するのは難しい。特殊な群のメービウス数は計算でき
る [6]。

Prop 6.5. $p$ を 1つの素数とする。巡回か群 $C_{p^{n}}$ については、

$\mu(C_{p^{n}})=\{\begin{array}{ll}-1 (n=1)0 (n\neq 1)\end{array}$

Prop 6.6. Let $P$ be a か group of order $p^{\mathfrak{n}}(n\geq 2)$ . そのとき、

$\mu(P)=\{\begin{array}{ll}(-1)^{n}p^{()}2n ( P \text{が} elementary abelian)0 (others)\end{array}$

$\mu(C_{p})=\mu(1, C_{p})=-\mu(1,1)=-1$ であることに注意して、例えば、 $G=C_{p}\cross C_{p}$ のと

き、 $\mu(C_{p}\cross C_{p})=\mu(1, C_{p}\cross C_{p})=-(\mu(1,1)+(p+1)\mu(1, C_{p}))=p$ である 6

Prop 6.7. $\mu(A_{5})=-60,$ $|Aut(A_{6})|=120$

7 部分群複体のホモトピー同値

Def 7.1. Let $P$ be a poset. $P\ni x,$ $y$ が complementsであるとは、$\{x, y\}$が $P$ において・上

界または下界をもたないことをいう。このとき、 $x\perp y$ とかき、さらに $\perp(s)=\{x\in P|x\perp s\}$

とかく。 順序集合 $P$ が antichain であるとはどの具なる 2つの元も比較不可能であること
をいう。

Prop 7.2. (Homotopy complementation formula) [3] 最小元 $0^{A}$ と最大元 $1^{A}$ をも

つ東 $(L, \leq)$ について、 $s\in\overline{L}=L-\{0^{\wedge}, 1^{\wedge}\}$ とするとき、 $\perp(s)$ は antichain になり、

$\overline{L}\simeq\vee\sum((0^{\wedge}, x)*(x, 1^{A}))x\perp\iota$

ここで、 $(x, y)=\{z\in L|x<z<y\}$ である。

Prop 7.3. $\overline{B_{n}}=B_{n}-\{0^{\wedge}, 1^{A}\}$ とするとき、 $\overline{B_{\mathfrak{n}}}$ は $S^{n-2}$ とホモトピー同値である。 さら

に、 $\mu(\overline{B_{n}})=(-1)^{n}$ である。

以下では、 $S(G)$ の proper part を $\overline{S(G)}=S(G)-\{0^{A}, 1^{A}\}$ と記すべきであるが、 $S(G)$

のまま流用する。
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Prop 7.4. $S$ を non-abelian simple group で、
$G= \frac{ntimea}{S\cross S\cross\cdots\cross S}$

とおく。 このとき、
$S(G)^{G}$ は $S^{n-2}$ とホモトピー同値である。 さらに、 $\mu(S(G)^{G})=(-1)^{n}$ である。

Prop 7.5. $C_{p}$ を素数位数 $P$の巡回群で、
$G= \frac{ntime8}{C_{p}\cross C_{p}\cross\cdots\cross C_{p}}$

とおく。このとき、$S(G)$

は $S^{n-2}$ の $p^{(_{2}^{n})}$ 個のブーケとホモトピー同値である。 さらに、 $\mu(S(G))=(-1)^{n}p^{()}2n$ で

ある。

Prvof. $G$ はアーベル群であるから $S(G)^{G}=S(G)$ となる。 そして、 この lattice は $F_{p}$ 上

の $n$ 次元ベクトル空間の non-zero真部分空間の lattice である。 よって、 そのホモトピー
型は $S^{\mathfrak{n}-2}$ の $P^{(_{2}^{n})}$ 個のブーケとホモトピー同値である。 口

8 $A_{5}$ の部分群複体のホモトピーを探る

任意の \Psi 群 $P$ に対しては $P$ 自身が最大元になるので、 $S_{p}(P)$ は可縮、すなわち $S_{p}(P)\simeq$

$t*\}$ となる。特に $G$ が巡回か群 $C_{p^{\hslash}}$ のとき、 $S_{p}(G)=\Delta^{n-1}$ であり、 $S(G)^{0}=\Delta^{n-2}$ とな
$n$ 個

る。 また、 $G$ が elementary abelian $P$群 $\overline{C_{p}\cross C_{p}\cross\cdots\cross C_{p}}$のとき、 $S(G)^{0}\simeq S^{n-2}$ とな

ることが知られている。
有限可解群 $G$ に対して、 $S_{p}(G)$ のホモトピー同値性については次の定理がある ([11])。

The 8.1. (F.Francesco 2005 [5]) Let $G$ be a finite solvable group and $p$ an odd prime
number dividing the order of $G$ . The Quillen complex of $G$ at $p$ is homotopy equivalent
to a wedge of spheres.

この定理を踏まえて、次の問題が自然に生ずる。

$\underline{R-}$ $G$ が有限非可解群のとき、Quillen complex $A_{p}(G)$ はどんなホモトピー型を持っ
か ? ここで、 $P$ は群 $G$ の位数のある素数約数とする。

対称群 $S_{n}$ に関しては、現在のところ、 $A_{p}(S_{n})(orS_{p}(S_{n}))$ のホモトピー型は知られて
いない。

我々は、 まず $A_{6}$ のハッセ図を調べよう。 $A_{5}$ には 4次の交代群 $A_{4}$ , 位数 10, 6, 4の 2

面体群 $D_{10},$ $D_{6},$ $D_{4}$ , 位数 5, 3, 2の巡回群 $C_{5},$ $C_{3},$ $C_{2}$ , と単位群 $\{e\}$ が部分群として含ま
れているが、 $A_{5}$ の任意の部分群はそれらのどれかに共役であることが知られている。部
分群 $H$ の $G=A_{5}$ における正規化群を $N_{G}(H)$ と表すとき、

$N_{G}(C_{2})=D_{4}$ , $N_{G}(C_{3})=D_{6}$

$N_{G}(D_{4})=A_{4}$ , $N_{G}(C_{5})=D_{10}$

である。. $S(G)/G$のハッセ図は次の通りである。ここで、 $S(G)$ は $G$ の部分群全体の集合で、
$G$の共役作用により $G$集合と見ている。また、$(H),$ $(K)\in S(G)/G$ に対して、 $H=g-1Kg$
となる $g\in G$ が存在するときに限り、 $(H)\leq(K)$ と定義する.
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$A\epsilon$ の位数は $60=2^{2}\cross 3\cross 5$であるから、Sylow-2部分群 $V(=D_{4})$ , Sylow-3部分群 $C_{3}$ ,
Sylow-5部分群 $C_{5}$ はそれぞれ $2k+1,3l+1,5m+1$ 個ある。 $A_{5}$ を正 20面体群として見
て、 部分群の個数を、その対称軸に注目して数えると、

3回の対称軸 2回の対称軸

3回の対称軸 2回の対称軸

$V(=D_{4})$ は 5個, $C_{3}$ は 10個, $C_{5}$ は 6個ある。 ちなみに $C_{2}$ は 15個ある。 $V$ の個数を計

算するのに、 $C_{2}$ の個数 15を 3で割ると出る。 $\Rightarrow S_{3}(A_{5})$ は 10点, $S_{5}(A_{5})$ は 6点となっ

ている。 また、 $S_{2}(A_{5})$ は以下のような 1点を共有する wedge が 5組できる。
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-方 ‘ $N$ を $G$ の全ての極大正規部分群のインターセクションとする。 そのとき、

$N=1\Leftrightarrow G$ は単純群の直積

したがって、 $G$ が単純群の直積でなければ、 $N\neq 1$ となる。 このとき、 $X\leq XN\geq N$

より、 $S(G)^{o}$ は contractible になる。例えば、巡回か群 $C_{p^{\mathfrak{n}}}$ などは、単純群ではないから
$N\neq 1$ となり、 $S(G)^{o}$ は contractible になる。 さらに、 この場合は $S_{p}(G)=S(G)^{0}\cup\{1\}$

となっているから contractible性は明らかである。
非可換単純群 $A_{5}$ については、 $\mu(A_{S})=-60$ であったから、 $S(A_{5})^{\text{。}}$ は contractible でな
いことが分かる。 $S_{p}(A_{5})(p=2,3,5)$ についても、既述の事実により contractible ではな
いことが分かる。
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