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概要

A deformation quantization on a symplectic manifold with Lie
group action $G$ , which called G-equivariant star product, is studied.
The main tool is quantum momentum mapping, which is quantum
version of momentum mapping for studying classical Hamiltonian
mechanics. We will give a talk on a method for the classification
of G-invariant star products on regular coadjoint orbits of compact
semisimple Lie groups by using the quantum momentum mappings.

1 Introduction
変形量子化は Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz and Sternheimer らに
よって古典ハミルトン系を量子化するための手法の一つとして 70年代に提
案された [2]. この量子化は, 量子力学を記述する代数を作用素を用いずに多
様体上の関数環に非可換な積 ($*$-product) を構成するもので, 量子古典対
応をより自然に説明することや, ユークリッド空間以外の一般の空間上での
量子力学を論じることなどを目標とするものである.
空間に群 $G$ が作用しているとき, その対称性を持つような量子系すなわち

$G$作用が自己同形になるような代数構造を考えることは自然である. このよ
うな代数の解析に力を発揮する道具として「量子運動量写像」 [22], を考える
ことができる. これは (古典) ハミルトン系における運動量写像の [17] 自然
な一般化である. (古典) 運動量写像が力学系やシンプレクティク幾何学の解
析に有効であったのと平行して, 量子運動量写像が $G$-不変な*積の解析にお
いて力を発揮する.
以下ではこの量子運動量写像の性質を幾つか論じ, その応用としてコンパ
クト半単純リー群の正則余随伴軌道上の*-積の分類を行う.
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2 準備

2.1 $*$積

$(M$, { , } $)$ を Poisson 多様体, $C^{\infty}(M)$ を $M$ 上の無限回微分可能な関数全
体とする. また $C^{\infty}(M)[[\lambda||$ を $C^{\infty}(M)$ を係数とする, 不定元 $\lambda$ の形式的べ
き級数全体とする.

$*$-積とは. $C^{\infty}(M)[[\lambda]]$ 上に定義された結合的な積 $*$ で以下のような表示
を持つものである :

$u*v=uv+ \sum_{n=1}^{\infty}(\frac{\lambda}{2})^{n}C_{n}(u, v)$ , for $\bm{r}yu,v\in C^{\infty}(M)$ ,

ここで $C_{k}$ は定数上で $0$ となるような双微分作用素で, $\lambda$ の 1次の項の係数
については $C_{1}(u,v)-C_{1}(v, u)=2\{u, v\}$ を満たすものとする.

Lie 群 $G$ が $M$ に Poisson変換として作用しているとき, $*$ が $G$-不変である
とは任意の $u,v\in C^{\infty}(M)[[\lambda||$ と $g\in G$ に対して, $g(u*v)=gu*gv$ が成り
立つときをいう. ここに $gu(x)=u(g-1x),x\in M$ .
任意のシンプレクティク多様体に対して $*$-積が存在することは [5, 18, 71,
によって証明された. また $G$-不変な *鎖の存在に対しても $[22, 8]$ などで論
じられていて, $M$ 上の $G$-不変アフィン接続の存在と同値であることが示さ
れている. 特に $G$ がコンパクトであるとき, 常に $G$-不変 $*$-積の存在が保障
されることが分かる.

$C^{\infty}(M)[[\lambda]]$ 上の 2つの $*$-積 $*1$ と *2が形式的同値であるとは $M$ 上の微分
作用素を係数とする形式的べき級数

$T=Id+ \sum_{n=1}^{\infty}\lambda^{n}T_{n}$ ,

で $u*2v=T(T^{-1}u*1T^{-1}v)$ を満たすものが存在することをいう. またこの
とき $T$ を $*\iota$ と $*2$ の形式同値 (写像) という.

さらに, $*1$ と *2が形式同値な $G$-不変*-積で $T$ が $G$-不変なとき $*1$ と *2
は $G$-形式的同値という $[4, 3]$ .

2.2 Gutt $*-n$

$\mathfrak{g}$ を実 Lie環, $\mathfrak{g}^{4}$ をその双対空間, $\mathfrak{U}(\mathfrak{g})$ を $\mathfrak{g}$ の普遍包絡環. Pol(g’) を $\mathfrak{g}^{2}$

の多項式環を表すとする. $g[[\lambda]]$ で $\mathfrak{g}$ を係数とする $\lambda$ の形式的べき級数とし
て, そこに Lie環の構造 $[, ]_{\lambda}$ を $[\xi,\eta]_{\lambda}=\lambda[\xi,\eta]\xi,\eta\in \mathfrak{g}$のように定め, こ

の Lie環を $g_{\lambda}$ で表す. ここで $[, ]$ は $\mathfrak{g}$ の交換子である.
ず上の C\infty 欄数空間には Kirillov-Poisson 括弧 II と呼ばれるものが定義さ

れて. $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})$ は Poisson環となる : $u,v\in C^{\infty}(\mathfrak{g}^{r})$ に対して $\Pi$を $\Pi(u,v)(\mu)=$
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$\langle[du(\mu), dv(\mu)], \mu\rangle$ , のように定める. ここで $du(\mu)$ は $\mathfrak{g}=(\mathfrak{g}^{*})^{*}$ に値をとる
$\mathfrak{g}^{*}$ 上の l-form とみなしたものである.

$\mathfrak{g}^{C}$ 上の自然な $*$-積は Gutt によって与えられた [11]. この $*$-積 ( $Gutt*$-積
とよぷ) は $\mathfrak{U}(\mathfrak{g}_{\lambda})$ の代数構造を $C^{\infty}(g^{*})[[\lambda]]$ へ誘導することによって定義さ
れものである. 具体的には Po1 $(\mathfrak{g}^{t})[[\lambda]]$ と $\mathfrak{S}(\mathfrak{g}_{\lambda})$ のあいだの自然な線形同形
写像と対称化作用素 $s:\mathfrak{S}(\mathfrak{g}_{\lambda})arrow \mathfrak{U}(\mathfrak{g}_{\lambda})$を合成する : $\mathfrak{g}^{*}$ 上の多項式 $u,$ $v$ に対
し, $*^{G}$ を

$u*^{G}v=s^{-1}(s(u)\cdot s(v))$ , (1)

のように定める. ここに・は $\mathfrak{U}(\mathfrak{g}_{\lambda})$ の積を表す.
式 (1) によって Po1 $(\mathfrak{g}^{*})$ 上に非可換な積が定義されるが, これが微分演算

子で表示できることが証明できて, 自然に定義域を $C^{\infty}(g^{r})[[\lambda]]$ まで拡張し,
これを $Gutt*$-積という.
式 (1) より, $*^{G}$ は g-共変であり :

$\xi*^{G}\eta-\eta*^{G}\xi=2\lambda\Pi(\xi,\eta)$ for $\xi,\eta\in Lin(\mathfrak{g}^{*})$ ,

さらに $Ad\sim G$)-不変でもある :

$g(u*^{G}v)=(gu)*^{G}(gv)$ for $u,$ $v\in C^{\infty}(g^{*})[[\lambda]],$ $g\in G$ .
Gutt*-積の特徴づけとしては以下のことが知られている.

命題 2.1 ([6]). $(\mathfrak{g}^{s}, \Pi)$ 上の $g$ -共変で Weyl形の *積は $Guu*$-積に限る. ま
た $g$ -共変な $*$ -積は $Gutt*$-積と形式同値である.

3 量子運動量写像

3.1 量子運動量写像の定義

$(M,\omega)$ を $G$-作用を持つシンプレクティク多様体, $*$ を $G$-不変 $*$-積とする.
以下では $*$-積による交換子 $[a, b]_{*}=a*b-b*a$ を用いる.

定義 3.1 ([22]). 量子運動量写像とは写像

$\Phi_{*}:$ $u(\mathfrak{g}_{\lambda})arrow C^{\infty}(M)[[\lambda]]$ , (2)

が代数の準同形であり

$[\Phi_{*}(\xi), u]_{*}=\lambda\xi u$ , (3)

を満たすものである. ここに (のの右辺は $\xi\in \mathfrak{g}$ の $C^{\infty}(M)[[\lambda]]$ への微分演
算子としての作用である.
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ちなみに条件 (2) は

$\Phi_{*}([\xi, \eta]_{\lambda})=[\Phi_{*}(\xi), \Phi_{*}(\eta)]_{*}$ for any $\xi,$ $\eta\in g$ . (4)

と同値であることがすぐに分かる.
量子運動量写像の存在と一意性については次のようなことが知られている.

定理 3.1 ([22]). $IP_{dR}(M)$ を $M$ の de Rham コホモロジー群, If $(\mathfrak{g}, \mathbb{R})$ を
$\mathbb{R}$ 係数の Lie 環 $\mathfrak{g}$ のコホモロジー群とする. このとき $H_{dR}^{1}(M)=0$ かつ
$IP(g, \mathbb{R})=0$ であれば量子運動量写像が存在する.

定理 3.2 ([22]). 量子運動量写像は $H^{1}(\mathfrak{g}, \mathbb{R})$ によってパラメトライズされる.

量子運動量写像が運動量写像の「量子化」であることの理由は次の命題に
よる.

命題 3.1 ([22]). $\Phi_{*}$ : Pol$(\mathfrak{g}^{t}[[\lambda]])arrow C^{\infty}(M)[[\lambda]]$ を量子運動量写像とすれ
ば. $M$ 上には運動量写像 $J:Marrow g^{*}$ が存在して

$\Phi_{*}(u)=\Phi_{0}(u)+O(\lambda)$ , for any $u\in Pol(\mathfrak{g}^{*})$ ,

を満たす. ここで $\Phi_{0}$ : Pol$(\mathfrak{g}^{t})arrow C^{\infty}(M)$ は $J$ の引き戻しである.

量子運動量写像 $\Phi_{*}$ の重要な性質として $G$-共変性がある

命題 3.2. $*$ を $G$不変 $*$ -積, $\Phi_{*}$ を $*$ の量子運動量写像とする.
$*’$ を $T$ によって $*$ と G-形式同値な別の G-不変な *鎖とすれば, $T\Phi_{*}$ は

$*’$ の量子運動量写像になる.

Pfvof. 明らかに $T\Phi_{*}$ は (Po1 $(\mathfrak{g}^{r})[[\lambda]],$
$*^{G}$ ) から $(C^{\infty}(M)[[\lambda]], *’)$ への準同形

写像なので, $[T\Phi_{*}(X), f]_{t’}=\lambda Xf$ であることを示せばよい :

[$T\Phi_{*}(\xi)$ , ノ]*’ $=T[\Phi_{*}(\xi), T^{-1}f]_{*}=T(\lambda\xi T^{-1}f)=\lambda\xi f$.

口

量子運動量写像は $H^{1}(\mathfrak{g},\mathbb{R})$ によってパラメトライズされることに注意すれ
ば, 次の系を得る.

系 3.1. $**’$ を $G$ -不変な *\check 積. $\Phi_{r},$ $\Phi_{n’}$ をそれぞれの量子運動量写像とする.
もし $H^{1}(\mathfrak{g},\mathbb{R})=\{0\}$ で. $*$ が $T$ によって $*$ ’に G-形式同値ならば $T\Phi_{*}=\Phi_{s’}$

が成り立つ. すなわち, 量子運動量写像は形式同値によって互いに写りあう.
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3.2 量子運動量写像の微分可能性

量子運動量写像の定義においては, (古典) 運動量写像の定義と同じように
代数的な関係式のみで為されているのであるが, $*$-積の非可換性に由来する
固有の困難が存在する.
運動量写像に関しては, $C^{\infty}(M)$ を Poisson Lie 環とみなしたとき, $\Phi_{0}$ が

運動量写像であることを $\Phi_{0}$ : $\mathfrak{g}arrow C^{\infty}(M)$ が Lie 環の準同形であると代数
的に定義されていれば, 空間の写像 $J$ : $Marrow \mathfrak{g}^{*}$ を $\langle J(m),\xi\rangle=\Phi_{0}(\xi)(m)$

と定めることができ, さらにその引き戻しを考えることによって $\Phi_{0}$ を $\Phi_{0}$ :
$C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})arrow C^{\infty}(M)$ にまで拡張することができる. この拡張が可能であるの
は, $\Phi_{0}$ を可換代数としての準同形写像であるという性質に大きく依存してい
る. 一方量子運動量写像 $\Phi_{*}$ に関しては, その代数の非可換性にゆえに空間
の写像 $J$ に対応するものを構成することができず, 同様の手法では $\Phi_{r}$ の定
義域を Po1$(\mathfrak{g}^{t})[[\lambda]]$ から $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})[[\lambda]]$ へと拡張することはできない.
そこで $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})[[\lambda]]$ の各要素に対して $\Phi_{*}$ を定義する代わりに, $\Phi_{*}$ が微分

演算子で表されることを示すことで, 自然と定義域が拡張されることを証明
した [14]. 以下でこの証明の概略を述べるが, 実際はかなり微妙で技巧的な
ところが多いので証明のほとんどは省略する. 興味のある方は [14] を参考に
していただきたい.

大雑把なアイデアは, $\Phi_{*}$ の「フーリエ変換表示」:

$\Phi_{*}(u)=\int u(\xi)\exp_{*}(i\xi\Phi_{*}(X))d\xi$,

を構成することである. ここに $Su$ は $u$ のフーリエ変換を表す.
この形式的な積分に適切な意味を与え. 被積分関数の $\exp_{*}(i\xi\Phi_{*}(X))$ が微

分演算子による表示を持つことができれば目的が達成されるだろうというも
のである.

3.2.1 量子運動量写像の指数関数

まず $\exp_{*}(\Phi_{*}(X))$ を定義する. この関数を定義する目的は 2つある. 一つ
は $\exp_{*}(X)$ の「解析的な性質のよさ」から, $\Phi_{*}(\exp_{*}(X))$ がよい性質を持っ
て定義できる可能性があることから, $\exp_{*}(\Phi_{*}(X))$ に限定すれば微分演算子
による表示を得やすいだろうということ, もう一つは,「フーリエ変換」を通
じて $C^{\infty}(M)[[\lambda]]$ を生成することである.

補題 3.1. $*$ を Fedosov型 [7]の $*$ -積とする. $\xi=\xi 0+\xi_{1}\lambda+\cdots\in \mathfrak{g}_{\lambda}$ に対し

て, 級数

$\sum_{k=0}^{\infty}\frac{1}{k!}\Phi_{*}(\xi))^{rk}$ (5)
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は $\lambda$ の各次数ごとに, $M$ の任意のコンパクト集合上で絶対かつ一様に収束
する.
また $\{X_{l}\}$を佳の基底とし, $\xi=\alpha^{l}X_{l\prime}\{\alpha^{l}\}\in \mathbb{C}^{n}[[\lambda]]$ とおけば $\exp_{*}(\Phi_{*}(\alpha^{l}X_{t}))$

は $e^{\alpha_{0}^{\iota}\Phi_{0}(X_{l})}$ と $C^{\infty}(M)[[\lambda]]$ に値をとる $\alpha^{l}$ の多項式との積で表される.

補題 3.2. $\xi,$ $\eta\in \mathfrak{g}_{\lambda}$ とすれば,

$\exp_{*}(\Phi_{*}(\xi))*\exp_{*}(\Phi_{*}(\eta))=\exp_{*}(\Phi_{*}(CH_{\lambda}(\xi,\eta)))$ . (6)

ここに $CH_{\lambda}$ はキャンベルーハウスドルフ多項式を表す.

多重添字 $J=(j_{1},j_{2}, \cdots j_{n})$ に対して, 微分演算子

$D_{\alpha}^{J}=(-i \frac{\partial}{\partial\alpha^{1}})^{J\iota}\cdots(-i\frac{\partial}{\partial\alpha^{n}})^{j_{n}}$ .
を定める.

補題 3.3. $\{\alpha^{l}\}\in \mathbb{R}^{n}$ とすれば,

$(D^{J}\exp_{*}(\Phi_{*}(i\alpha^{l}X_{l})))|_{\alpha=0}=\Phi_{*}(X^{J})$ . (7)

が成り立つ.

3.2.2 振動積分による $\Phi_{*}$ の衰示

ここで $\Phi_{*}$ を $\exp_{*}(\Phi_{*}(X))$ と振動積分によって表す. これによって, $\exp_{*}(\Phi_{*}(X))$

による「フーリエ変換表示」に正確な意味を与えることができる. 振動積分
に関しては [16] を参照のこと. 以下 Os- $\int$ は振動積分を表す.

定義 3.2. $\{X_{l}\}$ を $g$ の基底, $\{X^{l}\}$ をその双対基底とする. また $\mathcal{A}^{0}$ を多項式程
度の増大度を持つ $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{t})$ の部分空間とする. このとき, $A^{0}$ から $C^{\infty}(M)[[\lambda]]$

への写像-\Phi r を以下のように定める.

$\overline{\Phi}_{*}(u)=Os-\int u(\mu X)e^{-i\nu\mu}\exp_{*}(\Phi_{*}(i\nu X))d\mu d\nu$ , $u\in A^{0}$ , (8)

ここに $\mu X=\mu\iota X^{l}$ . $\nu X=\nu^{l}X_{l}$ .
この定義は $u(\mu X)\exp_{*}(\Phi_{*}(i\nu X))\in \mathcal{A}$ であるので意味をもつ.

補題 3.4. $\Phi$. は多項式上で $\Phi_{*}$ と一致する. .
Prvof. $X^{J}$ を $g^{r}$ 上の単項式とすれば,

$\overline{\Phi}_{*}(X^{J})=Os-\int\beta^{J}e^{-i\alpha\beta}\exp_{*}(\Phi_{*}(i\alpha X))d\alpha d\beta$

$= Os-\int e^{-i\alpha\beta}D_{\alpha}^{J}\exp_{*}(\Phi_{*}(i\alpha X))d\alpha d\beta$

$=D_{\alpha}^{J}\exp_{*}(\Phi_{*}(i\alpha X))|_{\alpha=0}=\Phi.(X^{J})$ ,

最後の行で式 (7) を用いた. 口
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次の命題は $\exp_{*}(\Phi_{*}(X))$ が $e^{X}$ の $\Phi_{*}$ による像とみなせることを保障する.

命題 33. $P^{k}=p_{j}^{k}\lambda^{j}\in \mathbb{C}[[\lambda]]$ は $p_{0}^{k}\in i\mathbb{R}$ を満たしているとする. このとき
$e^{pX}=e^{p^{k}X_{k}}\in \mathcal{A}$ かっ $\Phi_{*}(e^{pX})=\exp_{*}(\Phi_{*}(pX))$ .

Proof. $pX=iaX+rX$ は, $a^{k}\in \mathbb{R},$ $r\in\lambda \mathbb{C}[[\lambda]]$ のように表されているとす

れば, $e^{pX}\in A$であることが分かる. $\Phi_{*}$ の定義より,

$\Phi_{*}(e^{px})=Os-\int e^{p\mu}e^{-i\mu\nu}\exp_{*}(\Phi_{*}(i\nu X))d\mu d\nu$

$= Os-\int e^{:a\mu}e^{r\mu}e^{-i\mu\nu}\exp_{*}(\Phi.(i\nu X))d\mu d\nu$

$= Os-\int e^{t(a-\nu)\mu}(e^{rD_{\nu}}\exp_{*}(\Phi.(i\nu X)))d\mu d\nu$

$= Os-\int e^{:(a-\nu)\mu}\exp_{*}(\Phi_{*}(i(\nu-ir)X))d\mu d\nu$

$=\exp_{*}(\Phi_{*}(i(a-ir)X))=\exp_{*}(\Phi_{*}(pX))$ .

口

命題 33と補題 32の系として, $\Phi_{*}(e^{i\xi})*\Phi_{*}(e^{i\eta})=\Phi_{*}(e^{i\xi_{*}G}e^{1\eta})$ . が成り
立つことが分かる.

定理 3.3 ([14]). 量子運動量写像 $\Phi_{*}$ は微分演算子で表せる. さらに $*$ が

Fedosov型の $*$ -積ならば, $S_{I,j}\in C^{\infty}(M),$ $I=(i_{1}, \ldots , i_{n}),$ $j=0,1,$ $\ldots$ が存

在して

$\Phi_{*}(u)=\sum_{j=0}^{\infty}\lambda^{j}\sum_{0\leq|I|\leq 2j}S_{I,j}\Phi_{0}(D_{\mu}^{I}u)$, for any $u(\mu)\in C^{\infty}(g^{*})$ . (9)

が成り立っ.

Frvof まず $*$ が Fedosov型と仮定する. 系 5より, $\exp_{*}(\Phi_{*}(i\alpha^{l}X_{t}))$ は

$e^{:\alpha^{l}\Phi_{O}(X_{l})} \sum_{j=0}^{\infty}\lambda^{j}\sum_{0<|I|\leq 2j}S_{I,j}\alpha^{I}$ ,

のような表示を持つ. ここで $S_{I,j}\in C^{\infty}(M)$ は $\Phi_{*}(X_{*})$ と $*$ のWeyl 接続 $D$
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に依存する. $\Phi_{*}$ の定義から

$\Phi_{*}(u)=$ Os- $\int u(\mu)e^{-i\mu_{l}\nu^{l}}\exp_{*}(\Phi_{*}(i\nu^{l}X_{l}))d\mu d\nu$

$= \sum_{j=0}^{\infty}\lambda^{j}\sum_{0<|I|\leq 2j}Os-\int u(\mu)e^{-t\mu_{l}\nu^{l}}e^{i\nu^{l}\Phi_{0}(X_{l})}S_{I,j}\nu^{I}d\mu d\nu$

$= \sum_{j=0}^{\infty}\lambda^{j}\sum_{0<|I|\leq 2j}$ Os- $\int u(\mu)e^{-i\nu^{l}(\mu\iota-\Phi_{0}(X\iota))}S_{I,j}\nu^{I}d\mu d\nu$

$= \sum\lambda^{j}\infty$

$\sum$ $os-\int S_{I,j}(D_{\mu}^{I}u)(\mu)e^{-t\nu^{l}(\mu\iota-\Phi_{0}(X_{l}))}d\mu d\nu$

$j=0$ $0<|I|\leq 2j$

$= \sum_{j=0}^{\infty}\lambda^{j}\sum_{0<|I|\leq 2j}S_{I,j}\Phi_{0}(D_{\mu}^{I}u)$ .

一般の $G$-不変 $*$-積 $*’$ に対しては $G$-形式同値な Fedosov 型の $G$-不変 $*$-積
が存在することが知られているので [3], 形式同値写像で $\Phi_{r’}$ を写してやれば
よい. 口

3.3 量子運動量写像の性質

命題 3.4. 量子運動量写像は $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{s})[[\lambda]]$ から $C^{\infty}(M)[[\lambda]]$ への $\mathfrak{g}$ -同変写像
である.

$P\mathfrak{w}of$. これは量子運動量写像の定義から直ちに従う : 任意の $u\in C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})$ と
$\xi\in \mathfrak{g}$ に対して.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\lambda\xi u)=\Phi_{*}([\xi, u]_{*}G)=[\Phi_{*}(\xi), \Phi_{*}(u)]_{*}=\lambda\xi\Phi_{*}(u)$ .
口

命題 3.5. $f\in C^{\infty}(M)[[\lambda]]$ が任意の $\Phi_{*}(u),u\in C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})$ と交換すれば $f$ は
$G$不変関数.

Pmoノ. t\yenぼ自明. $\square$

命題 3.6. $\Phi$. が全射であることと $\Phi_{0}$ が全射であることは同値.

Pwoノ $\Phi_{0}$ が全射であるとする. $u= \sum u_{i}\lambda^{i}\in C^{\infty}(g^{r})[[\lambda]]$ と $\varphi\in C^{\infty}(M)$

に対して, 方程式 $\Phi_{*}(u)=\varphi$ は

$\Phi_{0}(u_{0})=\varphi$ , (10)

$\Phi_{0}(u_{k})=-\sum_{j\approx 1}^{k}\Phi_{j}(u_{k-j})$ for any $k>0$ . (11)

のように書くことができる. この方程式系は $\Phi_{0}$ が全射であることから, 帰
納的に解けることがすぐに分かる. 逆については自明 口
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補題 3.5. $\varphi\in C^{\infty}(M)$ に対して, $u\in C^{\infty}(g^{*})[[\lambda]]$ が方程式 $\Phi_{*}(u)=\varphi$ の解
であるならば, $u$ は $\varphi$ に局所的に依存する, すなわち点 $J(q)$ において, $u$ は

$\varphi$ の $q\in M$ における微分にのみ依存する. ここに $J:Marrow \mathfrak{g}^{*}$ は $\Phi_{0}$ の双対,

つまり $(J_{0}(u))(q)=u(J(q))$ で定められる写像である.

Proof. 方程式 (10) は $u_{0}(J(q))$ が $\varphi(q)$ にのみ依存することを示す. また $\Phi_{*}$

は微分演算子で表されるので, $u0,$ $\ldots,$ $u_{k-1}$ が $\varphi$ の微分にのみ依存していれ
ば方程式 (11) の右辺は $\varphi$ の微分のみに依存するので, $u_{k}$ もそうである. 口

3.4 $G$-推移的空間上の $G$-不変 $*$-積が定める不変量

$M$ を $G$-推移的なシンプレクティク多様体, $*$ を $M$ 上のある $G$-不変 $*$-積
とする.
以下では積 $*$ に対して一意的に量子運動量写像 $\Phi_{*}$ が存在することを仮定

する. (先に述べたように, $G$ が半単純ならばこの仮定は満たされる).

3を代数 $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{t})[[\lambda]]$ の中心, すなわち, $Gutt*$-積の演算で全ての $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})$

と可換な元の集まりとする. $Gutt*$-積の性質より, 3は $G$-不変な $C^{\infty}(\mathfrak{g})$ の

元であることがすぐに分かる.
そこで任意の $l\in 3$ に対して, $[\Phi.(l), \Phi_{*}(C^{\infty}(g^{*}))]_{*}=\Phi.([l, C^{\infty}(g^{*})]_{*}c)=$

$0$ , が成り立つから, 命題 35より $\Phi_{*}(l)$ は $M$ 上の G\rightarrow 不変関数となる.

よって $M$ が推移的であるとき, $\Phi_{*}(l)$ は定数になることがわかるので, 次

のような定義ができる.

定義 3.3. $M$ を $G$ -推移的なシンプレクティック多様体, $*$ を $G$不変な $*$ -積
で, その量子運動量写像 $\Phi_{*}$ が一意的に存在するとする.
このとき 3から $\mathbb{C}[[\lambda]]$ への準同形写像 $c_{*}$ を, 任意の $l\in 3$ に対して $c_{*}(l)\cong$

$\Phi_{*}(l)$ のように定める.

$c_{*}$ は以下の性質を満たす.

命題 3.7. もし ker $\Phi_{*}=ker\Phi.$ , ならば $c$. $=c.’$ .

Prvof. ある $l\in 3$ によって $l-c_{*}(l)$ の形で表される $C^{\infty}(g^{r})[[\lambda]]$ の要素は

明らかに ker $\Phi_{*}$ に含まれる. よって ker $\Phi_{*}=ker\Phi_{*}$ , が成り立っていれば,

$\Phi_{*}’(l-c_{*}(l))=0$ . すなわち $c_{*}’(l)=c_{l}(l)$ が成り立つ. 口

これより直ちに次の系を得る

系 3.2. $*’$ が $*$ に $G$ -形式同値ならば $c_{*}=c_{*}’$ .
この系より $c_{*}$ が $*$-積の $G$-形式同値類にのみ依存する, すなわち代数不変

量であることがわかる.
次の節では自然に考えられる問題として, この不変量がどの程度精密なも

のである力\searrow すなわち $c_{*}$ によって $G$-不変 $*$-積の分類ができるかどうかを考
える.
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4 コンパクト半単純Lie群の正則余随伴軌道上の $G-$

不変 $*$-積の構造
$G$ を実コンパクト半単純 Lie 群, $O\subset \mathfrak{g}^{*}$ を正則余随伴 $G$-軌道とする. $O$

には $\mathfrak{g}^{*}$ の Kirillov-Poisson structure $\Pi$ から自然に誘導されるシンプレクティ
ク構造が入ることが知られている. また $G$ はコンパクトなので $O$ 上には G-
不変 $*$-積が存在し, $G$ は半単純なので, 任意の $G$-不変 $*$-積に対して, 一意
的に量子運動量写像 $\Phi_{*}$ が存在することが分かる.

4.1 $O$上の $G$-不変 $*$-積の構造定理

量子運動量写像を $\lambda$ のべきで展開 $\Phi_{*}=\Phi_{0}+\Phi_{1}\lambda^{1}+\cdots$ すれば $\lambda$ の $0$

次項 $\Phi_{0}$ は一般に運動量写像を与える. いっぽうとくに $O$ が余随伴軌道であ
るときは $\Phi_{0}$ は単純に $\mathcal{O}$ を $g^{t}$ に埋め込む写像の引き戻しであるので, $\Phi 0$ は

$C^{\infty}(\mathfrak{g}^{r})$ から $C^{\infty}(O)$ への全射である. よって命題 36より $\Phi_{*}$ は $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{r})[[\lambda]]$

から $C^{\infty}(O)[[\lambda]]$ への全射であることが従う.
次の命題は $\Phi_{*}$ が全射準同形であることからただちにわかる.

命題 4.1. 次のような $G$ -共変な代数同形写像

$C^{\infty}(g^{*})[[\lambda]]/ker\Phi_{*}\cong C^{\infty}(O)[[\lambda]]$ . (12)

が存在する.

命題 4.1によって, もし $*$ と $*’$ の量子運動量写像 $\Phi_{*}$ と $\Phi_{*}’$ が ker $\Phi_{*}=$

ker $\Phi_{s’}$ を満たしていれば $(C^{\infty}(O)[[\lambda]], *)$ と $(C^{\infty}(O)[[\lambda]], *’)$ はそれぞれ共通
の代数 $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})[[\lambda]]/ker\Phi_{*}(=ker\Phi_{*}’)$ と $G$-共変的に同形である. また任意の
$\varphi\in C^{\infty}(O)$ に対して, 補題 35より $u\in C^{\infty}(g^{*})[[\lambda]]$ で $\Phi_{*}(u)=\varphi$ を満たす
ものが存在し, $\Phi_{*}’(u)$ を考えることで $*$ から $*’$ への微分可能な代数同形写像
が構成できることが分かる. よって次の補題を得る

補題 4.1. ker $\Phi_{*}=ker\Phi_{r’}$ であればまたそのときに限り, $*$ と $*’$ が $G$ -形式
同値である.

先に見たように ker $\Phi$. $=ker\Phi_{*}$, から $c_{*}=c_{r’}$ が言えるが. 以下の命題が
示すように $g^{*}$ 上に「よい座標関数」が存在すれば逆も成り立つ.

命題 4.2. 関数的に独立な $G$ -不変関数の系 $P*$ : $\mathfrak{g}^{*}arrow \mathbb{R},$ $1\leq i\leq r$ で $O$ をこ

れらの関数の等高線集合 {$\xi\in g^{*}$ : $p_{i}(\xi)=$ 果}, ( $\{c_{i}\}$ は $\{p_{i}\}$ のある正則点)

によって与えるものが存在するとき, ker $\Phi_{*}$ は $\{p:-c_{l}(p:);1\leq i\leq r\}$ によっ

て生成される $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})[[\lambda]]$ のイデアルに等しい.
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Pmof. ノ $=fo+fi^{\lambda}+\cdots\in ker\Phi_{*}$ とすれば, $fo\in ker\Phi_{0}$ , すなわち, $f_{0}$ が $\mathcal{O}$

上で $0$ であることがすぐに分かる. よって関数の系 $9:\in C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})$ で

$f_{0}= \sum_{i=1}^{r}g_{i}(p_{i}-q)$ . (13)

を満たすものが存在する. そこで

$f^{(0)}= \sum_{i=1}^{r}g_{i}*^{G}(p_{i}-c_{*}(p_{i}))$ , (14)

のようにおけば, $f^{(0)}\in$ ker $\Phi_{*}$ かっ $\text{ノ_{}0}^{(0)}=f_{0}$ を満たす. 同じ操作を $($ノ $-$

$\text{ノ^{}(0)})/\lambda$ に対して行うことで, 帰納的に関数の列 $f^{(k)}$ で

$f= \sum_{k=0}^{\infty}f^{(k)}\lambda^{k}$ . (15)

を満たすものを構成できて. $f^{(k)}$ はそれぞれ (14) の形をしている. 口

特に $\mathfrak{g}$ が半単純であるときは $\mathfrak{g}^{\wedge}$ の $G$-不変多項式全体を $I\subset Po1(g^{*})$ とす

るとき Chevalley の定理によって代数的に独立な $r=r\bm{t}k(\mathfrak{g})$ 個の $G$-不変斉
次多項式 ($=Casimir$元)Pl, . . . , $p_{r}$ が存在して $I=\mathbb{C}[p_{1}, \ldots,p_{r}]$ と表せ, 任意
の正則余随伴軌道 $O$ はある正則値 $\{c_{j}\}$ により等高線集合 { $\xi\in g^{2}$ ; $p_{1}(\xi)=$

$c_{1},$ $\ldots,p_{r}(\xi)=c_{r}$ } に等しいことが知られている [15][20].
よってこの $\{p_{j}\}$ は命題 42の条件を満足するのでわれわれは命題 37の逆

を得ることができた.

命題 4.3. $**’$ を $G$-不変 $*$ -積, $\Phi_{*},$ $\Phi_{t’}$ をそれぞれの量子運動量写像とす
る. このとき $c_{*}=c_{*}$’ならば ker $\Phi_{*}=ker\Phi_{*}$ , が成り立つ. さらに $\{p_{j}\}$ を

Chevalleyの定理で与えられる代数的に独立な斉次多項式の系とすれば

ker $\Phi_{*}=\langle p_{j}-\Phi_{*}(p_{j})\rangle$ ,

が成り立つ. ここに $\langle p_{j}-\Phi_{*}(p_{j})\rangle$ は $p_{j}-\Phi_{*}(p_{j})$ で生成される $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{\iota})[[\lambda]]$

のイデアルである.

そしてこれより次の構造定理を得る

定理 4.1. $O$ 上の任意の $G$坏変 $*$ -積 $*$ に対して. 定数 $c_{s,j}\in \mathbb{C}[[\lambda]],j=$

$1,2,$ $\ldots,$
$r$ が存在して

$(C^{\infty}(\mathcal{O})[[\lambda]], *)\simeq C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})[[\lambda]]/\langle p_{i^{-C}\cdot,j}\rangle$ .
とできる. さらにこの同形写像は $G$-共変である.

$Pmo$ノ. $\Phi_{*}$ を $*$ の量子運動量写像として, $C_{l},j=\Phi_{*}(Pj)$ とおけば命題 41と
命題 43から直ちに従う. 口
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Remark: 定数 $c_{*}\in \mathbb{C}[[\lambda]]$ を Casimir 元の量子運動量写像 $\Phi_{*}$ の像に限らず
に, 一般の値をとったとしても $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})[[\lambda]]$ のイデアル $\langle p_{i}-c_{*,j}\rangle$ を考えるこ
とができて, 商代数 $\mathcal{A}_{c}$ . $=C^{\infty}(g^{*})[[\lambda]]/\langle p_{i}-c_{*,j}\rangle$ を構成することができる.
この代数の $\lambda$ の $0$ 次項を考えれば, ちょうど $C^{\infty}(g^{*})/(p_{i}-c_{j}\rangle$ $\cong C^{\infty}(\mathcal{O})$ と

なるので, 代数 $\mathcal{A}_{c}$. は $O$ 上の $*$-積を与えているように見えるが, [10] によ
るとそうではない. $c_{*}$ の選択によっては, $*$ が微分演算子で表示することが
できないことがある. とくに $O$ を定める正則値 $\{c_{j}\}$ をそのまま $c_{*,j}=c_{j}$ と
おいた場合, $\mathcal{A}_{c_{*}}$ は微分演算子で表示できないことが知られている. このこ

とが, $C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})[[\lambda]]$ を $O$ に制限するだけでは $O$ 上の量子化を得ることができ
ないことと深く関係しているようである.

4.2 例

SO(3) の余随伴軌道 $(=S^{2})$

$O$ を SO(3) の正則余随伴軌道とする. $O$ は so(3) 内の 2次元球面で, 唯一
の Casimir 多項式 $p(x, y, z)=x^{2}+y^{2}+z^{2}$ によって, 正則値 $r>0$ に対して

$O=\{(x, y, z)\in g^{*}; p(x, y, z)=r^{2}\}$ .
のように与えられることが知られている.

$*$ を $SO(3)$-不変な $O$ 上の $*$-積とする. このとき $P$ は命題 42の条件を満た
すので, ker $\Phi_{*}$ は $c.(p)$ の値にのみ依存して

$(C^{\infty}(O)[[\lambda]], *)\cong(C^{\infty}(\mathfrak{g}^{*})[[\lambda]], *^{G})/\langle p-c_{*}(p)\rangle$. (16)

よって, $O$ 上の $G$-不変 $*$-積は (16) の右辺のような形もち, $c_{*}(p)$ によってパ

ラメトライズされる.
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