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本稿では, 力学系の概念である scrambled set (撹搾集合) を群作用に対して自
然な拡張として定義し, CAT(0)群の境界がいつ scrambled set となるかを調べる.

\S 1 CAT(0) 群の境界の極小性と撹搾集合について

非正曲率を持つ測地線空間として CAT(0) 空間が定義される. CAT(O) 空間 $X$

およびその境界 $\partial X$ の定義および詳細は [2] に見られる. CAT(0) 空間 $X$ 上に幾

何学的に (proper, cocompact, isometry に) 作用する群 $G$ を CAT(0) 群とよぷ.

いま, 群 $G$ が CAT(O) 空間 $X$ 上に幾何学的に作用しているとする. 本稿では,
$X$ 上の点 $x_{0}$ を固定し, 境界 $\partial X$ 上の距離を以下で定義する.

Definition. Let $\alpha,\beta\in\partial X$ . There exist unique geodesic rays $\xi_{x_{0},\alpha}$ and $\xi_{xo},\rho$ in $X$

with $\xi_{x0,\alpha}(0)=\xi_{x_{0},\beta}(0)=x_{0},$ $\xi_{x_{0},\alpha}(\infty)=\alpha$ and $\xi_{x_{0},\beta}(\infty)=\beta$ . Then the metric
$d_{\partial X}(\alpha, \beta)$ of $\alpha$ and $\beta$ on $\partial X$ (with respect to the basepoint $x_{0}$ ) is defined by

$d_{\partial X}( \alpha,\beta)=\sum_{i=1}^{\infty}\min\{d(\xi_{x_{0},\alpha}(i), \xi_{x_{0},\beta}(i)), \frac{1}{2^{i}}\}$ .

ここで定義された距離は, 当然 $x_{0}$ に依存するが, 境界 $\partial X$ の位相は $x0$ に依ら

ず, よく知られている cone topology となる.

いま, 群 $G$は境界 $\partial X$ 上に同相によって作用する. ここで, minimality (極小性)

および scrambled set (撹搾集合) を以下で定義する.

Definition. The boundary $\partial X$ is said to be minimal, if any orbit $G\alpha$ is dense in
$\partial X$ . Also the boundary $\partial X$ is called a scrambled set, if for any $\alpha,$

$\beta\in\partial X$ with
$\alpha\neq\beta$ ,

$\lim\sup\{d_{\partial X}(g\alpha,g\beta)|g\in G\}>0$ and

$\lim\inf\{d_{\partial X}(g\alpha,g\beta)|g\in G\}=0$.
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ここで定義された “minimality” および “scrambled set” は, 力学系の概念の自
然な拡張である. 一般に, 境界 $\partial X$ およびそこへの群 $G$ の作用は, 非常に複雑で
難解であり, その複雑な対象から何らかの情報を得ることが, “minimality” およ
び “scrambled set” といった力学系の概念を導入した動機である.
いくつかの議論により, 実際には,

$\lim\sup\{d_{\partial X}(g\alpha, g\beta)|g\in G\}>0$

は常に成立することがわかり, scrambled set となるかどうかは, 実は,

$\lim\inf\{d_{\partial X}(g\alpha,g\beta)|g\in G\}=0$

の条件が成立するかどうかにかかっていることがわかる.

本稿では, 境界がいつ scrambled set となるの力), また, いつ minimal となるの
か, を中心に考えていく.

\S 2 HYPERBOLIC の場合

まず, CAT(0)空間が (Gromov) hyperbolic の場合について得られた結果を述
べる.

Theorem 1. Suppose that a group $G$ acts geometrically on a CAT(0) space $X$

and $|\partial X|>2$ . If $X$ is hyperbolic, then the boundary $\partial X$ is a scrambled set and
minimal. Moreover there exists a constant $c>0$ such that

$\lim\sup\{d_{\partial X}(g\alpha, g\beta)|g\in G\}>c$

for any $\alpha,$ $\beta\in\partial X$ with $\alpha\neq\beta$ .

ここで, 力学系の “expansive” という概念を導入する.

Definition. An action of a group $G$ on a metric space $Y$ by homeomorphisms

is said to be expansive, if there exists a constant $c>0$ such that for each pair

$y,$ $y’\in Y$ with $y\neq y’$ , there is $g\in G$ such that $d(gy,gy’)>c$ .

ここで, 次の定理を得た.

Theorem 2. Suppose that a group $G$ acts geometrically on a CAT(0) space $X$

and $|\partial X|>2$ . The action of $G$ on $\partial X$ is $e\varphi ansive$ if and only if the space $X$ is

hyperbolic.
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\S 3境界が SCRAMBLED SET となる CAT(0) 群について

境界が scrambled set となる CAT(O) 群の条件としては, 例えば, 以下の結果を
得ている.

Theorem 3. Suppose that a group $G$ acts geometmcally on a $CAT(O)$ space $X$ .
If there ezists an element $g_{0}\in G$ such that

(1) $Z_{g0}$ is finite,
(2) $X\backslash F_{go}$ is not connected, and
(3) each component of $X\backslash F_{90}$ is convex and not $g_{0^{-}}inva\dot{n}ant$,

then the $bounda\eta\partial X$ is a scrambled set and minimal, where $Z_{g_{0}}$ is the centmlizer

of $g_{0}$ and $F_{90}$ is the fixed-point set of $g_{0}$ in $X$ , that is,

$Z_{90}=\{g\in G|gg_{0}=g_{0}g\}$ and

$F_{g0}=\{x\in X|g_{0}x=x\}$ .

また, 境界が scrambled set とならない CAT(0) 群の条件として, 以下を得て
いる.

Theorem 4. Suppose that a group $G$ acts geometri cally on a CAT(0) space $X$

and $|\partial X|>2$ . If $X$ contains a quasi-dense subset $X_{1}\cross X_{2}$ such that $X_{1}$ and $X_{2}$

are unbounded, then the boundary $\partial X$ is not a scrambled set.

ここで, $A\subset X$ が $X$ において quasi-dense であるとは, 「 $A$ をある constant
$c>0$ だけ太らせたものが $X$ を覆える (すなわち $B$ ($A$ , C)=X) 」によって定義
する.

このように, CAT(0)空間 $X$の本質的な部分が積に分解するとき, その境界 $\partial X$

は scrambled set とはならない. 一方で, この逆が成立するかは, 未解決な問題で
ある.

\S 4 RIGHT-ANGLED COXETER系の境界について

Coxeter系 $(W, S)$ から, Davis複体とよばれる CAT(0) 空間 $\Sigma(W, S)$ が定義さ
れる ([6], [7], [8], [25]). このとき, Coxeter群 $W$ は Davis複体 $\Sigma(W, S)$ 上に幾何

学的に自然に作用する. Davis複体の境界 $\partial\Sigma(W, S)$ を Coxeter系 $(W, S)$ の境界
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とよぶ. Coxeter群 $W$ の任意の元の位数が 2か $\infty$ のとき, $(W, S)$ を right-angled
Coxeter系, $W$ を right-angled Coxeter群とよぶ.

ここで, right-angled Coxeter系の境界に関して, 以下の非常に強い結果を得た.

Theorem 5. If $(W, S)$ is an irreducible right-angled Coxeter system and
$|\partial\Sigma(W, S)|>2$ , then the boundary $\partial\Sigma(W, S)$ is a scrambled set and minimal.

Theorem 6. Let $(W, S)$ be a right-angled Coxeter system with $|\partial\Sigma(W, S)|>2$ .
Then the following statements are equivalent:

(1) $\partial\Sigma(W, S)$ is a scrambled set.
(2) $\partial\Sigma(W, S)$ is minimal.
(3) Any finite index subgroup of $W$ does not split as a product of infinite

subgroups.

このように, right-angled Coxeter系の境界に関しては, いつ scrambled set と

なるのか, また, いつ minimal となるのか, がはっきりとわかった. 今後は, より
一般の Coxeter系の境界および CAT(0)群の境界に関して取り組みたい.
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