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概要

超函数 (hyperfunction) の境界値表示を \S 1で紹介する. また, 超函数の枠組みで
線形微分方程式あるいは線形函数方程式の大域解の有界性などを扱う試みについて
\S 2で報告する.

1 佐藤超函数の紹介

佐藤超函数 (hyperfunction) とは Schwartz による分布 (distribution) などと同様に函

数概念を拡張したものであり, 佐藤 [10, 11, 12] で導入された. 以下では超函数とは佐藤

超函数を指すものとする. 超函数は実解析的多様体の上の層留をなし, 分布の層を部分
層として含む. また, 超函数の層には解析的係数の線形偏微分作用素が作用する. 一つ一

つの超函数は, 複素の模領域の正則函数の形式的境界値の有限和として表され (境界値表
示, \S -\S 12も参照のこと), 偏微分作用素の作用は, 正則函数への作用から自然に定まる.

超函数の層は脆弱である. すなわち, 開集合 $\Omega’\subset\Omega$ に対して制限写像 $\mathscr{B}(\Omega)arrow \mathscr{B}(\Omega’)$

は全射であり, 言い換えれば $\Omega’$ 上の超函数 $f$ は常に $\Omega$ 上の超函数に延長できる. この事

実は境界値問題などに使われる他, $\mathscr{B}$ は層の脆弱分解のための道具としても用いられる.

一方, 超函数 $u\in \mathscr{B}(\Omega)$ は一般には函数でないので, 各点での値を持っとは限らない.

したがって, そのままでは不等式は使えない. また, 超函数の切断の空間留 (\Omega ) には一般

によい位相が入らないことが知られており, そのままでは双対性, 作用素の連続性などの

議論は使えない. これらの道具を使うには, 定義正則函数のレベルで用いるとか, コンパク

ト台のもののみ取り出すなどの工夫が必要となる.

解析的線形微分方程式の研究で, 超函数で考えることの利点を充分に享受するには, さ

らにマイクロ函数や擬微分作用素, 量子化接触変換などを使うのが有効であることが知ら
れている. しかし, これらの概念を用いなくても, 超函数の境界値表示を通して複素領域の
微分方程式の議論を用いることで, 例えば解析的常微分方程式の可解性と斉次方程式の解
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空間の次元公式, 双曲型方程式の初期値問題の適切性, 非特性境界値問題における自然な

境界値写像の存在など, 超函数ならではの結果が, 既に 70年代までに示されている.

この節ではユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ 上の超函数の層粥を考え, 超函数の境界値表示を紹
介する. 超函数の理論の詳細や関連する話題については, 前述の佐藤による原典の他, いわ
ゆる SKK 理論といわれる佐藤-河合-柏原 [13] をはじめ多くの文献があるが, ここでは日
本語の教科書でフーリエ超函数にも詳しい金子 [6], 比較的新しい教科書として青木-片岡-

山崎 [1] を挙げよう.

1.1 超函数の定義

定義 1.1. $\mathbb{R}^{n}$ 上の超函数の層 $\mathscr{B}=\mathscr{B}_{R^{n}}$ は, $\mathbb{C}^{n}$ 上の正則函数の層 Oひを用いて次のよ
うに定義される.

島 $n$ $:=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathbb{R}^{n}}^{n}(\theta_{\mathbb{C}^{n}})$ .

(本来, 右辺と向き付け層とのテンソル積を取ったものとして定義するが, ユークリッド空

間では向き付け層は $\mathbb{Z}$ に同型であり, 今は無視する).

$\mathbb{R}^{n}$ に台を持っコホモロジー群 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{R^{\mathfrak{n}}}^{n}(\theta_{\mathbb{C}^{n}})$ を被覆コホモロジーで言い換えるなどすれ

ば, 超函数を襖領域の正則函数の境界値で表せる.

12 超函数の境界値表示

$\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ を領域, $G$ は $\mathbb{R}^{n}$ の開凸錐, $\Omega+iG[d]$

は $\Omega+iG$ 型の懊領域 $\{x+iy\in\Omega+iG;|y|<d\}$

とすると, 境界値写像

$b_{G}$ :
$\lim_{arrow,d>0}\theta(\Omega+iG[d])arrow \mathcal{R}(\Omega)$

が定義される. すると, $\Omega$ 上の任意の超函数 $f(x)$

は, 適切な有限個の襖の正則函数の境界値の和で

$f= \sum_{j}b_{Gg}(F_{j})$

$\Omega+iG$ 型の懊領域

と表示できる. $F(z)\in\theta(\Omega+iG[d])$ の境界値 $b_{G}(F)\in \mathscr{B}(\Omega)$ を $F(x+iGO)$ と書くこ

ともある.
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実際には $d$ は $x\in\Omega$ に依存する正値函数でよく, またさらに $y/|y|\in G\cap S^{n-1}$ にも依
存してよい. このようなものを $\Omega+iG$ 型の無限小襖と呼び, そのようなところで正則な
函数の全体を $P(\Omega+iGO)$ と書く.

このとき $F_{j}\in\theta(\Omega+iG_{j}0)$ の境界値の和 $f(x)= \sum_{j}F_{j}(x+iG_{j}O)$ が超函数として $0$

となるための条件は襖の刃定理によって記述される.

$\blacksquare$襖の刃定理 超函数 $f\in \mathscr{B}(\Omega)$ が, 定義函数 $p_{j}\in 9(\Omega+iG_{j}0),$ $(j\in J)$ を用いて,

$f(x)= \sum_{j}F_{j}(x+iG_{j}0)$

と境界値表示されているとする. このとき $f=0$ であるための条件は, ある $F_{jk}\in$

$\theta(\Omega+i(G_{j}+G_{k})0),$ $(j, k\in J)$ . が存在して,

$\forall j,\forall k,$ $F_{jk}=-F_{kj}$ , および $\forall j,$ $F_{j}= \sum_{k}F_{jk}$

が成り立つことである. ここで, $G_{j}+G_{k}$ とは, 開凸錘 $G_{j}$ と $G_{k}$ の和集合の凸包に一致
することに注意する.

$n=2$ で $J=\{1,2,3\}$ の場合を考えてみる.
$F_{jk}h2$ つの添え字に関して交代的なので $F_{12}$ ,
$F_{23},$ $F_{31}$ のみを用いることにすると, 与えられ
た $F_{1},$ $F_{2},$ $F_{3}$ に関して, その境界値の和が $0$ と

なるのは, $F_{12},$ $F_{23},$ $F_{31}$ が存在して, 定義域の
共通部分で $F_{1}=F_{12}-F_{31},$ $F_{2}=F_{23}-F_{12}$ ,
$F_{3}=F_{31}-F_{23}$ が成り立つときであり, またそ
のときに限る. 乃や $p_{jk}$ たちの定義域の虚方向

$i\mathbb{R}^{2}$ の切り口は, 例えば図のようなものである.
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$\blacksquare 1$ 変数超函数の境界値表示 区間 $I\subset \mathbb{R}$ 上の 1変数超

函数の空間は

$\mathscr{B}(I)\simeqarrow\lim_{U}\frac{\theta(U\backslash I)}{a(U)}$

と書ける. ただし, 開集合 $U$ は $I$ 上の正値函数 $d_{\pm}(x)$ を

用いて $U=U+uIuU_{-},$ $U\pm=\{x+iy\in \mathbb{C}|x\in I, 0<\pm y<d_{\pm}(x)\}$ と表されるもの

とする.

実際, 1次元の場合, 開凸錘は 3種類 $(\mathbb{R}+, \mathbb{R}_{-}, \mathbb{R})$ であり, また $\theta(I+i\mathbb{R}0)$ の元は

$P(I+i\mathbb{R}\pm O)$ のどちらかに引き受けてもらえばよいので, $\sum_{\pm}b_{\mathbb{R}\pm}(\theta(I+i\mathbb{R}\pm 0))=\mathscr{B}(I)$

である. よって, $\theta(U\backslash I)=p(U_{+})\oplus\theta(U_{-})arrow \mathscr{B}(I)$ を考えて帰納極限を取ればよいが,
襖の刃定理をこの場合に言い換えると, $F\pm\in e(.u_{\pm})$ が $F_{+}(x+i0)+F_{-}(x-iO)=0$ をみ

たすことと, $I$ の近傍で正則な函数 $F_{12}=-F_{21}$ を用いて $p_{+}=F_{12},$ $F_{-}=F_{21}=-F_{12}$

と書けることが同値で, これはさらに $U\backslash I=U+$ 火 $U$
- 上で $F+$ と一几が定める正則

函数が, $U$ 上の正則函数の $U\backslash I$ への制限となることと同値になる.

さらに帰納極限を取らずに 1つ固定した $U$ に対して商空間を考えても, $ffi^{\theta UI)}\simeq \mathscr{B}(I)$

となることが知られている.

2 大域解を扱う試み -周期方程式の周期解-

通常の超函数は, \S 1でも述べたように普通の意味での値も持たず, 例えば有界性の概念

も定義されない. そのこともあってか, 大域解の定性理論は超函数の得意分野とは言えな

いが, この節では超函数の枠組みで大域解の有界性を扱う試みについて報告し, 周期常微
分方程式の周期解に関する Massera 型定理 (定理 2.1) の超函数版 (定理 2.9) を紹介す
る. ただし, 超函数版の Massera 型定理の (超函数解でなく) 普通の解への応用は, 現時点

ではかなり限られた範囲に留まっている.

内容の詳細やその拡張, 応用例 (偏微分方程式など) については [9] を参照されたい.

2.1 Massera 型定理

以下では独立変数 $t\in \mathbb{R}$ をもつ 1変数函数や常微分方程式を考え, $\omega$ は正の定数とし,
函数 $f(t)$ が周期の 1つとして $\omega$ を持つとき, $w$-周期的であるという. Massera [8] は (非

線形も含め) 周期常微分方程式が周期解を持っための criterion として, $+\infty$ 方向に有界

な解を持っという性質を考察し, 線形の場合には次の定理を挙げた ([8, Theorem 4]).
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定理 2.1. Rn-値の未知函数 $x(t)$ に関する常微分方程式

$\frac{d}{dt}x=a(t)x+b(t)$

において, $a(t)=(a_{ij}(t))_{1\leq i,j\leq m}$ および $b(t)=(b_{l}(t))_{1\leq j\leq m}$ は $\mathbb{R}$ 上連続かっ $\omega$ -周期的
とする. このとき, 方程式が $t>0$ 上で有界な解を持てば, \omega \tilde 周期解を持っ.

この結果についてはさまざまな拡張があるが, 線形方程式の場合に限っていくっか挙げ
れば, 遅れを持っ方程式に対して Chow-Hale [2], 無限遅れを持っ方程式に関して 日野-村
上 $[4, 5]$ 進みと遅れを持っ方程式に関して Li-Lin-Li [7], 抽象函数微分方程式について申-
内藤 [14], 反射的 Banach 空間, Montel 局所凸空間に対して Zubelevich [15] などがある.

22 超函数の有界性, 周期性

Massera 型定理を超函数の世界で考えるには, 超函数の周期性と有界性を考える必要が
ある. 周期性は, 周期だけ平行移動しても不変なものという定義が超函数でもそのまま採
用できるが, 有界性はそのままでは議論できないので, 超函数に似た別のものを構成する
方法をとることにする.

有界性を反映した超函数の概念としては, Chung-Kim-Lee [3] が $L^{\infty}$ は $L^{1}$ の双対”
という考え方に立脚し, 双対性を用いた $\mathbb{R}^{n}$ 上の有界超函数の空間 $\mathcal{B}_{L}\infty$ の構成や, 熱核
の方法による研究を行なった. しかし, 我々は異なるアプローチを取り, 佐藤 [10] の 1変

数フーリエ超函数の理論と似たコホモロジー的方法を用いて, $\mathbb{R}$ の方向別コンパクト化の
上に “無限遠で有界な 1変数超函数の層” を構成する.

$\blacksquare$無限還で有界な超函数の層 $D$ $:=\mathbb{R}U\{\pm\infty\}$ を $\mathbb{R}$ の方向別コンパクト化とし,
$\mathbb{C}=\mathbb{R}+i\mathbb{R}rightarrow D+\iota’\mathbb{R}$ によって $\mathbb{C}$ を $D+i\mathbb{R}$ の部分集合とみなす. $D+i\mathbb{R}$ 上の前層

open
$D+i\mathbb{R}$ $\supset$ $U-\rangle$ $\theta(U\cap \mathbb{C})\cap L^{\infty}(U\cap \mathbb{C})$

に付随する層を $\theta_{L\infty}$ と定め, 無限遠で有界な正則函数の層と呼ぶ. 層化しているので,
$e_{\iota\infty}$ の切断は必ずしも有界函数ではなく, 例えば $U\subset \mathbb{C}$ の場合 $\theta_{L\infty}(U)=\theta(U)$ で

ある.

定義 2.2. $D$ 上の層 \sim L。を
$\mathscr{B}_{L\infty}$ $;=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{D}^{1}(\theta_{L^{\infty}})$

で定義し, 無限遠で有界な超函数の層と呼ぶ. 簡単のため, “無限遠で” は省くこともある.
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$\mathscr{B}_{L}\infty$ の切断は, 定義函数で表される.

事実 2.3. 例えば $[a, +\infty]$ のある近傍での

$\mathscr{B}_{L}\infty$ の切断 $u$ は, ] $a,$ $+\infty$] においては,

$u=[f(w)]=f(t+i0)-f(t-iO)$

という形に表せる. ここで, $f(w)$ は $\{w=t+is\in \mathbb{C}|t>a, 0<|s|<d\}$ 上で正則で,

任意の $\delta>0$ に対して $\{t>a+\delta, \delta<|s|<d-\delta\}$ 上で有界となるような函数である.

このような $f$ , あるいは上/下半平面に分けて $f\pm$ を, $u$ の定義函数という.

実際には, 1変数超函数の境界値表示のときと同様, 定義函数の定義域は $\{t+is|t>$

$a,$ $0<|s|<d(t)$ } のように虚方向の幅が $t$ に依存してもよいが, $\lim\inf_{tarrow+\infty}d(t)>0$ と

なる必要があるので, a をわずかにずらすことによって, 最初から直積型の定義域を持つ

と仮定してよい.

$\blacksquare \mathscr{B}_{L}\infty$ の性質 $\theta\iota\infty(D)$ 係数の線形常微分作用素は, 定義正則函数への作用を通して,

$\mathscr{B}\iota\infty$ に層準同型として作用する. 特に, 周期的実解析函数を係数とする線形常微分作用

素はその例となる. また, コンパクト台の超函数を核とする合成積作用素など, ある種の

積分作用素も, 層準同型ではないものの有界超函数の空間たちに作用する写像の族を定め,

それらは詔 $\iota\infty$ の制限写像たちと可換である.
$\mathscr{B}_{L}\infty$ は (層なので必然的に) 局所性を持ち, 上記の作用素の作る方程式に対して, 例え

ば $+\infty$ の近傍のみで定義された解を考え得る.

さらに, $\mathscr{B}\iota\infty$ は $D$ 上脆弱であり, また $\mathbb{R}$ に制限すると通常の 1変数超函数の層と一致

する $(\mathscr{B}_{L}\infty|_{\mathbb{R}}=\mathscr{B})$ . したがって, 例えば ] $0,$ $+\infty$ [ 上の任意の超函数は, ] $0,$ $+\infty$] 上の有

界超函数に延長可能である.

なお, 大域切断の空間 $\mathscr{B}_{L}$ 。(D) は, Chung-Kim-Lee [3] の有界超函数の空間 $\mathcal{B}\iota\infty$ (の

1次元の場合) と一致する. 詳しく言えば, $\mathscr{B}_{L}\infty$ はフーリエ超函数の層 2の部分層, $\mathcal{B}\iota\infty$

は 2(D) の部分空間であり, $\mathscr{B}_{L}\infty(D)$ と $\mathcal{B}_{L}\infty$ は 2(D) の部分空間として等しい.

事実 2.4. $L^{\infty}$ -函数は自然に有界超函数とみなせる. 例えば $f(t)\in L^{\infty}(]0, +\infty[)$ は

$\mathscr{B}_{L}\infty(]0, +\infty])$ に標準的に埋め込まれる. したがって, 考える方程式に ] $0,$ $+\infty$ [ 上の有界

な古典解があれば, それは ] $0,$ $+\infty$] 上の有界超函数解にもなっている.

さらに, 局所可積分函数 $f(t)\in L_{loc}^{1}(]0, +\infty[)$ は, 本質的有界でなくても, 例えば

$\sup_{a>1}\Vert u_{0}\Vert_{L^{1}(]a,a+1[)}<+\infty$
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という意味で $+\infty$ 方向に有界的 ” であれば $\mathscr{B}_{L}\infty(]0, +\infty])$ に埋め込まれる.

例 2.5. (1) $(\partial_{t}-i)u=0$ の解 $u=e^{it}$ は $\mathbb{R}$ 上の有界連続函数だから, 標準的な埋め込み
像 $\overline{u}\in \mathscr{B}_{L}\infty(D)$ を持つが, これは有界超函数としても $(\partial_{t}-i)\tilde{u}=0$ をみたす.

(2) 一方, $(\partial_{t}-1)v=0$ の解 $v=e^{t}$ は $+\infty$ の近傍では有界でなく, 標準的には埋め込
まれない. 脆弱性を利用すると $\tilde{v}|_{\mathbb{R}}=v$ となるような大域切断 $\tilde{v}\in \mathscr{B}\iota\infty(D)$ の存在はわ

かるが, $\tilde{v}$ をどう選んでも $(\partial_{t}-1)\tilde{v}$ は無限遠に (のみ) 台を持ち, $0$ ではない.

注意 2.6. 有界超函数は, $\mathbb{R}$ への制限が連続函数 (の埋め込み像) と一致しても, その連続

函数が有界になるとは限らない. 例えば sin $e^{t}$ は $\mathbb{R}$ 上の有界連続函数だから自然な埋め

込み像 $u\in \mathscr{B}_{\iota\infty}(D)$ を持つ. $\partial_{t}$ は留$\iota\infty$ に作用するから, $u$ の導函数 $\partial_{t}u$ も $D$ 上の有界

超函数である. しかし, $\partial_{t}u$ の $\mathbb{R}$ への制限は $e^{t}$ cos $e^{t}$ であり, 連続だが有界でない.

$\blacksquare$超函数, 有鼻超函数の周期性 $\omega$-周期的な超函数や有界超函数の概念は, 単に $u(t+\omega)-$

$u(t)=0$ の解として定めることができる. (有界超函数に対しても平行移動 $urightarrow u(\cdot+w)$

は適切に定義されることに注意する)

事実 2.7. $\omega$ より大きな幅の区間上の $\omega$ -周期的な超函数の空間, $\mathbb{R}$ 上定義された $\omega$ -周期

的)な超函数の空間, $D$ 上定義された $w$ -周期的な有界超函数の空間は, すべて自然な制限写

像で同型となる. 特に, 無限遠にのみ台を持つ周期有界超函数は自明なものしかない.

したがって, 大域的に定義された周期超函数は自然に有界超函数とみなせるが, 周期を

持ち微分方程式をみたしても, 古典的な周期函数とは限らない (微分方程式が特異点を持

つ場合) ので注意が必要である.

例 2.8. (1) $\delta(t)$ を Dirac のデルタ函数とする. 局所有限和 $\sum_{n\in Z}\delta(t-n)$ はの (R) の元

として意味を持ち, 1-周期超函数を定める. さらに 1-周期的 (微分) 方程式 $sIn(2\pi t)u=0$

の解である.

(2) $t\bm{t}(t+iO)$ は $\pi$-周期超函数で, $\pi$-周期的微分方程式 $(\cos^{2}t)\partial_{t}u=1$ の解である.

23 主結果

解析的周期線形微分方程式

$P(t, \partial_{t})u=\sum_{j=0}^{m}a_{j}(t)\dot{\theta}_{t}u=f(t)$ (2.1)
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あるいは解析的周期線形函数方程式

$P(t, \partial_{t})u=\sum_{j=0}^{m}a_{j}(t)k_{j}*u=f(t)$ (2.2)

を考える. ここで $a_{j}(t)$ は $w$凋期的な実解析函数, $f(t)$ は $w$-周期的な超函数, また (2.2)
においては $k_{j}\in \mathscr{B}(\mathbb{R})$ はコンパクト台の超函数で, $k_{j}*u$ は合成積を表すものとする. 特

に $k_{j}(t)=\dot{\theta}_{t}\delta(t)$ ととれば, 作用素 $k_{j}*$ は房に等しくなるので, 方程式 (2.2) は (2.1) の

一般化となっている. 微分方程式 (2.1) において方程式としての特異点 (ここでは $a_{m}(t)$

の実の零点) があっても (その場合, 超函数解の一意接続性は成立しないが) 構わない.

(2.1) の作用素 $P$ は留$\iota\infty$ に層準同型として作用し, また (2.2) の作用素 $P$ は層準同型

とはならないが, $\mathscr{B}_{L}\infty$ の大域切断の空間や $+\infty$ における茎に作用する. $f(t)$ も自然に

$\omega$-周期的な有界超函数とみなせるので, これらの方程式は超函数解と同様に有界超函数解

を考えることもできる. このとき,

定理 2.9 (超函数に対する Massera 型定理). (2.1) あるいは (2.2) の方程式 $Pu=f$ が

$t=+\infty$ の近傍で定義された $\mathscr{B}\iota\infty$ 解を持てば, $w$ -周期的な超函数解を持つ.

証明は, 周期超函数は周期定義函数を持つことなど, 有界超函数や周期超函数の種々の

性質をあらかじめ準備した上で, 定義正則函数の空間 (と coboundary のなす空間) にお

いて, $\omega$-平行移動不変な affine 閉部分集合に $w$-平行移動に関する不動点があることを示

す, という方針で行われる.

注意 2.10. 超函数に対する Massera 型定理は, オリジナルと比べて仮定は弱いが, 結論

も弱まっている. 実際, オリジナルでは有界解の存在から周期的な古典解の存在が言える

が, 超函数版で存在がわかるのは周期超函数解である. Massera のオリジナルの方程式の
場合は正規形なので解はすべて古典解であり, 実際には結論は弱まらないが, より一般の

方程式を考えて滑らかな周期解の存在を示したい場合には, 対応する斉次方程式の解が必

然的に滑らかになるように, 方程式に対する制約を強めるなどのことが必要となる.
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