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1 はじめに

数理解析研究所講究録 1546号「数学史の研究」に, 昨夏の高瀬正仁氏の
講演の稿 [15] が載っている. 高瀬氏の引用箇所について, Joseph Fourier の
Th\’eorie analytique de la chaleur (1822) をざっと見, 拙見を申上げたとこ
ろ, 恐縮なことに, 夏の研究集会で報告してみるようお誘いをうけた.
「後知恵」 ながら Fourier の大著の一部 1を眺めさせていただきたい 2.
著者 Fourier は, 1768年 3月 21日出生, 1830年 5月 16日死亡, 波乱に

満ちた 62年余りの生涯を過ごした. 早くから数学者として頭角を現していた
が, 国民議会による信仰誓約の停止の決定を機に僧職への選択を捨て, 大革
命の渦中に身を投じた. 軍人でもあり, 周到な考古学者・博物学者でもあり,
また, 有能な行政家でもあり, さらに, 同時に, 数学者・物理学者でもあっ
た 3. Kahane4 は,

Fourier is a pure product of the IFYench Revolution. His life is a very
interesting cross-section of French history in the years 1770–1830.

と言っている. Fourier はその典型であるが, こういう時代に生きた人たちは
簡単には全体像を捉えさせてくれない.

1大著 Thiorie analytiqu$e$ de la chaleur (復刻 [4]. 翻訳 : 西村真人氏・朝倉書店) は, 序
文 22 ページ. 本文 601 ページ, 付図 20, 正誤表付き, 巻末目次 (索引) 36 ページから成る.

2Fourier の思想が今日の数理科学の文脈でどのように活かされているかを概観するには [12]
の書物が楽しい. また, Peetre の Web 上の記事 [21] も見られたい. Fourier の麟論を, 歴史
的文脈を配慮しつつ数学的に正当化することについては [8] (特に, 第 2章 The beginning of
Fourier series) に詳しい. [8] に紹介されている [2] は往時の講義の遠記録だそうで, 面自そう
だが、 未見である. [8] を見たのは, Fourier 解析に関する (筆者固有のやや癖のある) 教科書
$([20|)$ を準備しているときでもあり, Fourier の仕事は, 蒸気機関や産業革命に示唆されて熱
機関が重要になったことが背後にあるのかとの問を Kahane 教授に発したことがある. 答えは,
否. それは Carnot の仕事で, Fourier の場合は, 地球の熱収支への理解の獲得が動機だという
ことだった. 確かに, そのように [4] の序章に書いてある.

$3p_{eetre([21])}$ は,

Fourier wanted to become a Priest but gradually the Devil, in the guise of
Mathematics, took over and he was never ordained.

と曾っている. なお, [7] や [8] に詳述されている. 要領のよい紹介は $|12$] にもある. [5] は未見.
4 [81, p.3. Chapter 1. Who was Fourier ? なお, Fourier の人となりを知るための資料と

しては, [8], 第 1章末尾 (P.7) に, Kahane が推薦する文献が挙げられている.
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2 高瀬氏の論考から

高瀬氏は, [15] においてフーリエはどのような関数をフーリエ級数に展開
したのであろうかという設問の重要性を説明し, 西村重人氏による [4] の翻
訳からの引用をもとに, 議論を展開している. 高瀬氏の引用例のいくつかを
もとに, Fourier の仕事を見て行きたい.

2.1 最初の引用例 $($第$186$項 $)$ .
まず, 高瀬氏の引用例 1 (第 186項) を見てみよう. 念のために, 項冒頭

の仏文を掲げる (斜体は筆者による) :

Il s’agit maintenant de connaitre les limites entres lesquelles est com-
prise 1 $int6graler_{m}^{1}z\int(d(sec.\prime\prime)cos.2mx)$ qui $compl6te$ la suite.

ちなみに, この項の末尾の文章は,

On parvient ainsi \‘a l’\’equation

$2y=c- \frac{1}{2m}$ sec.x $cos.2mx+\frac{1}{2^{\mathfrak{g}}m^{2}}\cdot\sec’x$ sin.2$mx$

$+ \frac{1}{2^{3}m^{3}}\sec’’xcos.2mx+\frac{K}{2^{3}m^{3}}$(sec.’t $x-\sec’’0$),

dans laquelle la quantit6 $\urcorner 2\kappa m\neg(sec.\prime\prime x-sec.\prime\prime 0)$ exprime exactement
la somme de tous les derniers termes de la s\’erie infinie.

となっている. 実は, ここまで読んで, Fourier が誤差を論じようとしている
ような印象を筆者は受けたので, 最初の方の引用で, 積分範囲 5よりも, むし

ろ, 積分値の変動範囲であろうという意味で, わざわざ斜体 limites とした
のである. 実際, 遡って眺めてみると, 第三章第二節 (第 171項から第 178

項まで) および第三章第三節 (第 179項から第 189項まで) において

$\frac{\pi}{4}=\cos x-\frac{1}{3}\cos 3x+\frac{1}{5}\cos 5x-\frac{1}{7}\cos 7x+\frac{1}{9}\cos 9x$ –etc (1)

(ただし, $0<x< \frac{1}{2}\pi$ ) やその積分などを Fourier は論じている. 標記の引
用箇所は, 収束を示すために, 三角級数の第 $m$ 項までの打ち切り誤差の話
が展開されているようにも思われる 6. これらは, Fourier が三角級数を形式
的な級数として把握しているわけではなく, 何か確かな「数値曲線 (関数) 」
を取り扱いやすい形に表すものと考えていることを示すもののようである.

5積分範囲が童要ではないというのではない. 積分区聞はいくつかの標準的なものがあり, 例
えば, 係数

$\int_{0}^{n/2}CO8(2n-1)xdx=\frac{1}{2}\int_{-\pi/2}^{\pi/2}\cos(2n-1)xdx=\frac{(-1)^{n-1}}{2n-1}$, $n=1,2,$ $\ldots,$.
のような場合は, 文脈上 Fourier にとって $x=0$ から $x=l*$ までの積分 (あるいは. $x=-\pi 7$
$i\rangle$ ら $x=i’PC\theta)n$分$)\}hg*\backslash 1$

$\epsilon*ff69\}..u*$の Fourier $\hslash*$の $\mathbb{R}*\text{を_{}7}\overline{\pi}+\iota*kR-*$であ 6. [8] で t,や’ffiff f\iota \mbox{\boldmath $\tau$}お

縫*nlD\check \check Miricbh\mbox{\boldmath $\tau$}le鵬鴨難瓢論趨 t.蝋 V厨 p融隷娯鱗
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2.2 高瀬氏の第三章第六節の諸項の引用について

第三章第六節 (第 207項から第 235項まで) は D\’eveloppement d’une fonc-
tion arbitraire en s\’eries trigonom\’etriques (すなわち,「任意の関数の三角級
数への展開」) と題され, ここで, Fourier 12一般の関数の正弦あるいは余弦
級数展開を論じている. 高瀬氏は, 引用例 2-7 (第 219, 220, 229, 234, 235
項) をもとに, Fourier においては, 曲線の形で表現されるある実体が「関数
概念」 に先行し, 決して, その逆ではないことに注意を払っている. 高瀬氏
は「関数概念」 という根源的な思想に関心を集中させ, Fourier による 「関数
概念」 の把握が, Leibniz) Euler と続く自然な系譜に属しているというので
ある.

一方, 筆者にとっては, これら注意に加えて, 引用箇所に窺える Fourier に
よる三角級数展開の実際の計算の試み, 特に, 係数の決定が印象的であった.
今日の後知恵的立場から見れば, 区間 $-\pi<x<\pi$ 上の 「関数」 $\varphi(x)$ の

Fourier 級数展開は

$\varphi(x)=m+\sum_{n=1}^{\infty}$ ($a_{n}$ cos $nx+b_{\mathfrak{n}}$ sin $nx$) (2)

で与えられる. 第 1項 $m$ は平均値

$m= \frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\varphi(x)dx$ (3)

であり, 残りの係数は

$a_{n}= \frac{1}{\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\varphi(x)\cos nxdx$ , $b_{n}= \frac{1}{\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\varphi(x)\sin nxdx$ (4)

$(n=1,2, \cdots)$ である 7. Fourier は, (4) および (3) を導いているが, その
導出の手統きが極めて興味深い. 今日ならば, 三角関数の直交関係

$\int_{-\pi}^{\pi}$ sin $nx \sin mxdx=\int_{-\pi}^{\pi}$ cos $nx$ cos $mxdx=\{\begin{array}{ll}\pi, m=n0, m\neq n\end{array}$ (5)

$\underline{\int_{-\pi}^{\pi}}$sin $nx$ cos $mxdx=0$ (6)

$- \frac{n}{4}$ となることが述べられている. 収束の速さにも言及がある. Fuourier が, 三脅級数 (1) が
不連続関数 ( $-nf<x\leqq 0$ の部分を補って)

$\{\begin{array}{ll}\frac{1}{4}\pi, -\tau^{\pi<x<}z^{\pi}-\frac{1}{4}\pi, \tau^{\pi<x<}\tau^{\pi}13\end{array}$

に対応するものであることや. いわゆる Gibbs 現象にも気づいていたことを示唆しているようで
ある. 旙大な数値計算結果を利用していた可能性はあるのではないか. なお, 高瀬氏は第 219項の
51用 ([15]) に際して [m\S me \‘a celles qui seraient]discontinues [et $entig_{rement}$ arbitraires]
への不審を述べているが t FourIer の意図は案外こんなことであったのかも知れない.

$7(4)$ の $a_{n}$ を $n=0$ の場合に形式的に拡張すれば, $m= \frac{1}{2}a0$ である. (2) 右辺の三負級数
が $\varphi(x)$ の平均値のまわりの振動部分に相当している. ただし, Fourier は $\varphi(x)$ を奇関数また
は偶関数の場合に限定した正弦級数展開あるいは余弦関数展開を扱っており, したがって, 積分
区間は $0<x<\pi$ に帰し, $a_{\mathfrak{n}}\equiv 0$ または $b_{\hslash}\equiv 0$ となる.
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および

$\int_{-\pi}^{\pi}$ cos $nxdx= \int_{-\pi}^{\pi}$ sin $nxdx=0$ (7)

$(n, m=1, 2, \cdot)$ を真っ先に利用する. 直交関係のもとでは, 展開 (2) が
想定さえされれば, $\varphi(x)$ sin $nx$ あるいは $\varphi(x)$ cos $mx$ を積分すれば (4) な
どが従うことが直ちに了解できるのである. ところが, [4] をざっと眺めた
限りでは, 直交関係が何よりも強調されているという風には見えないのであ
る. 実際には, 第 221項及び第 224項で Fourier は直交関係を論じており,
上に述べた方法でも係数の決定を行っている. しかし, 敢えて複雑に見える
手法を Fourier が優先しているのには, 何か係数公式を示すことだけに留ま
らない別の意図があったと考えるべきだろう. 実際, 高瀬氏の引用箇所から,
Fourier は $,$ 積分

$\int_{-\pi}^{\pi}\varphi(x)$ sin $nxdx$ または $\int_{-\pi}^{\pi}\varphi(x)$ cos $nxdx$

などに単なる記号を割り当てているのではなく, これらが実際に計算できる
量であることを示そうとし, かっ, 併せて, その過程で未定係数法を援用し,
最終的には (4) などの公式に辿り着いて見せているという風に筆者には思わ
れる. この観察が本稿の標題の所以である. 次節 (\S 3) で若干詳しく説明し
たい.

2.3 高瀬氏の引用についての補遺. 第 220項をめぐって

[15], p.49中央から後半の部分であるが, 公式 (4) が得られた後に, その
計算法あるいは意味を説明している箇所がある. 定積分 $\int_{0}^{\pi}\varphi(x)$ sin xdx の
幾何学的意義ないし幾何学的計算法を Fourier は次のように説明する :

. . . En effet, si la fonction $\varphi x$ est repr6sent6e par l’ordonne&variable
d’une courbe quelconque dont 1‘abscisse s’\’etend depuis $x=0$ jusqu’\‘a
$x=\pi$ , et si l’on construit sur cette m\^eme partie de l’axe la courbe
trigonom6trique connue, dont $1’ ordonn6e$ est $y=sin.x$ ; il sera facile
de se repr\’esenter la valeur d’un terme int\’egral. Il faut concevoir que
pour chaque abscisse $x$ , \‘a laquelle r\’epond une valeur de $\varphi x$ , et une
valeur de $sin.x$ , on multiplie cette dernibre valeur par la premi\‘ere,
et qu’au m\^eme point de l’axe on 41\‘eve une ordonn\’ee proportionnelle
au produit $\varphi x.sin.x$ . On formera, par cette op&ation continuelle,
une troisi\‘eme courbe, dont les ordonn\’ees sont celles de la courbe
trigonom\’etrique, r6duite proportionnellement aux ordonn6es de la
courbe arbitraire qui repr\’esente $\varphi x$ . Cela pos\’e, l’aire de la courbe
r\’eduite \’etant prise depuis $x=0jusqu’\delta x=\pi$ , donnera la valeur ex-
acte $duco\dot{e}fficient$ de $sin.x$ ; et quelle que puisse \^etre la courbe $donn6e$

208



qul r\’epond \‘a $\varphi x$ , soit qu’on puisse lui assigner une equation analy-
tique, soit qu’elle ne d6pende d’aucune loi r\’eguli\‘ere, il est 6vident
qu’elle servira toujours \‘a r\’eduire d’une mani\‘ere quelconque la courbe
trigonom\’etrique; en sorte que l’aire de la courbe r\’eduite $a$ , dans tous
les cas possibles, une valeur d\’etermin\’ee qui donne celle $duco\dot{e}fficient$

de $sin.x$ dans le developpement de la fonction. $\cdot$ . .

斜体は筆者に拠る. [15], p.49の太字部分の前後である. これらは, 関数の
定積分の値が関数の定義区間と関数のグラフ (曲線) の間の部分の面積であ
るということを述べており, Fourier 係数 (4) を直感的な側面から説明しよ
うとしているように見える. しかし, 筆者は, 後年の Kelvin 卿の積分器の
発想に繋がるのではないかという印象を受けた. これについては, \S 4で節を
改めて説明したい.

3 Fourier 係数の実体的理解
\S 2.2で Fourier による正弦係数や余弦係数 (4) の導出が印象的であったと

述べた. 少しばかり論じてみたい 8.

3.1 奇関数の正弦級数展開一 Fourier の導出

第 207項 ([4]) で, Fourier は, (区間 $- \frac{1}{2}\pi<x<+\frac{1}{2}\pi$ において) 奇関数 9
$\varphi(x)$ を正弦級数

$\varphi(x)=\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}$ sin $nx$ (8)

に展開し, その係数を決定するという問題を提起している. 長い議論の結果,
第 219項末尾の (D) 式で

$\frac{1}{2}\pi\varphi(x)=\sum_{n=1}^{\infty}(\int_{0}^{\pi}\varphi(x)$ sin $nxdx)$ sin $nx$ (9)

が示される. したがって,

$a_{n}= \frac{2}{\pi}\int_{0}^{n}\varphi(x)$ sin $nxdx$ , $n=1,2,$ $\cdots$ (10)

が得られているが, 最初の導出は直交関係を用いてはいない. 直交関係は,
\S 22で注意したように, むしろ (10) の成立を検証する過程で利用されてい
るようである. 本節 (や後述の \S 4も関連するが) で見るように, Fourier の

8な zaお ss, Peetre ([21]) は et よ k り踏み込んでおり, さらに詳しい.
9以下. [4] の記法を離れて当世風にする. また, 定数類も添え数を多用し, Fourier の記法

から離れる. ただし, 演算の形式性は Fourier に従うことにする.

209



時代の人たちは, (10) 右辺の積分に内容, つまり, 記号以上のものを読み取

るために最小限の儀式とでもいうべきものを要していたようである. 高瀬氏
のご指摘の「関数概念」 は,「関数演算」 の解釈にも及んでいるというべきで
あろう.
さて, Fourier は, 奇関数 $\varphi(x)$ を奇数べきの級数

$\varphi(x)=\sum_{k=1}^{\infty}($一 $1)^{k-1}A_{k} \frac{x^{2k-1}}{(2k-1)!}$ , $A_{k}=($一 $1)^{k-1} \frac{d^{2k-1}}{dx^{2k-1}}\varphi(0)$ , (11)

に展開する. 今日の我々ならば, 収束を論じたくなり 10 例えば, 一様収束の
場合なら, 区間 $-\pi<x<+\pi$ が収束域にあることを, 議論が限定されるこ
とを承知で要請したくなるが, Fourier は, 少なくともこの段階で, (11) の
収束性には言及していない.
次に, 展開

sin $nx= \sum_{k=1}^{\infty}(-1)^{k-1}n^{2k-1}\frac{x^{2k-1}}{(2k-1)!}$

を代入して, (8) を

$\varphi(x)=\sum_{k=1}^{\infty}(-1)^{k-1}\{\sum_{n=1}^{\infty}n^{2k-1}a_{n}\}\frac{x^{2k-1}}{(2k-1)!}$ (12)

と書き換える. 課題は, $a_{n}$ の決定であった. そこで, Fourier は, (11) と比
較して得られる方程式系

$A_{k}= \sum_{n=1}^{\infty}n^{2k-1}a_{n}$ , $k=1,2,$ $\cdots$ (13)

を利用しようというのである.
未知数 $a_{n}$ は無限個ある. そこで, Fourier は, さらに, 補助的な未知数

$a_{n,m},$ $n=1,2,$ $\cdots$ ; $m=n,$ $n+1,$ $\cdots$ 及び $A_{k,\ell},$ $k=1,2,$ $\cdots$ ; $\ell=1,$ $k+1,$ $\cdots$

を導入して, (13) を

$\sum_{n=1}^{m}n^{2k-1}a_{n,m}=A_{k,m}$ , $k=1,$ $\cdots m$ ; $m=1,2,$ $\cdots$ (14)

で「近似」する. ここで,「近似」 と書いたが, Fourier は

$a_{n}= \lim_{marrow\infty}a_{n,m}$ , $A_{n}= \lim_{marrow\infty}A_{\mathfrak{n},m}$ (15)

を意識していたことは以下の計算の遂行で明らかであろう.
(14) を解くために, Fourier は (14) の $m+1$ の場合を変形し, $k$ につい

て隣接する方程式系から $a_{m+1,m+1}$ を逐次消去して

$\sum^{m}n^{2k-1}\{(m+1)^{2}-n^{2}\}a_{n,m+1}=(m+1)^{2}A_{k,m+1}-A_{k+1,m+1}$

$\underline{n=1}$
10この点について後に拙見を付言する (\S \S 33)

210



を導く $(k=1, \cdots, m)$ . (14) と比較して, 漸化式

$A_{k,m}=(m+1)^{2}A_{k,m+1}-A_{k+1,m+1}$ , $k=1,$ $\cdots m$ (16)

及び

$a_{n,m}=\{(m+1)^{2}-n^{2}\}a_{n,m+1}$ (17)

が得られる ($n=1,$ $\cdots,$ $m$ または $m=n,$ $n+1,$ $\cdots$ ). そこで, (15) と (17)
に拠って

$a_{n}=a_{n,n} \prod_{k=1}^{\infty}\frac{1}{(n+k)^{2}-n^{2}}$ , $n=1,2,$ $\cdots$ (18)

となる. 引き続き, (16) から,

$A_{k,k}=( \prod_{j=1}^{m}(k+j)^{2})A_{k,k+m}-\sum_{\ell=1}^{m}(\prod_{j=1}^{\ell-1}(k+j)^{2})A_{k+1,k+\ell}$

以下,

$=( \prod_{j=1}^{m}(k+j)^{2})A_{k,k+m}-(\sum_{\ell=1}^{m}\prod_{j=1}^{\ell-1}(k+j)^{2}\prod_{t=\ell+1}^{m}(k+i)^{2})A_{k+1,k+m}$

$+ \sum_{\ell=1}^{m}\sum_{i=\ell+1}^{m}(\prod_{j=1}^{\ell-1}(k+j)^{2}\prod_{h=\ell+1}^{i-1}(k+h)^{2})A_{k+2,k+1}$.

となる. ここで,

$P_{j,k;m}= \sum_{1\leqq\ell_{1}<\cdots<\ell_{i-1}\leqq m}\frac{1}{(k+\ell_{1})^{2}\cdots(k+\ell_{j-1})^{2}}$

とおく. $P_{1,k;m}\equiv 1=P_{1,1}$ である. $j>1$ のときも

$\lim_{marrow\infty}P_{j,k_{j}m}=P_{j,k}=\sum_{1\leqq\ell_{1}<\cdots<\ell_{j-1}<\infty}\frac{1}{(k+\ell_{1})^{2}\cdots(k+\ell_{j-1})^{2}}$ (19)

は確定する. また, 上の式から

$\frac{1}{(k+1)^{2}\cdots(k+m)^{2}}A_{k,k}=\sum_{j=1}^{m}(-1)^{j-1}P_{j,k_{1}\cdot m}A_{k+j-1,k+m}$ (20)

が従うことがわかる.

Fourier は, まず, $k=1$ の場合を考察する. (14) より, $A_{1,1}=a_{1,1}$ であ
り, 他方, (18) を考慮し, (20) において $k=1$ かっ (形式的に) $marrow\infty$ と
して,

$a_{1} \prod_{n=2}^{\infty}(1-\frac{1}{n^{2}})=\frac{1}{2}a_{1}=\sum_{j=1}^{\infty}(-1)^{j-1}P_{j,1}A_{j}$ (21)
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を導いている.

Fourier は, 再度 (14) に戻って, 引き続き, $a_{2},$ $a_{3},$ $\cdots$ が満たすべき関係

式の導出を図っている. ここでは, これらについては省略し 11 Fourier によ
る $P_{j_{1}}$, の決定を見ておこう. Fourier は

$\sin x=\sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{x^{2n-1}}{(2n-1)!}=x\prod_{n=1}^{\infty}(1-\frac{x^{2}}{n^{2}\pi^{2}})$

に注意した上で,

$\sum_{\mathfrak{n}=1}^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{x^{2(n-1)}}{(2n-1)!}=\prod_{n=1}^{\infty}(1-\frac{x^{2}}{n^{2}\pi^{2}})$

の右辺を展開して得られる等式

$\sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{x^{2(n-1)}}{(2n-1)!}=\sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}(\sum_{\ell_{1}<\cdots<\ell_{n-1}}\frac{1}{\ell_{1}^{2}\cdots\cdot\cdot\ell_{n-1}^{2}}$

ノ

$\frac{x^{2(n-1)}}{\pi^{2(n-1)}}$

を利用して,

$\frac{\pi^{2(n-1)}}{(2n-1)!}=\sum_{\ell_{1}<\cdots<\ell_{n-1}}\frac{1}{\ell_{1}^{2}\cdots\cdot\cdot\ell_{n-1}^{2}}=P_{n}$ , $n=2,3,$ $\cdots$ (22)

を導いている. (19) を参照すると,

$P_{2,1}+1=P_{2}$ , $P_{3,1}+P_{2,1}=P_{3}\cdots$ $P_{k+1,1}+P_{k,1}=P_{k+1},$ $\cdots$

となるから,

$P_{n,1}= \sum_{k=1}^{n}(-1)^{n-k}\frac{\pi^{2(k-1)}}{(2k-1)!}$ , $n=2,3,$ $\cdots$ (23)

が導かれる. $P_{1,1}=1$ を補えば, (23) は $n=1,2,$ $\cdots$ に対して成立する. か

くて, (21) は (11) を思い起こして

$\frac{1}{2}a_{1}=\sum_{j=1}^{\infty}(\sum_{k=1}^{j}(-1)^{j-k}\frac{\pi^{2(k-1)}}{(2k-1)!})\varphi^{(2j-1)}(0)$ (24)

となる. これは [4] の 225 ページ冒頭にある等式に相当する.

3.2 Fourier 係数の決定

さて,

$\frac{1}{(2j-1)!}\int_{0}^{\pi}x^{2j-1}\sin xdx=\sum_{k=1}^{j}(-1)^{j-k}\frac{\pi^{2k-1}}{(2k-1)!}$ , $j=1,2,$ $\cdots$ (25)

11ただし, これらの導出も自明ではない.
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だから, (24) の右辺は

$\frac{1}{\pi}\int_{0}^{\pi}\varphi(x)\sin xdx=\frac{1}{\pi}(\sum_{j=1}^{\infty}\int_{0}^{\pi}\frac{x^{2j-1}}{(2j-1)!}\sin xdx)\varphi^{(2j-1)}(0)$

に相当する. かくて, (10) (の少なくとも $n=1$ の場合) は得られたことに
なる. Fourier も当然承知していたことであろうが, [4] ではこのような議論
を行ってはいない.

詳細は省略するが, Fourier は, $n\geqq 2$ に対し,

$\frac{1}{2}(-1)^{n-1}na_{n}=\sum_{j=1}^{\infty}(\sum_{k=1}^{j}(-1)^{j-k}\frac{1}{n^{2(j-k)}}\frac{\pi^{2(k-1)}}{(2k-1)!})\varphi^{(2j-1)}(0)$ (26)

を示している. さらに, (24) と併せて (8) に代入し,

$\frac{1}{2}\varphi(x)$

$= \sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{\sin nx}{n}\{\sum_{j=1}^{\infty}(\sum_{k=1}^{j}\frac{(-1)^{j-k}}{n^{2(j-k)}}\frac{\pi^{2(k-1)}}{(2k-1)!})\varphi^{(2j-1)}(0)\}$

$= \sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{\sin nx}{n}\{\sum_{\ell=0}^{\infty}\frac{(-1)^{t}}{n^{2\ell}}\sum_{k=1}^{\infty}\frac{\pi^{2(k-1)}}{(2k-1)!}\varphi^{(2\ell+2k-1)}(0)\}$

を導 \langle . $\varphi^{(2\ell)}(x)$ も奇関数だから, べき級数に展開すると, $x=\pi$ では

$\varphi^{(2\ell)}(\pi)=\sum_{k=1}^{\infty}\frac{\pi^{2k-1}}{(2k-1)!}\varphi^{(2\ell+2k-1)}(0)$

となるはずであるから,

$\frac{\pi}{2}\varphi(x)=\sum_{n=1}^{\infty}(-1)^{n-1}\frac{\sin nx}{n}\{\sum_{\ell=0}^{\infty}\frac{(-1)^{\ell}}{n^{2\ell}}\varphi^{(2\ell)}(\pi)\}$ (27)

が導かれる. ところで,

$s_{n}(x)= \sum_{t=0}^{\infty}\frac{(-1)^{\ell}}{n^{2\ell}}\varphi^{(2\ell)}(x)$

は, 奇関数であり, さらに, 微分方程式

$\frac{1}{n^{2}}\frac{d^{2}}{dx^{2}}s_{n}(x)+s_{n}(x)=\varphi(x)$

を満たす. したがって,

$s_{n}(x)=const$ . sin $nx$

$+n$ ($\int_{0}^{x}\varphi(t)$ cos $ntd\iota$) sin nx-n $( \int_{0}^{x}\varphi(t)$ sin $ntdt)$ cos $nx$

となるべきであり, 特に,

$s_{n}( \pi)=n\int_{0}^{\pi}\varphi(x)$ sin $nxdx$

が得られる. 以上が, Fourier による (9) の導出である.
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3.3 それにしても, なぜ ?

上述の Fourier の導出法については, Kahane も 定数 1の展開について,

a rather bizarre series of computations と言ったあとで, 特に, 上で紹介し
た部分については,

He begins in the same fantastic way as in expressing the constant 1
as a cosine series.

と言っている ([8], p.ll) . Kahane は, Fourier が Daniel Bernouilli の議論
を補っ $f\sim$.後, さらに, (第 230項, [41, p.249)

La solution donn6e par ce g\’eom\‘etre suppose qu’une fonction quel-
conque peut toujours etre d6ve1opp6e en s6ries de sinus ou de cosinus
d’arc multiples. Or de toutes les preuves de cette proposition la plus
compl\‘ete est celle qui consiste a r6soudre en effet une fonction donn6e
en une telle s\’erie dont on d\’etemine les coefficients.

と述べている 12点については a very disputable statement とコメントし, 疑
義を呈している ([81, p.12).

Fourier が係数の「決定」 ということに細心の注意を払ったことは, その係
数の導出法が, 極めて巧みであり, ひたすら感服するしかないほどであると
いうことからも納得が行く. しかし, その難は, 形式的な議論の可否が問題
になるということではなく, むしろ係数の具体的な決定ということの意味が
論議を要するということであろう.

Fourier は, 任意の関数の三角級数展開がもとの関数を再現することには疑
念は全く抱いていなかったのであろう. したがって, 今口的な観点での数学
的証明は真意では関心外のことであって, 級数の具体的な決定, 特に, 曲が

りなりにも計算手続きを与えることの方が重要であったのであろう. こうい
うことが上で引用した Fourier の見解の背景なのであろう. これは 19世紀を
通じての数学的論考の一般的な姿勢でもあったようである.
しかし, Fourier の立場そのものには, 彼の後に実際に Fourier 級数をめ

ぐって惹起されたさまざまな議論に繋がるような発展性や洞察性が乏しかっ
たのかも知れないという気もする.

注意 3.1脚注 10に関連して拙見を付加する. 与えられた関数 $\varphi(x)$ が解析
的であっても, その Taylor展開が関数を再現するためには収束域が問題にな
り, 一般には, $\varphi(x)$ とその Taylor 多項式のグラフが, 考察対象の区間全体
で近いということはない. っまり, べき級数展開は局所的である. この事実
は当然 Fourier は承知していたはずである. これに対し, なめらかな $\varphi(x)$

の三角級数展開は大域的で, 考察対象の区間全体で, $\varphi(x)$ のよい近似を与え

12斜体は筆者による.
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るが, これも Fourier は知っていたであろう (既述のように, 不連続点では

Gibbs 現象の問題があることにも Fourier は, 無知ではなかったようではあ
る). さらに, 三角級数展開には固有関数展開としての熱方程式の構造に密
着した長所があり, 実際, Fourier はそれを利用し尽くしている. それにもか
かわらず, Fourier が, べき級数展開と三角級数展開という全く性格の異なる
ものを結びつけて, このような不思議な手法で Fourier 係数を導出してみせ
たということはどういうことなのだろう. ここには, 納得をする, 了解を得
るという営為が関わっていると思われる. この時代の思考習慣に通じている
わけでもない筆者にはよくわからない 13.

4 Kelvin 卿の積分器
\S 2.2の記述に Kelvin 卿の積分器のヒントになったのではないかと思われ
る点があると述べた. 積分器の説明をしておこう.

4.1 Kelvin 卿と Fourier 級数

Kelvin卿 William Thomson は, Fourier の仕事に早くから注目し, イギ
リスに紹介し, かつ, 発展させた人であった. 特に, 気象観測や潮汐観測な
どのデータの処理を Fourier 級数を用いて行ったらしい. 実際の計算作業に
関しては熟練した計算技術者を必要としていたようである. [17] の冒頭でも
次のように述べている 14.

関数を Fourier の方法に従って単純調和成分に分けて解析するために
要する計算は算術的な重労働である. 最近 Bristol であった大英連盟の
集会の結果, わたくしは, このような計算を楽にこなすはずの器械を見
出す努力を再開した. 以前何年にもわたって, このような目的は何らか

の単純な機械的手段で達成されるはずだとは思っていたのだが, 実際に

有用な結果を約束することができそうな十分に簡明な器械の工夫に成功
したのは漸く最近になってであった. この段階に至ってから, 数日前に,

兄の James Thomson 教授に考案した器械について脱明したところ, 兄
からは, 何年も昔に思いついたが未発表のままという, ある種の積分器
の説明があった. わたくしの特別な目的を達するためには兄の器械の方

が今までわたくしが思いつくことができたものに比べて遥かに簡単なも
のであることがたちどころにわかった. 兄の積分器についての論説は王

立協会に本信とともに報告されている.

13時代は下がるが, [6] の解脱に若干の示唆がある. なお. Peetre([21]) は. このようなロマ
ンティックな感慨に耽らず. Fourier の議論が有効な $\varphi(x)$ のクラスの決定を行っている.

14本来は英文を引くべきであるが, 手抜きで, PC 内の拙訳を挙げる. 以下の引用も同様.
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$E1$ : $D$ , the Disk. $A$ , the Axle of the Disk. $C$ , the Cylinder.
EE, the Axle or the Journals of the Cylinder. $B$ , the Ball.

James Thomson の積分器については, [16] に詳しい. 19世紀中葉には Green
の定理を応用した面積器がいくつも提案されており, Amsler の Planimeter
は今でも使用されている (例えば, [22] を参照されたい). James Thomson
のものは, J. Clerk Maxwell の面積器を改良したものだという. 図 $1$ は, [16]
所収の積分器の図である. 模型は王立協会に提出してあると述べてあるから,
今でも現物が見られるかも知れない.

James の積分器は, 45’ の傾けられた周回する円板, 輪転軸が円板面と平
行に固定された自由に輪転する (断面の半径 $r$ の) 円筒及び円板と円筒の両
方に接する (半径 $\rho$ の) 回転する球とから成り, さらに, 円板には周回軸が
取り付けられている 15. 円板を傾けてあるのは重力を利用するためである. 球
の位置は小さな支持板, あるいは球を挟み込む枠の付いた円筒の軸と平行な
棒を動かして制御する. 球が円筒に接しながら円板面を動くとき, 円板との
接点の軌跡は, 円板の中心を通る直線上にあるものとし, 特に, このとき, 球

の中心の軌跡は円筒の輪転軸と平行である. James は, このときの球の中心
の動きを経線方向と言っている.

16ここで, 原著論文の語法を尊重して, 以下, 我々の日常語では, すべて $r$回転する』 という
のを使い分けて, 耳慣れない用語かも知れないが, 円板は周回し, 円筒は輪転し, 球は回転する,
と言うことにする.
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円板の周回が摩擦によって球の回転を引き起こし, 球の回転は摩擦によっ
て円筒を輪転させ, 円筒の輪転を目盛で読み取るというのが James による積
分計算の工夫である. すなわち, 円板の回転角が初期位置 (基準線) から $x$

(ラジアン) のとき, 球の中心が基準位置 (原点) から経線方向に $y$ の位置に
あるように設定して, 円板を (例えば) 1周回させたときの円筒の輪転軸の全
輪転量が $\int ydx$ (の定数倍) を与える. 実際, 周回角 $x$ , 経線位置 $y$ のとき
の円筒の輪転量に対し, 周回角 $x+dx$ , 経線位置 $y+dy$ となったときに新た
に加わる輪転量 $d\gamma$ は $d\gamma=ydx$ である 16. すなわち, 円板の周回 $dx$ によっ

て球は円板の中心と球と円板の接点を結ぶ半径に垂直方向に $\sqrt{\rho^{2}+y^{2}}dx$ の

回転を受けるが, その経線方向と垂直な成分は $\sqrt{\rho^{2}+y^{2}}c\circ s$ $xdx=y$面で
あり, これが円筒の輪転量の追加になるわけである. したがって, 円板を 1
周回させれば, 輪転量は

$\int d\gamma.=\int_{0}^{2\pi}ydx$

となる.

Willam は [17] において, さらなる積分器の機能の拡張を提案している 17.

$\int\varphi(x)\psi(x)dx$ を計算するためには, 周回円板が $0$ あるいは初期の位
置から $\int_{0}^{x}$ \varphi (x)面に等しい角に置かれ, 他方, 回転する球は, 常に, そ
の $0$ 位置から $\psi(x)$ の位置にあるように動かされる. このようにすると,

円筒が, 明らかに $\int_{0}^{s}\varphi(x)\psi(x)dx$ に等しい角だけ回って, かくて, 問題

を解決する.

\S 2.3で紹介した Fourier が述べていることに非常に近くはないだろうか.

16球が円板の周回に引き起こされる回転面は円筒の輪転軸に対し $dx$ だけ傾いているが,
$C\circ 8(dx)\sim 1,$ $sIn(dx)\sim dx$ である.

17この手続きの実現法は

必要な運動を周回する円板と回転する球に与えるためには, 次のような方法が
ある :–

2枚の紙に曲線

$y= \int_{0}^{x}\varphi(x)dx$ , および $y=\psi(x)$

を描き, これらの紙を 2個の円筒の円筒面, または, 1個の円筒の円簡面の員な
る場所に, $x$ 軸が円筒の軸に垂直になるように, 貼付する. 2個の円筒は (円筒
が 2個の場合) 円簡面が同じ速度で動くように連結する. 器構には装着させるも
のとして, 各円筒の円筒面の十分近くに滑針, あるいは, 誘導棒を付け, 操作員
は手動によって, 円筒の回転中, 常に可動端子が円筒面上の曲線に接触するよう
誘導する.
操作員は 2名必要であろう. 1名では, 回転がよほど緩慢でもない限り. 同時

に 2個の可動端子を条件を満たすように動かすことはできないであろう. 可動端
子の一方は固有の機構によって周回する円板の脅運動を端子に線形運動として変
換し, もう一方の端子には回転球の中心の運動を線形運動として変換する.

としている.
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4.2 アナログ計算機

Kelvin 卿は, 任意階数の常微分方程式の機械的な解法のために, 複数の積
分器を連結させた機構を提案している ([18, 19]). しかし, 積分器間で (回

転) 情報の伝達が当時の技術水準では保障できず, 半世紀後の C.W.Niemann
によるトルク増幅器の開発を待って, V. Bush の微分解析機として卿のアイ
デアはようやく実現された. Bush の解説 ([11) は詳細を極めており, (機械

式, 電気式の) 微分解析機が世界中で制作された. Von Neumrn らのプロ

グラム内蔵式の計数型計算機の成長普及とともに微分解析機は過去の遺物に
なってしまった 18. 東京理科大学近代科学資料館には機械式のものが一機 19展
示されている ([9]).
ちなみに, 実変数関数について, 微分解析機により生成されるということと

多項式係数の常微分方程式の解として得られるということの同値性の証明が

Shannon の修士論文であり, 最初の仕事であった ([13]). この結果は, 後年,

汎用計測型計算機によって生成される (計測型計算可能性) ということと代

数微分方程式の解として得られるということの同値性の証明として Pour-El
によって改めて論じられた ([11]). 計測型計算可能性が Turing 機による計
算可能性, つまり, 計数型計算可能性は異なる概念であることが, 例えば, ガ

ンマ関数は前者ではないが後者ではあるという意味で明らかになった 2 .
高瀬氏の論考 [15] の主題「関数概念」 との関連では, ただし, 数学解析的な

意味での関数概念というわけではなく. 計算可能という立場での関数概念では
あるが, 計数型なら『対応」に近く, 計測型なら「曲線』に近いと言えるであろ
う. ただし, 計測型の計算可能性については, 計数型の場合の Church-Turing
の提唱に相当するものが確立しておらず, 厳格なことは言えない.

謝辞筆者の議論は高瀬正仁准教授の畑眼 [15] に相当に依存した. 小松彦三郎
教授からは Peetre$([21])$ をご教示いただいた. ご両所に深甚の謝意を呈する.
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