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1. 序論

$H$ を実 Hilbert 空間とし, {Ci} を空でない閉凸部分集合族で $F= \bigcap_{i\in I}$ Ci
が空でないものとする. このとき制約可能性問題 (convex feasibflity problem)

とは $H$ から $C_{i}$ の上への距離射影疏を用いて $F$ の元をもとめることである。

ここで, $P_{i}$ は非拡大 (nonexpansive) になり, つまり, 任意の $x,y\in H$に対して

$\Vert P_{i}x-P_{i}y\Vert\leqq\Vert x-y\Vert$

が成立し, $F(P_{i})$ で鳥の不動点集合を表すとすると, $C_{i}=F(P_{i})$ が成立する。

従って, Hilbert空間上で制約可能性問題 (convex feasibility problem) とは有

限個の非拡大写像の共通不動点をみつける問題に帰着される。Matsushita .
Takahashi [14, 15, 16] は擬非拡大写像 (relatively nonexpansive mapping) と

いう概念を導入した ([8] 参照). 彼らは擬非拡大写像の不動点への弱および強

収束定理を示した. 本論文では, Banach空間における有限個の擬非拡大写像

の共通不動点近似問題について考察する. その結果得られた定理を基に, 制約

可能性問題について考察する.

2. 準備と補題

本論文では以後, $E$は実Banach空間を表し, $E^{*}$ は $E$の共役空間とし, $\langle y,x^{*}\rangle$

は $x\in E^{*}$ の $y\in E$ での値を表す. $x_{n}arrow x$ は点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束するこ

とを表し, また $\lim_{n}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に強収束することを表す. $x_{n}arrow X$ は

点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に弱収束することを表し, また $w-\lim_{narrow\infty}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に弱

収束することを表す. $N$ と $\mathbb{Z}^{+}$ はそれぞれ全ての正の整数からなる集合, 全て

の非負の整数からなる集合を表す. $\mathbb{R}$ と $\mathbb{R}^{+}$ はそれぞれ, 全ての実数からなる

集合, 全ての非負の実数からなる集合とする. 写像 $T$ に対して, $F(T.)$ で集合

$\{x\in C:x=Tx\}$ を表す.
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Banach空間 $E$ が狭義凸であるとは $\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=1,$ $x\neq y$ をみたす任意の

$x,$ $y\in E$ に対して $\Vert x+y\Vert/2<1$ が成立するときをいう. 狭義凸な Banach空
間 $E$ では, 任意の $x,$ $y\in E,$ $\lambda\in(0,1)$ に対して $\Vert x\Vert=\Vert y\Vert=\Vert(1-\lambda)x+\lambda y\Vert$

が成立するならば, $x=y$ となる.

$B_{r}=\{v\in E :\Vert v\Vert\leq r\}$ とする. Banach空間 $E$ が一様凸であるとは, 任意
の $\epsilon>0$ に対して, $x,y\in B_{1}$ かつ $\Vert x-y\Vert\leq\epsilon$ ならば, $\Vert x+y\Vert/2\leq 1-\delta$ と

なる $\delta>0$ が存在することである. 一様凸な Banach空間は回帰的であり, 狭
義凸であることが知られている ([23] 参照).

$\delta(K)$ で集合 $K$ の直径を表すものとする. $E$ の閉凸部分集合 $C$ が, 正規構

造をもつとは $C$ の 2点以上を含む任意の有界閉凸部分集合 $K$ が,

$\sup\{\Vert x-y\Vert : y\in K\}<\delta(K)$

となるような点 $x\in K$ を含むときをいう. 次の結果は [9] で示されている.

Theorem 2.1. $E$ は回帰的な Banach空間であり, $C$ は $E$ の空でない有界閉

凸部分集合で正規構造を持つものとする. $T$ は $C$ から $C$への非拡大写像であ

るとする. すると $F(T)$ は空でない.

$x\in E$ に対して

$Jx=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x,x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}$

で定義される $E$ から $2^{E^{s}}$ への写像 $J$ を $E$ の双対写像という. Hahn-Banach
の定理より, $Jx\neq\emptyset$ が任意の $x\in E$ に対して成立することがわかる. また,

Banach空間 $E$ のノルムが G\^ateaux微分可能 ($E$ がなめらか) であるとは任意
の $x,y\in B_{1}$ に対して

$\lim_{tarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x||}{t}$ (2.1)

が存在するときにいう. 任意の $x\in B_{1}$ に対して, 極限 (2.1) が $y\in B_{1}$ に関し

て一様に存在するとき, Banach空間 $E$ のノルムが Frechet微分可能であると

いう. 任意の $y\in B_{1}$ に対して, 極限 (2.1) が $x\in B_{1}$ に関して一様に存在する

とき, Banach空間 $E$ のノルムが一様に Gateaux微分可能であるという. $E$が

なめらかであるとき, 双対写像 $J:Earrow E^{*}$ は一価になり, 連続である. ただ

し, $E$ の位相はノルム位相であり, $E^{*}$ の位相は弱* 位相である. また, $E$ のノ

ルムが一様に $G\hat{a}$teaux微分可能であるとき, 双対写像 $J$ : $Earrow E^{*}$ は一価で
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一様連続である. ただし, $E$ の位相はノルム位相であり, $E^{*}$ の位相は弱*位相
である. $E$ は滑らかで狭義凸で回帰的な Banach空聞であり, $C$ は $E$ の空でな

い閉凸部分集合で, $J:Earrow E^{*}$ は双対写像とする. 実数値関数 $\phi$ を $x,$ $y\in E$

に対して

$\phi(y,x)=\Vert y\Vert^{2}-2\langle y, Jx\rangle+\Vert x\Vert^{2}$

が成立するものとして定義する. Alber [1] により, $E$ から $C$ の上への擬射影

(generalized projection) $P_{C}$ は $x\in E$ に対して

$P_{C}x= arg\min\phi(y,x)$
$y\in C$

が成立するものと定義される. もし $E$が Hilbert空間であれば, 全ての $y,x\in E$

に対して成立し,
$\phi(y,x)=\Vert y-x\Vert^{2}$

が成立し, $P_{C}$ は距離射影に一致する. 擬射影に関する次の補題が知られて

いる.

$Lem$ma 2.2 ([1, 10]). $E$ は滑らかで狭義凸で回帰的な Banach空間であり,
$C$ は $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $P_{C}$ を $E$ から $C$ への擬射影とする.

すると任意の $x\in C$ と $y\in E$ に対して

$\phi(x,P_{C}y)+\phi(P_{C}y,.y)\leq\phi(x,y)$

が成立する.

Lemma 2.3 ([1, 10]). $E$ は滑らかで狭義凸で回帰的な Banach空間であり,

$C$ は $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $P$
」$P_{C}$ を $E$ から $C$への擬射影とする.

$x\in E,$ $z\in C$ とする. すると, $z=P_{C^{X}}$ であることの必要十分条件は全ての

$y\in C$ に対して

$\langle y-z, Jx-Jz\rangle\leq 0$

が成立することである.

次の 4つの補題も知られている.

Lemma 2.4 ([10]). $E$ は滑らかで一様凸な Banach 空間であり, $\{x_{n}\}$ と

$\{y_{n}\}$ は $E$ の点列で, $\{x_{n}\}$ か $\{y_{n}\}$ のいずれかは有界であるものとする. も

し, $\phi(x_{n}, y_{n})=0$ であれば $\lim_{narrow\infty}||x_{n}-y_{n}\Vert=0$ . が成立する.
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Lemma 2.5 ([10]). $E$ は滑らかで一様凸な Banach空間であり, $r>0$を任意

にとる. すると, 狭義単調増加, 連続な凸関数 $g:[0,2r]arrow \mathbb{R}$ で $g(O)=0$ をみ

たし, $x,y\in B_{r}$ に対して, $g(\Vert x-y\Vert)\leq\phi(x, y)$ が成立するものが存在する.

Lemma 2.6 ([26, 27, 28]). $E$ は一様凸な Banach空間であり, $r>0$ とする.

すると, 狭義単調増加, 連続な凸関数 $g:[0,2r]arrow \mathbb{R}$ で $g(O)=0$ をみたし, 任

意の $x,$ $y\in B_{r}$ と $t\in[0,1]$ に対して

$\Vert tx+(1-t)y\Vert^{2}\leq t\Vert x\Vert^{2}+(1-t)\Vert y\Vert^{2}-t(1-t)g(\Vert x-y\Vert)$

が成立するものが存在する.

Lemma 2.7 ([11]). $E$は滑らかで狭義凸で回帰的な Banach空間であり, $z\in E$

とし, $\{t_{t}\}\subset(0,1)$ を $\sum_{i=1}^{m}t_{i}=1$ をみたす実数列とする. もし, $\{x_{i}\}_{i=1}^{m}$ が $E$

の有界集合で全ての $i\in\{1,2, \ldots, m\}$ に対して

$\phi(z,$ $J^{-1}( \sum_{j=1}^{m}t_{j}Jx_{j}))=\phi(z, x_{i})$

が成立するものとすると, $x_{1}=x_{2}=\ldots=x_{rn}$ が成立する.

$E$ は滑らかで狭義凸で回帰的な Banach空間であり, $C$ を $E$ の空でない閉

凸部分集合とする. $T$ は $C$ から $C$ への写像とし, $F(T)$ は $T$ の不動点集合と

する. このとき, もし $C$ の点列 $\{z_{n}\}$ で $z_{n}arrow z$ と $\lim_{narrow\infty}\Vert z_{n}-Tz_{n}||=0$ を

みたすものが存在すれば, この $z\in C$ は $T$ の漸近的不動点といわれる ([17] 参

照). $\hat{F}(T)$ で $T$ の漸近的不動点の集合を表す.

Matsushita e Takahashi [14, 15, 16] に従い, $C$ から $C$ への写像 $T$が、以下

の条件をみたすとき擬非拡大であるとよぶ:

(a) $F(T)$ は空でない;

(b) $\phi(u,Tx)\leq\phi(u,x)$ が全ての $u\in F(T)$ と $x\in C$ に対して成立する ;

(c) $\hat{F}(T)=F(T)$ .
また、写像 $T:Carrow C$ は次の条件をみたすとき強擬非拡大 (strongly $rela_{r}$

tively nonexpansive) であるといわれる ([17] 参照):

(a) $T$ は擬非拡大である;

(b) $\{x_{n}\}$が有界点列, $P\in F(T),$ $\phi(p,x_{n})-\phi(p, Tx_{n})arrow 0$ならば $\phi(Tx_{n}, x_{n})arrow$

$0$ が成立する.
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次に例を挙げておく (詳細は Reich [17], Matsushita . Takahashi $[14, 16]$ 等

を参照).

Example 2.8.

(1) $C$ を Hilbert空間の閉凸部分集合とし, $T$ は $C$から $C$への非拡大写像

で $F(T)$ が空でないものとする. すると $T$ は擬非拡大である.

(2) $E$ は滑らかで狭義凸で回帰的な Banach空間であり, $C$ を $E$ の空でな

い閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ から $C$への擬非拡大写像であるとし,

不等式

$\phi(u,Tx)+\phi(Tx, x)\leq\phi(u, x)$

が全ての $u\in F(T)$ と $x\in C$ に対して成立するとする. このとき, $T$

は強擬非拡大である. よって $E$ から $C$ の上への擬射影 $P_{C}$ は強擬非拡

大である.

(3) $E$ は一様滑らかで狭義凸な Banach空間であり, $A\subset E\cross E^{*}$ を極大

単調作用素で $A^{-1}0\neq\emptyset$ を満たすものとする. このとき, リゾルベン

ト $J_{r}=(J+rA)^{-1}J$ は $E$ から $D(A)$ の上への強擬射影である. ただ

し, $r>0$ であり, $D(A)$ は $A$ の定義域を表し, $F(J_{r})=A^{-1}0$ である.

次の補題は Matsushita . Takahashi [16] によって証明された.

Lemma 2.9 ([16]). $E$ は滑らかで狭義凸で回帰的な Banach空間であり, $C$

を $E$の空でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ から $C$への擬非拡大写像である

とする. すると、 $F(T)$ は閉凸である.

次の 2つの補題も知られている.

Lemma 2.10 ([11, 12]). $E$ は一様凸で一様に G\^ateaux微分可能なノルムを

もつ Banach空間とする. $C$ は $E$ の空でない閉凸部分集合とし, $S:Carrow C$,

$T:Carrow C$ は擬非拡大写像で $F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ をみたすものとする. ここ

で, $S$ か $T$ のいずれかは強擬非拡大であることを仮定する. すると, $\hat{F}(ST)=$

$F(ST)=F(S)\cap F(T)$ が成立し, $ST:Carrow C$ は擬非拡大となる. さらに, $S$

と $T$両方が強擬非拡大であるならば, $ST:Carrow C$ もまた強擬非拡大となる.
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Lemma 2.11 ([11, 12]). $E$ は一様凸で一様に滑らかな Banach 空間とし,
$C$ は $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $S:Carrow C$ は強擬非拡大写像であ

り,T: $Carrow C$ は擬非拡大写像で, $U$ : $Carrow C$は $U=P_{C}J^{-1}(\lambda JS+(1-\lambda)JT)$

で定義される写像とする, ここで $\lambda\in(0,1)$ である. $F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ を仮定

する. すると, $\hat{F}(U)=F(U)$ が成立し, $U$ は強擬非拡大となる.

3. 収束定理

$C$ を滑らかで狭義凸で回帰的な Banach空間 $E$ の空でない閉凸部分集合と
.

する. $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots$ は $C$ から $C$ への写像とし, $P_{C}$ は $E$ から $C$ の上への擬射影

とする. $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ は任意の $i\in\{1,2, \ldots, r\}$ に対して $0\leq\alpha_{i}\leq 1$ をみた

す実数とする. Takahashi [25] は以下のような $C$ から $C$への写像 $W$ を定義

した:

$U_{1}=P_{C}J^{-1}(\alpha_{1}IT_{1}+(1-\alpha_{1})J)$ ,
$U_{2}=P_{C}J^{-1}(\alpha_{2}JT_{2}U_{1}+(1-\alpha_{2})J)$ ,

: (31)

$U_{r-1}=P_{C}J^{-1}(\alpha_{r-1}JT_{r-1}U_{r-2}+(1-\alpha_{r-1})J)$ ,

$W=U_{r}=P_{C}J^{-1}(\alpha_{r}JT_{r}U_{r-1}+(1-\alpha_{r})J)$.
このような写像 $W$ は $P_{C},$ $T_{1},$ $T_{2},$ $\ldots,T_{r}$ と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$

$\ldots,$
$\alpha_{r}$ によって生成さ

れる W-mapping と呼ばれる. 以下, $P_{C}$ は $E$ から $C$ の上への擬射影とする.

Lemmas 2.10,2.11を用いて, 次の 3つの Lammaを得る.

Lemma 3.1. $E$ は滑らかで狭義凸で回帰的な Banach空間で, $C$ は $E$ の空で

ない閉凸部分集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots$ , $T_{r}$ は $C$ から $C$ への擬非拡大写像とし,

寡 ir$=1F(T_{i})\neq\emptyset$ をみたすものとすし, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ は任意の $i\in\{1,2, \ldots,r\}$

に対して, $0<\alpha_{i}<1$ をみたす実数とする. $U_{1},$ $U_{2},$ $U_{3},$
$\ldots,$

$U_{r-1}$ と $W$ は (3.1)

で定義される写像とする. $k\in\{1,2, \ldots, r-1\}$ を任意にとる. すると,

$\phi(u,Wx)\leq\phi(u,x)$ , $\phi(u, U_{k}x)\leq\phi(u,x)$

が全ての $u\in$ 口 ri$=1F(T_{i})$ と $x\in C$ に対して成立する.

Lemma 3.2. $E$ は滑らかで狭義凸であり, 回帰的な Banach空間とし, $C$ は

$E$ の杢でない閉凸部分集合とする. $T_{1},$ $T2,$ $\ldots,T_{r}$ は $C$ から $C$ への擬非拡
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大写像で, $\bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})\neq\emptyset$ をみたすものとし, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ は任意の $i\in$

$\{1,2, \ldots,r\}$ に対して $0<\alpha_{i}<1$ をみたす実数とする. $W$ は $P_{C},$ $T_{1},$ $T_{2},$ $\ldots,T_{r}$

と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ によって生成される $C$ から $C$ への W-mapping である. す

ると, $F(W)= \bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})$ が成立する.

Lemma 3.3. $E$ は滑らかで狭義凸であり, 回帰的な Banach空間とし, $C$ は $E$

の空でない閉凸部分集合とする. $T_{1},T_{2},$ $\ldots$ , $T_{r}$ は $C$から $C$への擬非拡大写像

で寡 ir$=1F(T_{i})\neq\emptyset$ をみたすものとし, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ は任意の $i\in\{1,2, \ldots,r\}$

に対して $0<\alpha_{i}<1$ をみたす実数とする. $U_{1},$ $U_{2},$ $U_{3},$
$\ldots,$

$U_{r-1}$ と $W$ は (3.1)

で定義される写像とする. すると, 任意の $k\in\{1,2, \ldots,r\}$ に対して $T_{k}U_{k-1}$

と阪は擬非拡大となる, ここで $U_{0}=I$ である.

$[11, 14]$ の考えを使って以下の定理を示すことができる (証明は [4] 参照).

簡単のために, $F=$ 口 ri$=1F(T_{i})$ とする.

Theorem 3.4 ([4]). $E$ は滑らかで一様凸な Banach 空間とし, $C$ は $E$ の

空でない閉凸部分集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots,$

$T_{r}$ は $C$ から $C$ への擬非拡大写

像で $F= \bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})\neq\emptyset$ をみたすものとし, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ は任意の $i\in$

$\{1,2, \ldots, r\}$ に対して $0\leq\alpha_{i}\leq 1$ をみたす実数とする. $W$ は $P_{C},T_{1},$ $T_{2},$ $\ldots,T_{r}$

と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ によって生成される W-mapping とする. $\{x_{\mathfrak{n}}\}$ は, $x0=x\in$

$C$ , 任意の $n\in\{0,1,2, \ldots\}$ に対して $x_{n+1}=Wx_{n}$ で定義される点列とする.

すると $\{P_{F}x_{n}\}$ は

$\lim_{narrow\infty}\phi(z,x_{n})=\min\{\lim_{narrow\infty}\phi(y,x_{n})$ : $y\in F\}$

をみたす $F$ の唯一の元に強収束する.

また次の結果は主定理の証明で本質となる.

Theorem 3.5 ([4]). $E$ は一様に滑らかで一様凸な Banach空間とし, $C$ は

$E$ の空でない閉凸部分集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots,$

$T_{r}$ は $C$ から $C$ への擬非拡大

写像で $F=$ 寡沖 1 $F(T_{i})\neq\emptyset$ をみたすものとし, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots,$
$\alpha_{r}$ は任意の $i\in$

$\{1,2, \ldots, r\}$ に対して $0<\alpha_{i}<1$ をみたす実数とする. $W$ は $P_{C},$ $T_{1},$ $T_{2},$ $\ldots,T_{r}$

と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ によって生成される W-mapping とする. $\{z_{n}\}$ は $C$ の有界

な点列で, ある $u\in F$ に対して $\phi(u, z_{n})-\phi(u, Wz_{n})arrow 0$が成立し, さらに

$z_{n_{k}}arrow z$ も成立するものとする. すると, $z\in F$が成立する.
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Proof. $\{z_{n}\}$ は有界であり, $\phi(u, T_{i}z_{u})\leq\phi(u, z_{n})$ が全ての $i\in\{1,2, \ldots,r\}$ ,
$n\in \mathbb{N}$ に対して成立することから, $\{T_{i}z_{n}\},$ $\{T_{i}U_{i-1}z_{n}\}$ もまた有界であるこ

とがわかる. $E$ が一様に滑らかであることから, $E^{*}$ が一様凸である ([23] 参

.照). $R>0$ を $\{z_{n}\},$ $\{T_{i}z_{n}\},$ $\{T_{i}U_{i-1}z_{n}\}\subset B_{R}$ が全ての $i=\{1,2, \ldots,r\}$ に対

して成立するようにとる, ここで $U_{0}=I$ である. すると Lemma 2.6から, 狭

義単調増加で連続な凸関数 $g:[0,2R]arrow \mathbb{R}$ で $g(O)=0$をみたし, さらに全て

の $t\in[0$ , lj, $n\in N,$ $i=\{1,2, \ldots,r\}$ に対して,

$\Vert tJz_{n}+(1-t)JT_{i}U_{i-1}z_{n}\Vert^{2}$

$\leq t\Vert z_{n}\Vert^{2}+(1-t)\Vert T_{i}U_{i-1}z_{n}\Vert^{2}-t(1-t)g(\Vert Jz_{n}-JT_{i}U_{i-1}z_{n}\Vert)$

が成立するものが存在する. $u$ は $F$ の元であるので, Lemma 2.2から

$\phi(u, Wz_{n})$

$\leq\alpha_{r}\phi(u, T_{r}U_{r-1}z_{n})+(1-\alpha_{r})\phi(u, z_{n})$

$-\alpha_{r}(1-\alpha_{r})g(\Vert IT_{r}U_{r-1}z_{n}-Iz_{n}\Vert)$

$\leq\alpha_{r}\phi(u, U_{r-1}z_{n})+(1-\alpha_{r})\phi(u, z_{n})$

$-\alpha_{r}(1-\alpha_{r})g(\Vert JT_{r}U_{r-1}z_{n}-Iz_{n}\Vert)$

$\leq\alpha_{r}\{\alpha_{r-1}\phi(u, U_{r-2}z_{n})+(1-\alpha_{r-1})\phi(u, z_{n})$

$-\alpha_{r-1}(1-\alpha_{r-1})g(\Vert IT_{r-1}U_{r-2}z_{n}-Jz_{n}\Vert)\}$

$+(1-\alpha_{r})\phi(u, z_{n})-\alpha_{r}(1-\alpha_{r})g(\Vert IT_{r}U_{r-1}z_{n}-1z_{n}\Vert)$

$\leq\alpha_{r}\cdot\alpha_{r-1}\phi(u, U_{r-2}z_{n})-\alpha_{r}\alpha_{r-1}(1-\alpha_{r-1})g(\Vert IT_{r-1}U_{r-2}z_{n}-Jz_{n}\Vert)$

$-\alpha_{r}(1-\alpha_{r})g(\Vert JT_{r}U_{r-1}z_{n}-Jz_{n}\Vert)+(1-\alpha_{r}\cdot\alpha_{r-1})\phi(u, z_{n})$

$\leq\prod_{i=k}^{r}\alpha_{i}\phi(u,T_{k}U_{k-1}z_{n})+(1-\prod_{i=k}^{r}a_{i})\phi(u,z_{n})$

$- \sum_{l=k}^{r}(\prod_{i=l}^{r}\alpha_{i}(1-\alpha_{l}))g(||JT_{k}U_{k-1}z_{n}-Jz_{n}||)$

が成立することを示せる. 従って

$\sum_{l=k}^{r}(\prod_{i=l}^{r}\alpha_{i}(1-\alpha_{l}))g(\Vert JT_{k}U_{k-1}z_{n}-Jz_{n}\Vert)$
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$\leq\prod_{i=k}^{r}\alpha_{i}\phi(u,T_{k}U_{k-1}z_{n})+(1-\prod_{i=k}^{r}\alpha_{i})\phi(u,z_{n})-\phi(u, Wz_{n})$

$\leq\prod_{i=k}^{r}\alpha_{i}\phi(u, U_{k-1}z_{n})+(1-\prod_{i=k}^{r}\alpha_{i})\phi(u, z_{n})-\phi(u, Wz_{n})$ .

が成立する. Lemma 3.1より, 任意の $k\in\{1,2\ldots , r\}$ に対して

$\phi(u, U_{k-1}z_{n})\leq\phi(u,z_{n})$

が成立する. 従って,

$\sum_{l=k}^{r}(\prod_{i=l}^{r}\alpha_{i}(1-\alpha_{l}))g(\Vert JT_{k}U_{k-1}z_{n}-Jz_{n}||)\leq\phi(u,z_{n})-\phi(u,Wz_{n})$ .

が成立する. $\phi(u, z_{n})-\phi(u, Wz_{n})arrow 0$ であるので,

$\lim_{narrow\infty}\sum_{l=k}^{r}(\prod_{i=l}^{r}\alpha_{i}(1-\alpha_{l}))g(\Vert JT_{k}U_{k-1}z_{n}-Jz_{n}\Vert)=0$

が成立する. $\{\alpha_{i}\}$ の仮定から, 任意の $k\in\{1,2, \ldots r\}$ に対して

$\lim_{narrow\infty}g(\Vert JT_{k}U_{k-1}z_{n}-Jz_{n}\Vert)=0$

が成立する. よって, $g$ の性質から, 任意の $k\in\{1,2, \ldots r\}$ に対して

$\lim_{narrow\infty}\Vert JT_{k}U_{k-1}z_{n}-Jz_{n}\Vert=0$

が成立することがわかる. $E$ が一様凸であるので, 双対写像 $J^{-1}$ : $E^{*}arrow E$ は

$E^{*}$ の有界部分集合上で一様連続である ([23] 参照). ただし, $E$ の位相はノル

ム位相であり, $E^{*}$ の位相は弱* 位相である. 従って, 任意の $k\in\{1,2, \ldots,r\}$

に対して

$\lim_{narrow\infty}||T_{k}U_{k-1}z_{n}-z_{n}\Vert=\lim_{narrow\infty}\Vert J^{-1}(JT_{k}U_{k-1}z_{n})-J^{-1}(Jz_{n})\Vert=0$ (3.2)

が成立することがわかる. よって,

$\lim_{narrow \text{科}}||T_{1}z_{n}-z_{n}\Vert=0$

から, z\in F(処) を得る. $T_{1}$ は擬非拡大であるので, $\hat{F}(T_{1})=F(T_{1})$ が成立し,

従って, $z\in F(T_{1})$ を得る.

$z \in\bigcap_{k=1}^{r}F(T_{k})$ を示す. $\hat{F}(T_{i}U_{i-1})=F(T_{i}U_{i-1})$ が全ての $i\in\{1,2, \ldots,r\}$

に対して成立することに注意する. $z_{n_{k}}arrow z$ が成立するので, (3.2) から,

$z\in\hat{F}(T_{i}U_{i-1})=F(T_{i}U_{i-1})$ (3.3)
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が全ての $i\in\{1,2, \ldots,r\}$ に対して成立する. 数学的帰納法により

$z \in\bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})$ , $z \in\bigcap_{i=1}^{r}F(U_{i})$ . (3.4)

であることが示される. 実際\rangle $z=T_{1}z$ , から

$U_{1}z=P_{C}J^{-}(\alpha_{1}JT_{1}z+\alpha_{1}Jz)=P_{C}J^{-}(Jz)=z$

を得て, $z=U_{1}z$ となる. (3.3) から, $z=T_{2}U_{1}z$が成立することもわかる. よっ

て $z=T_{2}U_{1}z=T_{2}z$ が成立する. よって,

$U_{2}z=P_{C}J^{-1}(\alpha_{2}JT_{2}U_{1}z+\alpha_{2}Jz)=P_{C}J^{-1}(Jz)=z$

を得る. 従って, $z=T_{1}z.=T_{2}z$ , $z=U_{1}z=U_{2}z$ が成立する.

$z \in\bigcap_{i=1}^{k}F(T_{i})$ , $z \in\bigcap_{i=1}^{k}F(U_{i})$ . (3.5)

を仮定する. (3.3) より $z\in F(T_{k+1}U_{k})$ が成立することがわかる. よって, (3.5)

より $z=T_{k+1}U_{k}z=T_{k+1^{Z}}$ を得る. また,

$U_{k+1}z=P_{C}J^{-1}(\alpha_{k+1}JT_{k+1}U_{k}z+\alpha_{k+1}Jz)=P_{C}J^{-1}(Jz)=z$

も得る. よって, $Z \in\bigcap_{i=1}^{k+1}F(T_{i})$ , $Z \in\bigcap_{i=1}^{k+1}F(U_{i})$ が成立する. 従って, 数

学的帰納法により

$z \in\bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})$ , $z \in\bigcap_{i=1}^{r}F(U_{i})$ .

が示されたことになる. 以上より $Z \in\bigcap_{\dot{j}}^{r}=1F(T_{i})=F$ となり, この定理が証

明できたことになる. 口

Theorems 3.4,3.5などを用いて次の主定理を得る.

Theorem 3.6 ([4]). $E$ は一様に滑らかで一様凸な Banach空間とし, $C$ は

$E$ の空でない閉凸部分集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$ $\ldots,T_{r}$ は $C$ から $C$ への擬非拡大

写像で $F=$ 寡 ri$=1F(T_{i})\neq\emptyset$ をみたすものとし, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots,\alpha_{r}$ は任意の $i\in$

$\{1,2, \ldots, r\}$ に対して $0<\alpha_{i}<1$ をみたす実数とする. $W$ は $P_{C},$ $T_{1},T_{2},$ $\ldots,T_{r}$

と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots,\alpha_{r}$ によって生成される W-mapping とする. $\{x_{n}\}$ は, $x0=x\in$

$C$ , 任意の $n\in\{0,1,2, \ldots\}$ に対して $x_{n+1}=Wx_{n}$ と定義される点列とする.

すると次が成立する:

(a) 点列 $\{x_{n}\}$ は有界で $\{x_{n}\}$ の部分点列の極限は口 ir$=1F(T_{i})$ に属する;
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(b) $E$ から $E^{*}$ への双対写像 $J$ が弱点列連続であるならば, $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})$

の元 $z$ に収束する. また, この $z$ は $z= \lim_{narrow\infty}P_{\bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})}x_{n}$ をみたす.

Proof. まず (a) を示す. $u\in F$ を任意にとる. Theorem 34の証明と同様に,

$\{\phi(u, x_{n})\}$ が非増加で $\{x_{n}\},$ $\{T_{i}x_{n}\},$ $\{T_{i}U_{i}x_{n}\}$ が有界であることが示せる.

また

$\phi(u,x_{n})-\phi(u,Wx_{n})=\phi(u,x_{n})-\phi(u,x_{n+1})arrow 0$

が $narrow\infty$ のときに成立する. Theorem 3.5を使い, $\{x_{n}\}$ の部分点列の極限全

てが $F$ に属することもわかる.

次に (b) を示す. $J$ が弱点列連続であると仮定する. もし $x_{n_{k}}arrow z$ である

とすると (a) より, $z\in F$ が成立する. Lemma 2.3より,

$\langle z-P_{F}x_{n}, Jx_{n}-JP_{F}x_{n}\rangle\leq 0$

が全ての $n\in N$ に対して成立する. Theorem 3.5より, $Ppx_{n}arrow w\in F$ が成

立する. よって $n_{k}arrow\infty$ とするとき, $\langle z-w, Jz-Jw\rangle\leq 0$ を得る. さらに $J$

が単調作用素であるので,

$\langle z-w, Jz-Jw\rangle=0$

を得る. よって, $E$ が狭義凸であることから, $z=w$ が成立する ([23] 参照). 以

上より定理が示せたことになる. 口

4. 応用

Theorem 3.6の直接の系として, 次の定理を得る ([4] も参照).

Theorem 4.1. $H$ は Hilbert空間とし, $C$ は $H$ の空でない閉凸部分集合とす

る. $T_{1},T_{2},$ $\ldots,T_{r}$ は $C$ から $C$への非拡大写像で $F= \bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})\neq\emptyset$ をみた

すものとし, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots,$
$\alpha_{r}$ は任意の $i\in\{1,2, \ldots, r\}$ に対して $0<\alpha_{i}<1$ を

みたす実数とする. $W$ は $T_{1},$ $T_{2},$ $\ldots,T_{r}$ と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots,$
$\alpha_{r}$ によって生成される

W-mapping とする. $\{x_{n}\}$ は, $x0=x\in C$ , 任意の $n\in\{0,1,2, \ldots\}$ に対して

$x_{n+1}=Wx_{n}$ と定義される点列とする. すると $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})$ の元 $z$ に

収束する. また, この $z$ は $z= \lim_{narrow\infty}P_{\bigcap_{i=1}^{r}F(T_{i})^{X}n}$ をみたす.

Theorem 4.2. $E$ は一様に滑らかで一様凸な Banach空間とし, $C$ は $E$ の空

でない閉凸部分集合とする. $T$ は $C$ から $C$ への擬非拡大写像で $F(T)\neq\emptyset$ を
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みたすものとし, $\alpha$ は $0<\alpha<1$ をみたし実数とする. $\{x_{n}\}$ は $x_{0}=x\in C$ ,

任意の $n\in\{0,1,2, \ldots\}$ に対して

$x_{n+1}=P_{C}J^{-1}(\alpha JTx_{n}+(1-\alpha)Jx_{n})$

と定義する. すると次が成立する :

(a) 点列 $\{x_{n}\}$ は有界で $\{x_{n}\}$ の部分点列の極限は $F(T)$ に属する;

(b) $E$ から $E^{*}$ への双対写像 $J$ が弱点列連続であるならば, $\{x_{n}\}$ は $F(T)$ の

元 $z$ に収束する. また, この $z$ は $z= \lim_{narrow\infty}P_{F(T)}x_{n}$ . をみたす.

Theorem 3.6を使って制約可能性問題に結びつく次の定理を得る ( $[14, 4]$ 参

照).

Theorem 4.3. $E$ は一様に滑らかで一様凸な Banach 空間とし, {Ci} は $E$

の有限個の空でない閉凸部分集合で $C= \bigcap_{i=1}^{r}$ $Ci\neq\emptyset$ をみたすものとする.

$P_{C_{1}},$ $P_{C_{2}}$ , .. ., $P_{C_{r}}$ はそれぞれ $E$から $C_{i}$ の上への擬射影とする. $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$

は任意の $i\in\{1,2, \ldots, r\}$ に対して $0<\alpha_{i}<1$ をみたす実数とする. $W$ は

$P_{C_{1}},$ $P_{C_{2}},$
$\ldots,$

$P_{C_{r}}$ と $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\ldots,$

$\alpha_{r}$ によって生成される W-mapping とする.

点列 $\{x_{n}\}$ は $x_{0}=x\in C$ , 任意の $n\in\{0,1,2, \ldots\}$ に対して $x_{n+1}=Wx_{n}$ と

定義される点列とする. すると次が成立する:

(a) 点列 $\{x_{n}\}$ は有界で $\{x_{n}\}$ の部分点列の極限は口\yen${}_{=1}C_{2}$ に属する ;

(b) $E$ から $E^{*}$ への双対写像 $J$ が弱点列連続であるならば, $\{x_{n}\}$ は口 ri$=1$ Cろ

の元 $z$ に収束する. また, この $z$ は $z= \lim_{narrow\infty}P_{\bigcap_{i=1}^{r}C_{i}^{X}n}$ . をみたす.
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