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1 前置き

代数的場の量子論 (algbraic quantum field theory) とは, 物理理論である場の量子論を,
時空領域でパラメトライズされた作用素環の族を用いて公理的, 数学的に研究するもので
ある. 時空とその対称性の選び方によりいろいろなものが統一的に扱えるが, ここでは,
Supersymmetric conformal field theory の場合について述べる. これは Carpi-Longo との
共著論文 [4] に基づく.

2 共形場理論と作用素環
まず作用素環を用いた共形場理論の一般的枠組みについて概説する. 正確な定義などは
[13] に書いてある. 量子場の理論を数学的に扱う際に広く使われているのはWightman 場
であり, それは時空の上のしかるべき作用素値超関数である. これらはある Hilbert 空間
の上の作用素を値に取るが, 代数的場の量子論では, 同じ Hilbert 空間の上で有界な線形
作用素のなす von Neumann 環を研究の対象にする. 時空領域 $O$ に対し, そこで観測可
能な物理量に対応する (非有界) 自己共役作用素たちの生成する von Neumann 環を考え
ることにより, 時空領域によってパラメトライズされた von Neumann 環の族ができる.
(非有界作用素については, スペクトル分解に現れる射影たちを考えればよい. ) そこで最
初から時空領域でパラメトライズされた von Neumrn 環の族である条件を満たすものを
考えれば数学的には完全な理論ができる. 時空は何でもよく, 多様体や「非可換時空」 で
の試みもあるが, 一番うまくいっているのは Minkowski 空間である. ここでは, $1+1$-次
元の Minkowski 空間を考える. ここで light ray $\{(x,t)||x=\pm t\}$ の上に理論を 「制限」
することができ, そこで 1次元空間 $R$ 上の話になる. これをコンパクト化して $S^{1}$ にし
たものをここでは考える. これが物理量を観測する空間に当たる. 考える時空領域は円周
上の区間と呼ばれるが, 空でも稠密でもない, 連結開集合のことである. また時空の対称
性も指定する必要があるが, ここでは非常に高い対称性を要請する. すなわち $S^{1}$ 上の向
きを保つ diffeomorphism 全体の群 $Diff(S^{1})$ である. これが chiral conformal field theory
と呼ばれる設定である. まず, $Super$

) のつかないものを説明する.
基本的な対象は区間 $I$ に対し, 共通の Hilbert 空間の上の von Neumann 環 $A(I)$ を対

応させる写像である. その正確な公理系については [13] に書かれているが, 簡単に説明
を与えておく. まず, 区間が大きくなると, 観測可能量は増えるので, von Neumann 環
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も大きくなる. これが単調性の公理である. 次に Einstein causality から生じるものとし
て, $I_{1}\cap I_{2}=\emptyset$ のとき $[A(I_{1}), A(I_{2})]=0$ となるという局所性の公理がある. ここで四角
い括弧は commutator である. また, 共変性の公理は $Diff(S^{1})$ の射影的ユニタリ表現 $u_{g}$

があって, $u_{9}A(I)u_{g}^{*}=A(gI)$ となるということである. (共変性にはさらにもう一っ自然
な条件があるが詳しくは [13] を参照していただきたい. ) さらに今考えている Hilbert 空
間には特別の, 真空ベクトルと呼ばれるベクトルがあり, 表現についてある不変性を持っ
ている. こうして公理付けられた作用素環族を local conformal net と言う.
これを super’ にする第一歩は $Z/2Z$-grading である. すなわち今考えている Hilbert

空間上に self-adjoint unitary $\Gamma$ が存在して, $\Gamma A(I)\Gamma=A(I)$ などの条件を満たすことであ
る. これによって, Hilbert 空間も各 von Neumann 環 $A(I)$ も, even part, odd part を持
つことになる. これによって, odd operator $x,$ $y$ に対しては, $[x, y]=xy+yx$ とすること
により, super commutator $[x,y]$ を定めることができる. 局所性の公理で, commutator を
super commutator で置き換えたものが, 超局所性の公理である. これに応じて. $Diff(S^{1})$

の表現についてもしかるべき条件をつける. 半可換なものは Fermion と呼ばれるので, こ

うしてできる作用素環族を Fermi conformal net と呼ぶ. 正確な定義は [4] にある.

3 Fermi conformal net の表現論
さて代数的場の量子論において最も基本的な道具は表現論である. 今の設定では $A(I)$ た

ちを一斉に他の共通の Hilbert 空間に表現することを考える. $DIff(S^{1})$ の表現についても
ある種の compatibility が必要である. 表現された Hilbert 空間では真空ベクトルのこと
は考えなくてよい. 表現の直和や既約性は簡単に定義できるが, テンソル積の定義はまっ
たく明らかではない. これを実現するのが Doplicher-Haag-Roberts 理論 [6] であり, 表現
をある大きなぴ-*の自己準同型として実現し, 自己準同型の合成を「テンソル積」の演
算と定める. Local conformal net の設定では, これによって表現たちが組み紐圏をなす.
([9].) この表現論を Fermi conformal net に拡張する必要がある. いろいろ技術的な問題
はあるが, これらの表現論は Doplicher-Haag-Roberts 理論を拡張する形で, [4] で与えら
れた.

Fermi conformal net は even part に制限すれば通常の local conformal net になってい
ることに注意する. これによっ $\dot{\text{て}}$ , 通常の local conformal net の表現論との関係がつけ
られる. 特に, 通常の local conformal net の表現に対して, 下でも出てくる $\alpha$-induction
と呼ばれる誘導表現の技法を適用したとき, 現れるものがいつ正当な表現になるかを, モ
ノドロミーを用いて決定した. 正当な表現になっていない場合は, ソリトン表現と呼ばれ
る, 少し条件をゆるめたものになっている. ソリトン表現は, $S^{1}$ から (‘無限遠点” を取り
除いたものの表現を考えることにあたっている.

4 Fermi conformal net の分類理論
まず [13] のよる, local conformal net の場合の分類理論を思い出そう. 基本的な作戦は
super がついても同じである.

Local conformal net に対し, 共形共変性の公理から, Virasoro 代数の unitary 表現が
生じる. Virasoro 代数とは, 生成元 $\{L_{n}|n\in Z\}$ と中心的な元 $c$ から

$[L_{m},L_{n}]=(m-n)L_{m+n}+ \frac{c}{12}(m^{3}-m)\delta_{m+n,0}$ ,
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という関係式で定められる無限次元 Lie 環である. この生成元 $c$ は正の実数に表現で移
ることがわかるので, その値を central charge と呼んでやはり $c$ で表す. [8], [12] によっ
て, $c$ の取りうる値は

$\{1-6/m(m+1)|m=3,4,5, \ldots\}\cup[1, \infty)$

であることがわかっている. $c<1$ の場合は, Virasoro 代数の表現は, local conformal net
を生じることがわかっている. これは, [12] の coset construction を作用素環的に実現,
研究した $[17, 18]$ によって基本的な性質がわかっており, 特にその表現論は modular 圏
を与えることがわかっている. (Xu の仕事と [14] をあわせてよりわかる. ) 一般の local
conformal net で $c<1$ となるものは, この Virasoro代数の表現から生じる local conformal
net (Virasoro net と呼ばれる) の拡大となっていることが共形共変性と局所性よりわかる.
このような拡大については誘導表現に当たる $\alpha$-induction の一般論が [15, 16, 1] で研

究されており, 延長から modular invariant と呼ばれる特別な行列が生じることがわかっ
ている. これは行列なので, 無限次元の作用素環よりずっと扱いやすくさまざまな分類結
果が得られている. この Virasoro 代数の表現の状況では, [3] により modular invariant
の分類が得られており, それをもとに, [13] で local conformal net の分類が与えられた.
そこでは分類リストの元は, $A- D_{2n^{-}}E_{6,8}$ 型の Dynkin 図形のペアで, Coxeter 数の差が
1であるようなものでラベル付けされた. ここには新しい例が作られており, その構成は
[19] で一般化されている.
ここで共形共変性を “super 化” したものとして, $N=1$ super Virasoro 代数を考え

る. これは Virasoro 代数の生成元と関係式に $\{G_{r}\}$ と次の関係式

$[L_{m}, G_{r}]=( \frac{m}{2}-r)G_{m+r}$

$[G_{r}, G_{f}]=2L_{r+\epsilon}+ \frac{c}{3}(r^{2}-\frac{1}{4})\delta_{r+s,0}$

を加えたものであるが, $r$ の動く範囲は二通りあって, $r\in Z+1/2$ のときに Neveu-
Schwarz 代数, $r\in Z$ のときに Ramond 代数と呼ぶ. この表現がしかるべく組み込まれて
いる Fermi conformal net を $N=1$ superconformal net と呼ぶことにする. $N=1$ super
Virasoro 代数の表現においても同様に, $c$ の取りうる値に制限がつき,

$\{\frac{3}{2}(1-\frac{8}{m(m+2)})|m=3,4,5, \ldots\}\cup[\frac{3}{2}, \infty)$

となることがわかっている. この離散部分はやはり, [12] の coset 構成で得られる. これ
も作用素環の枠組みで実現できることが Xu によってわかっているので, それによって
得られる $N=1$ superconformal net を $N=1$ super Virasoro net と呼ぶ. これの延長を
$N=1$ superconformal net として分類することを考える. $N=1$ super Viraeoro net の
even part を考えればこれは普通の local conformal net なので, $\alpha$-indution と modular
invariant によるこれまでの分類法が使える. この設定での, modular invariant の list は
[2] で得られており, それが完全なリストであることは $[10, 11]$ の手法で示せる. これに
よって, 完全な分類リストが得られるのである. それは,

$\bullet$ $N=1$ $suPer$ Virasoro net
$\bullet$ その index 2の拡張

$\bullet$ 6つの例外

からなる. [4] に詳しいことが書かれている.
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