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1 はじめに

現在の品質管理 (quality control) に用いられている管理図の原型は,約 80年前に考案さ
れた $\backslash ’\vee=\backslash$ーハート管理図 (cf. [19]) である. $\backslash \vee/z\backslash$ ーハート管理図は,通常, 中心線から両側
.へ $3\sigma$ の距離に管理限界線を持ち, 規則的な間隔で工程からサンプリングされたデータを
プロットしたグラフからなる.
ベイズ推定を用いた適応型の品質管理については,多くの研究があり $(cf.[2, 6, 9, 18])$ ,
品質管理の現場でその有効性が報告されている. ベイズ推定を基本とした品質管理では,
蓄積された情報を基にして管理限界, サンプルサイズおよびサンプリング間隔を変更して
事象や状況の変化に適応してい \langle (cf. [9]).
例えば, シューハート管理図におけるサンプリング間隔を適応的に変化させる手法とし

て, 可変サンプリング間隔管理図 (cf. [6]) がある. 可変サンプリング間隔管理図において
は, ATS(Average Time to Signal, 初めてサンプルが取られた時から管理限界を超えたサ
ンプルが取られるまでの時間を $T$ とし, その平均をとる) のような統計的効率の基準に基
づいて管理図の良さを強調している. この研究の適用事例として, Baxley(cf. [2]) は, ナイ
ロンフィラメントの重要な品質特性を監視するために可変サンプリング間隔管理図を適
用し, 固定サンプリング間隔管理図と比べてシフト毎に測定するフィラメントのサンプリ
ング数を 80から 40に削減するというサンプリング費用削減に効果があったとしている.
また,適応型の品質管理の問題を未知パラメータをもつ逐次決定過程として定式化して,

動的計画法を用いて最適な管理政策を求める研究 (cf. [1, 4, 5, 7, 8, 10, 11]) もなされて
いる.

ベイズ流の方法では,未知のパラメータに対する事前情報や知識を 1つの事前分布で表
現する必要がある. (cf. [15, 16, 20]) しかし, 実際の適応場面では事前知識が漠然として 1
つの事前分布に表すことが困難であることがある. また, 事前情報から事前分布を推定あ
るいは構成するとき, その間の食い違いによる大きな推定誤差を引き起こすことがある.
これらの困難を克服する方法として LDeRobertis and J. A. Hartigan(’1981) は, 区間

ベイズ法の考えを提唱している. これは, 未知パラメータに対する事前知識を測度のある
区間 (intervals of measures) で表そうとするものである.
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本報告は, 区間ベイズ法を母平均が未知 (分散は既知) の正規母集団の品質管理に適用
して事前情報に対して頑健な適応型の品質管理法を提案する. また, 従来の 3 シグマ管理
図 (cf. [13, 14, 19]) は, 我々が提案する区間ベイズ法を用いた適応型の管理図では事前情
報としてどの範囲の知識を前提にしているかなども検討する.

2 記号と補題
この節では, [3] を参照にして事前測度 $Q$ の存在する範囲を表わす測度区間を定義し,積

分比を求める 2つの補題をのべる.
$\Theta=(-\infty, \infty)$ をパラメータ空間として, 母平均 $\theta\in\Theta$ , 分散 \mbox{\boldmath $\sigma$}02(既知) の正規母集団

$N(\theta, \sigma_{0}^{2})$ を考え, その密度関数 $f(x|\theta)$ は次で与えられる:

$X\sim N(\theta,\sigma_{0}^{2})$

$f(x| \theta)=\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma_{0}}e^{-\frac{(*-\theta)^{2}}{2\sigma@}}$ $(\theta\in\Theta)$ (1)

$\Theta$ の部分集合からなるボレル集合族を $\mathcal{B}$ として, 可測空間 $(\Theta, \mathcal{B})$ 上の $\sigma$-有限測度 $L,$ $U$

について, 全ての $A\in \mathcal{B}$ に対して $L(A)\leq U(A)$ が成り立っとき $L\leq U$ と記す. $L\leq U$ の

とき, $L$ と $U$ のそれぞれを左端点および右端点にもつ区間 $I(L, U)$ を次で定める.

$I(L, U):=$ {$Q|L\leq Q\leq U,$ $Q$ は $\sigma$-有限測度} (2)

パラメータ $\theta$ の事前知識を表す事前測度 (prior $measure$) $Q$ は, $(\Theta, \mathcal{B})$ 上の $\sigma$-有限測度
$L,$ $U(L\leq U)$ の区間 $I(L, U)$ に含まれるとする. すなわち, 次が成り立っとする.

$Q\in I(L, U)$ (3)

このとき区間 $I(L, U)$ を事前測度区間 (intervals of prior measures) という. $g$ を $(\Theta, \mathcal{B})$

上の $Q$-可積分関数とするとき, 記号の簡単のためにその積分を次のように表す:

$Q(g)$ $:= \int_{e}g(\theta)dQ(\theta)$

次の補題は, $\frac{Q(b)}{Q(c)},$ $Q\in I(L, U)$ の範囲を与えている.

補題 $1$ (cf. [3])
$b,$ $c$ を $(\Theta, \mathcal{B})$ 上の $Q$-可積分関数で,任意の $Q\in I(L, U)$ に対して $Q(c)>0$ とする.
このとき, 次が成り立っ.
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1. $inf\{\frac{Q}{Q}(b4|Q\in I(L, U)\}$ は, 次の方程式の一意の解 $\lambda$ として与えられる:

$U(b-\lambda c)^{-}+L(b-\lambda c)^{+}=0$ (4)

2. $\sup\{\frac{Q}{Q}\perp b1|Q\in I(L, U)\}$ は,次の方程式の一意の解 $\lambda$ として与えられる:

$U(b-\lambda c)^{+}+L(b-\lambda c)^{-}=0$ (6)

但し,任意の関数 $g(\theta)$ に対して

$g^{+}( \theta)=\max\{g(\theta),0\},g^{-}(\theta)=\min\{g(\theta),0\}$ (6)

$X=x$ を観測したときの事前測度 $Q$ の事後測度 $Q_{x}$ は $Q_{x}(A)= \int_{A}f(x|\theta)Q(d\theta)(A\in$

$\mathcal{B})$ で与えられる (cf. [3]). このとき, 事後測度の全体 $\{Q_{x}|Q\in I(L, Q)\}$ はやはり区間と
して与えられることが次で述べられる.

補題 $2([3])$

$\{Q_{x}|Q\in I(L,Q)\}=I(L_{x},U_{x})$ (7)

但し,

$L_{x}(A)= \int_{A}f(x|\theta)dL,$ $U_{x}(A)= \int_{A}f(x|\theta)dU$ $(A\in \mathcal{B})$ (8)

3 事後測度区間 \alpha -パーセンタイル

この節では,適応型の区間管理図の構成を可能にするために, 測度区間の \alpha -パーセンタ

イルを定義する. さらに,事前測度区間をルベーグ測度で規定し, \S 2の補題 1,2を用いて事
後測度区間の \alpha -パーセンタイルを具体的に求めて行く.

仮定 A

事前測度 $Q$ は, 区間 $I(L, kL)$ に含まれる. 即ち,

$Q\in I(L, kL)$ (9)

但し, $L$ は $(\Theta, B)$ 上のルベーグ測度で, $k$ は正の定数である.

いま, $X=x$ が与えられたときの事後測度区間 $I(L_{x}, kL_{x})$ の \alpha -パーセンタイルを定義

しよう. 正の数 $a$ に対して次を定める.

$\underline{g}_{4}(\theta):=1_{(-\infty,a]}(\theta),\overline{g}_{a}(\theta);=1_{[a,\infty)}(\theta)$ (10)
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但し, $1_{A}$ は集合 $A$ の指示関数で

$1_{A}(x)=\{\begin{array}{ll}1 (x\in A),0 (x\not\in A)\end{array}$

である.
次を定義する:

$\underline{\lambda}(a|x):=\sup\{\frac{Q(\underline{g}_{a})}{Q(1)}|Q\in I(L_{x}, kL_{x})\}$ (11)

$\overline{\lambda}(a|x):=\sup\{\frac{Q(\overline{g}_{a})}{Q(1)}|Q\in I(L_{x}, kL_{x})\}$ (12)

但し, $1=1_{(-\infty,\infty)}$ である.
任意の $0<\alpha<1$ に対して, $\underline{\lambda}(\underline{p}_{\alpha}|x)=\alpha,\overline{\lambda}(\overline{p}_{a}|x)=\alpha$ を満たす $\underline{p}_{\alpha}=\underline{p}_{\alpha}(x),\overline{p}_{\alpha}=\overline{p}_{\alpha}(x)$

を考える. このとき

$\frac{Q((-\infty,p])arrow}{Q(1)}\leq\alpha,$ $\frac{Q([\overline{p}_{\alpha},\infty))}{Q(1)}\leq\alpha$ $(Q\in I(L_{x}, kL_{x}))$

が成り立つので, $\underline{p}_{\alpha},\overline{p}_{\alpha}$ をそれぞれ下側および上側区間 \alpha -パーセンタイルと呼ぽう.

$\underline{p}_{\alpha},\overline{p}_{\alpha}$ を求めるために次の補題が必要である.

補題 $3(11)$ および (12) で与えられた $\underline{\lambda},\overline{\lambda}$は次で与えられる:

$\underline{\lambda}(a|x)=\frac{k\psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}})}{1+(k-1)\psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}})}$ (13)

$\overline{\lambda}(a|x)=\frac{k(1-\psi(\frac{a-x}{\sigma 0}))}{k-(k-1)\psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}})}$ (14)

但し, $\psi(z)=\int_{-\infty}^{z}\frac{1}{\sqrt{2\pi}}e^{-\frac{\iota^{2}}{2}}dt$ .
証明
補題 1と (11) より $\underline{\lambda}=\underline{\lambda}(a|x)$ は次の方程式の解として得られる.

$k \int_{-\infty}^{a}(1-\lambda)^{+}f(\theta|x)d\theta+k\int_{a}^{\infty}(-\lambda)^{+}f(\theta|x)d\theta+$

$\int_{-\infty}^{a}(1-\lambda)^{-}f(\theta|x)d\theta+\int_{a}^{\infty}(-\lambda)^{-}f(\theta|x)d\theta=0$ (15)

$0\leq\lambda\leq 1$ より

$(1-\lambda)^{-}=0,$ $(-\lambda)^{-}=-\lambda,$ $(1-\lambda)^{+}=1-\lambda,$ $(-\lambda)^{+}=0$ (16)
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故に

$k(1- \lambda)\int_{-\infty}^{a}f(\theta|x)d\theta-\lambda\int_{a}^{\infty}f(\theta|x)d\theta=0$

$k \int_{-\infty}^{a}f(\theta|x)d\theta=\lambda(k\int_{-\infty}^{a}f(\theta|x)d\theta+\int_{a}^{\infty}f(\theta|x)d\theta)$

$= \lambda(1+(k-1)\int_{-\infty}^{a}f(\theta|x)d\theta)$ .

$\lambda\}_{-}^{,}\supsetA\backslash$て $\mathfrak{B}<k$ ,
$\lambda=\frac{k\int_{-\infty}^{a}f(x|\theta)d\theta}{1+(k-1)\int_{-\infty}^{a}f(\theta|x)d\theta}$

これは, (13) を意味する.
また, $\overline{\lambda}=\overline{\lambda}(a|x)$ は次の方程式の解として得られる.

$k \int_{-\infty}^{a}(-\lambda)^{+}f(\theta|x)d\theta+k\int_{a}^{\infty}(1-\lambda)^{+}f(\theta|x)d\theta+$

$\int_{-\infty}^{a}(-\lambda)^{-}f(\theta|x)d\theta+\int_{a}^{\infty}(1-\lambda)^{-}f(\theta|x)d\theta=0$ (17)

$0\leq\lambda\leq 1$ により, 上と同様に式 (16) から

$k(1- \lambda)\int_{a}^{\infty}f(\theta|x)d\theta-\lambda\int_{-\infty}^{a}f(\theta|x)d\theta=0$

$k \int_{a}^{\infty}f(\theta|x)d\theta=\lambda(k\int_{a}^{\infty}f(\theta|x)d\theta+\int_{-\infty}^{a}f(\theta|x)d\theta)$

$= \lambda(1+(k-1)\int_{a}^{\infty}f(\theta|x)d\theta)$

$\lambda=\frac{k\int_{a}^{\infty}f(\theta|x)d\theta}{1+(k-1)\int_{a}^{\infty}f(\theta|x)d\theta}=\frac{k(1-\psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}}))}{1+(k-1)(1-\psi(\frac{a-x}{\sigma 0}))}=\frac{k(1-\psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}}))}{k-(k-1)\psi(\frac{a-x}{\sigma 0})}$

従って, (14) を得る. 口

補題 3より, 次の定理を得る.

定理 $1$ 下側および上側の \alpha -パーセンタイル $p\overline{p}_{\alpha}$ は次で与えられる:

$\underline{p}_{\alpha}(x)=x+\sigma_{0}\psi^{-1}(\frac{\alpha}{(1-\alpha)k+\alpha})$ (18)

$\overline{p}_{\alpha}(x)=x+\sigma_{0}\psi^{-1}(\frac{(1-\alpha)k}{(1-\alpha)k+\alpha})$ (19)
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証明
$\underline{p}_{a}(x)$ の定義により $\underline{p}_{\alpha}(x)$ は次の $a$ についての等式の解である.

$k \psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}})=\alpha(1+(k-1)\psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}}))$

$\psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}}I=\frac{\alpha}{(1-\alpha)k+\alpha}$

$\frac{a-x}{\sigma_{0}}=\psi^{-1}(\frac{\alpha}{(1+\alpha)k+\alpha})$

$a=x+ \sigma_{0}\psi^{-1}(\frac{\alpha}{(1-\alpha)k+\alpha})$

(18) を得る.

(14) より $\overline{p}_{a}$ は次の $a$ についての等式の解である.

$k(1- \psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}}))=\alpha k-\alpha(k-1)\psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}})$

$\psi(\frac{a-x}{\sigma_{0}})=\frac{(1-\alpha)k}{(1-\alpha)k+\alpha}$

$a=x+ \sigma_{0}\psi^{-1}(\frac{(1-\alpha)k}{(1-\alpha)k+\alpha})$

(19) を得る. $\square$

定理 1によって与えられた $\underline{p}_{\alpha},\overline{p}_{\alpha}$ は明らかに次の不等式を満足する.

系 $1$ 任意の $Q\in I(L, kL)$ に対して

$\frac{Q_{x}((-\infty,\underline{p}_{\alpha}])}{Q_{x}(1)}\leq\alpha$ , (20)

$\frac{Q_{x}([\overline{p}_{\alpha},\infty])}{Q_{x}(1)}\leq\alpha$ . (21)

4 管理図への応用
ここでは, \S 3で求められた下側および上側区間パーセンタイルを用いて区間ベイズに

よる管理を与える. $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$ $X_{n}$ を正規母集団 $N(\theta, \sigma_{0}^{2})$ から大きさ $n$ の無作為標本と
する. 但し, $\sigma_{0}^{2}$ は既知とする. このとき, $\overline{X}\sim N(\theta,$ $-\sigma^{2}\mathfrak{n}\Delta)$ となる.
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次の仮説を考える.
$H_{0}$ : $\theta=\theta_{0}$

$H_{1}$ : $\theta<\theta_{0}$

$(H_{2} : \theta>\theta_{0})$

$\overline{X}=x$ のとき, 下側 \alpha -パーセンタイル $\underline{p}_{\alpha}(x)$ の定義から, 仮説 $H_{0}$ の対立仮説 $H_{1}$ に対す
る任意の $Q_{x}\in I(L_{x}, kL_{x})$ の有意水準 $\alpha$ 以下の棄却域は $(-\infty,\underline{p}_{a}(x)$ ] となる.
同様に,仮説 $H_{0}$ の対立仮説 $H_{2}$ に対する棄却域は, [$\overline{p}_{\alpha}(x),$ $\infty$ ) となる.
補題 3より次を得る:

$\theta_{0}\leq p(x)arrow\Leftrightarrow x\leq\theta_{0}+\frac{\sigma_{0}}{\sqrt{n}}\psi^{-1}(\frac{\alpha}{(1-\alpha)k+\alpha})$

$\theta_{0}\geq\overline{p}_{\alpha}(x)\Leftrightarrow x\geq\theta_{0}+\frac{\sigma_{0}}{\sqrt{n}}\psi^{-1}(\frac{(1-\alpha)k}{(1-\alpha)k+\alpha})$

従って, 区間ベイズ法による 1つの合理的な管理方法として, 有意水準 $2\alpha$ の一様最小棄却
域が次のように得られる:
任意の $x\in(-\infty, \infty)$ に対して, 次の区間 $D(\alpha, k, n)$ を定義する:

$D(\alpha, k,n)$ $:=[ \theta_{0}+\frac{\sigma_{0}}{\sqrt{n}}\psi^{-1}(\frac{\alpha}{(1-\alpha)k+\alpha}),\theta_{0}+\frac{\sigma_{0}}{\sqrt{n}}\psi^{-1}(\frac{(1-\alpha)k}{(1-\alpha)k+\alpha})]$

このとき, 管理方式としては–X $=x$ のとき:

$\{\begin{array}{l}x\in Dx\not\in D\end{array}$

となる.
表 1は, $\psi^{-1}$ に関する表で, 表中で $k=1$ の場合の列の数字はちょうど標準正規分布の

$2\alpha$ 点を表している. 表 2は, サンプル数 $n=5$ の場合の管理区間 $D(\alpha, k, 5)$ であり, 表 3は
$n=20$ の場合の管理区間 $D(\alpha, k, 20)$ である. 事前測度区間としてルベーグ測度 $L$ を用い
た $I(L, kL)$ を考えているので, $k=1$ のときは $I(L, L)=\{L\}$ となり, 事前測度としてノレ
ベーグ測度 (improper) を仮定していることになる. この場合, 例えば $\alpha=0.025$ のとき,
管理区間は $(-1.96,1.96)$ となるが, このことは表 1から確かめられる. 一般に, $k$ が増加す
れば管理区間は集合の包含関係のもとで増加する. 良く用いられる 3 シグマ管理図には,
$k=1,$ $\alpha=0.00135$の場合が対応している. 表 1から,ベイズ区間管理図において 3 シグマ
管理図は, $k=4,$ $\alpha=0.005$ に相等していることがわかる. $n$ の取り方から容易にわかる
ように,表 3のそれぞれの管理区間は表 2の区間の半分になっている.
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表 1: $( \psi^{-1}(\frac{\alpha}{(1-\alpha)k+\alpha}),$ $\psi^{-1}(\frac{(1-a)k}{(1-\alpha)k+\alpha}I)$ の表

表 $2:H_{0}$ : $\theta_{0}=0,$ $\sigma_{0}=1$ のときの $D(\alpha, k, 5)$ の表

表 $3:H_{0}$ : $\theta_{0}=0,$ $\sigma_{0}=1$ のときの $D(\alpha, k, 20)$ の表
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