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概要

$\mathcal{M}=(M, <, \ldots)$ を順序極小構造とし, $X\subseteq M^{n}$ をセルとする。 このとき, セル
$X$ 1は definably connected になることを Knight-Pillay-Steinhorn が示した。 本稿
では, 上記のことの弱順序極小構造版について考える。

$\mathcal{M}=(M,$ $<,$ $\ldots)$ を端点を持たない全順序構造とする。 $M$ の部分集合 $A$ が, 任意の

$a,$ $b\in A$ と $c\in M$ に対して, $a<c<b$ ならば $c\in A$ をみたすとき, $A$ は $M$ の凸集合で

あるという。 さらに $\sup A,$ $\inf A\in M\cup\{-\infty,$ $+\infty\}$ のとき, $A$ は $M$ の区聞であるとい

う。 構造 $\mathcal{M}$ の任意の definable 集合 $D\subseteq M$ が, 区間 $($または凸集合 $)$ の有限和で表せる

とき, $\mathcal{M}$ は順序極小構造 (または弱順序極小構造) であるとよぶ。 理論 Th $(\mathcal{M})$ の任意の

モデルが順序極小 (または弱順序極小) になるとき, Th $(\mathcal{M})$ は順序極小理論 (または弱順

序極小理論) とよぶ。 順序極小構造に関する参考文献として田, $[$3$]$ , 弱順序極小構造に関

する参考文献として $[$2 $]$ , $[5|,$ $[7]$ がある。

以後考える構造 $\mathcal{M}$ はすべて弱順序極小構造とする。

$C,$ $D\subseteq M$ とする。 任意の $c\in C,$ $d\in D$ に対して $c<d$ のとき, $C<D$ と書く。 空で
ない集合の対 $\langle C,$ $D\rangle$ が, $C<D$ かつ $C\cup D=M$ でさらに $D$ が最小元を持たないとき,
$M$ の切断であるという。 $\mathcal{M}$ の definable 切断全体を $\overline{M}$ によって表す。任意の $a\in M$

に対して, definable 切断 $\langle(-\infty,$ $a|,$ $(a, +\infty)\rangle$ を考えることにより, $M\subseteq\overline{M}$ とみなす。

さらに $\langle C_{1},$ $D_{1}\rangle<\langle C_{2},$ $D_{2}\rangle$ を $C_{1}\subsetneq C_{2}$ と定義することにより, $(M, <)$ を $(\overline{M}, <)$ の部

分構造とみなす。

$M$ (または $\overline{M}$ ) 上に, $M$ (または $\overline{M}$) の開区間を基本開集合として位相を入れる。
$n$ を自然数とし, $A\subseteq M^{n}$ を definable とする。 写像 $f$ : $Aarrow\overline{M}$ において, 集合
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$\{\langle x, y\rangle\in A\cross M :y<f(x)\}$ が definable になるとき, $f|h$ definable であるという。 写
像 $f$ : $Aarrow\overline{M}\cup\{-\infty, \infty\}$ が definable とは, $f$ が $A$ から $M$ への definable 写像であ
るか, 任意の $x\in A$ に対し $f(x)=\infty$ である力 $\searrow$ または任意の $x\in A$ に対し $f(x)=-\infty$

になるときをいう。

[7] に弱順序極小構造上でのセルの定義がある。

定義 1. 弱順序極小構造 $\mathcal{M}=(M, <, \ldots)$ に対して, セルとその完備化を帰納的に定義
する:

1. $M$ の 1点集合は $\langle$0 $\rangle$ -セルとする。 $C\subseteq M$ が $\langle$0$\rangle$ -セルのとき, その完備化を
$\overline{C}:=C$ と定める。

2. $M$ の空でない definable 開集合は {1 $\rangle$ -セルとする。 $C\subseteq M$ が $\langle$ 1 $\rangle$ -セルのとき, そ
の完備化を $\overline{C}:=\{x\in\overline{M}:\exists a, b\in C, a<x<b\}$ と定める。

3. $C\subseteq M^{m}$ が $\langle i_{1},$

$\ldots$ , im $\rangle$ -セルで $f$ : $Carrow M$ が definable で連続, さらに連続な拡
張 $\overline{f}$ : $\overline{C}arrow\overline{M}$ をもつとき, グラフ $\Gamma(f)$ は $\langle i_{1},$

$\ldots,$
$i_{m}$ , o $\}$-セルとし, その完備化を

$\overline{\Gamma(f)}:=\Gamma(\overline{f})$ と定める。

4. $C\subseteq M^{m}$ が $\langle i_{1},$

$\ldots$ , im $\rangle$ -セルで $g,$ $h:Carrow\overline{M}\cup\{-\infty, \infty\}$ が definable で連続,
さらに連続な拡張 $\overline{g},\overline{h}$ : $\overline{C}arrow\overline{M}$ をもち, 任意の $x\in\overline{C}$ に対して $\overline{g}(x)<\overline{h}(x)$ の

とき,

$(g, h)_{C}:=\{\langle a, b\rangle\in C\cross M:g(a)<b<h(a)\}$

は $\langle i_{1},$

$\ldots,$
$i_{m}$ , 1 $\}$-セルとし, その完備化を

$\overline{(g,h)_{C}}:=\{\langle a, b\rangle\in\overline{C}\cross\overline{M}:\overline{g}(a)<b<\overline{h}(a)\}$

と定める.

5. ある il, . . . , $i_{m}\in\{0,1\}$ が存在して, $C\subseteq M^{m}$ が $\langle i_{1},$

$\ldots$ , im $\rangle$ -セルとなるとき, $C$

はセルとよぶ。

$U\subseteq M^{n}$ を definable 開集合とする。 このとき, $U$ の完備化を $\{a\in(\overline{M})^{n}$ : ある open
box $V\subseteq M^{n}$ があり, $a\in\overline{V}$ } と定義する。 特に $U$ がセルのとき, 上記の完備化はセルの
完備化 $\overline{U}$ に一致する。 よって $U$ がセルでないときも, $\overline{U}:=\{a\in(\overline{M})^{n}$ : ある open box
$V\subseteq M^{n}$ があり, $a\in\overline{V}$ } とかく。
次に, boundary point ([4, 定義 1.1]) および weakly boundary point を定義する。

定義 2. $X\subseteq M^{n}$ をセルとする。 $Y\subseteq M^{n}$ を definable 集合とし, $\emptyset\subseteq Y\subseteq X$ とする。
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1. $a\in M^{n}$ が $X$ での $Y$ の boundary point であるとは, $a\in X$ かつ任意の open

box $U\subseteq M^{n}$ に対して, $a\in U$ ならば $U\cap Y\neq\emptyset$ かつ $U\cap(X\backslash Y)\neq\emptyset$ となると

きをいう。

2. $a\in(\overline{M})^{n}$ が $X$ での $Y$ の weakly boundary point であるとは, $a\in\overline{X}$ かつ任

意の open boxU $\subseteq M^{n}$ に対して, $a\in\overline{U}$ ならば $U\cap Y\neq\emptyset$ かつ $U\cap(X\backslash Y)\neq\emptyset$

となるときをいう。

次に, definably connected ([4, 定義 22]) および weakly definably connected を定義

する。

定義 3. $X\subseteq M^{n}$ をセルとする。

1. $X$ が definably connected とは, $(U\cap X)u(V\cap X)=X$ かっ $U\cap X\neq\emptyset\neq V\cap X$

を満たす definable 開集合 $U,$ $V\subseteq M^{n}$ が存在しないときをいう。

2. $X$ が weakly definably connected とは, $(\overline{U}\cap\overline{X})u(\overline{V}\cap\overline{X})=\overline{X}$ かっ

$U\cap X\neq\emptyset\neq V\cap X$ を満たす definable 開集合 $U,$ $V\subseteq M^{n}$ が存在しないときを

いう。

このノートでの主定理は次のものである。

定理 4. $\mathcal{M}$ を弱順序極小構造とし, $X\subseteq M^{n}$ をセルとする。 $Y\subseteq M^{n}$ を definable 集合
とし, $\emptyset\subseteq Y\subsetneq X$ とする。 このとき次が成り立っ。

1. $\overline{X}$ は, $X$ での $Y$ の weakly boundary point を少なくともひとつはもつ。

2. $X$ は weakly definably connected である。

上記の定理は, 次の順序極小構造上での定理の一般化になっている。

定理 5([4, 命題 24]). $\mathcal{M}$ を順序極小構造とし, $X\subseteq M^{n}$ をセルとする。 $Y\subseteq M^{n}$ を

definable 集合とし, $\emptyset\subsetneq Y\subseteq X$ とする。 このとき次が成り立つ。

1. $X$ は, $X$ での $Y$ の boundary point を少なくともひとつはもつ。

2. $X$ は definably connected である。
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