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概要

近年, 流体乱流における研究において, 少数の周期の短い不安定周期軌
$]\backslash E$ (UPO) が乱流の統計量をよく近似しうるという報告がなされている. カ
オスアトラクタには無限個の不安定周期軌道が埋め込まれており, 短い周
期軌道がカオス (無限長カオス軌道) の統計性質をよく近似するという事実
は驚くべきものである. 本研究では, この性質の背景を考察するために, 低
次元の連続カオスカ学系であるローレンツ系とレスラー系の比較的短い周
期をもつ不安定周期軌道を網羅的に検出して, それらの統計性質と有限長
カオス軌道の統計性質との比較をおこなった. そして, 数値計算の範囲内で
は, 同じ程度の艮さをもつ不安定周期軌道と有限長カオス軌道は大きく異
なる統計性質をもち, 不安定周期軌道は同程度の長さをもつ有限長カオス
軌道と比鮫してカオス (無限長カオス軌道) の統計性質を近似する確率が圧
倒的に高いという結果を得た.

1 はじめに

カオスカ学系は, 特に幾何学的アプローチにおいて, そのカオスアトラクタに
埋め込まれた不安定周期軌道 (UPO) に注目した議論がしばしばなされてきた.
一方, 近年, 流体乱流の分野において, 短い周期をもつごく少数の不安定周期軌
道を用いて乱流の統計性質や秩序構造を捉えることができるという報告がなさ
れた. Kawahara and Kida [5] は, 幾分低いレイノルズ数ながらもナヴィエス
トークス方程式によって記述されるクエット乱流に埋め込まれた短い不安定周
期軌道を検出して, その軌道上の平均速度プロファイルなどがクエット乱流のそ
れに良く一致することを発見した. 一方, Kato and Yamada[4] は, 発達した乱流
に関するシェルモデルの不安定周期軌道を発見し, 1本の軌道によって乱流のコ
ロモゴロフ則や間欠性といった統計性質を再現できることを明らかにした. こ

れらの研究では, 周期の短い少数の不安定周期軌道を用いて, カオスの統計性質
を近似することに成功している. 一般にカオスアトラクタには無限個の不安定
周期軌道が埋め込まれており, 直観的には, 周期の長い不安定周期軌道はカオス
の統計性質を近似すると期待できるが, 周期の短い不安定周期軌道がこれほどま
でにカオスの統計性質を反映するのは驚くに値する. 本報告では, 周期の短い不
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安定周期軌道がカオスの統計性質を反映しうる背景を探る目 $ff^{-}\backslash |$で カオスカ学系
から比較的大きい周期をもつものを含めて網羅的に検出された不安定周期軌道
の統計量解析をおこなった. 連続カオスカ学系の例としてローレンツ系とレス
ラー系を採用して多数の不安定周期軌道を検出し

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

それら周期軌道上の時間平均
量の考察をおこなった.

2 ローレンツ系
古典パラメタにおけるローレンヅ系は非双曲系 $($特異双曲系 $)$ であるが, アト
ラクタには無限個の不安定周期軌道が稠密に埋め込まれている [8, 9]. ローレ
ンヅ系の不安定周期軌道はこれまでにいくつかの視点で研究されてきた. また,
Ranceschini et al.[3] や Viswanath $[$ 10, 11] は系統だった不安定周期軌道の検出
をおこない, ローレンツ系の不安定周期軌道が適当なシンボルでラベリング可能
であることも知られている. 最近は, 詳細な分岐構造の解析もなされている $[$2$]$ .
本報告では, 周期軌道上で Nusselt数という量の時間平均をとり, その分布を考
察した.
ローレンツ系は以下で示す $R^{3}$ 上の常微分方程式系

$\frac{dx}{dt}=$ $\sigma(y-x)$ , (1)

$\frac{dy}{dt}=$ $rx-y-xz$ , (2)

$\frac{dz}{dt}=$ $xy$ – $bz$ (3)

であり, 本報告では, 古典的なパラメタ $\sigma=10,$ $b=8/3,$ $r=28[7]$ を採用した.
後で用いる Nusselt 数は

$Nu=1+ \frac{2}{br}xy$ (4)

で定義される. 本解析では 検出された各不安定周期軌道上の Nusselt 数 $Nu$ の

時間平均 $\overline{Nu}$ に着目する. 時間長 $T$ の不安定周期軌道とカオス軌道断片上の
Nusselt 数 $Nu$ の時間平均 $\overline{Nu}$ は,

$\overline{Nu}=\int_{t=0}^{T}$ Nudt (5)

である.

まず, ローレンツ系からニュートンラフソンミーズ法 $[$6$]$ を用いて数値的に
1000個以上の周期軌道を検出した. 検出された周期軌道の周期は 1558と 14431
の間である. 本報告では周期軌道の周期として本来の実数値周期のほかに整数値
周期 $N_{T}$ を用いる. これは, $z=27$ をボアンカレ断面に取った際のボアンカレ写
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像周期であり, 直観的には周期軌道がもつ渦数に対応している. 図 1は, 検出さ
れた周期軌道の整数値周期 $N_{T}$ に対する個数をあらわしており, 指数的な増大を
示している田. 以下の解析は, 網羅的に検出されている整数値周期 13までのも
のを用いた. なお, 11周期までの周期軌道は完全に網羅されている. 図 2は, 整
数値周期 13までをもつ不安定周期軌道の時問平均 Nusselt 数 $\overline{Nu}$ をプロットし

たものである. 周期が長くなると多様な $\overline{Nu}$ をもつ様な印象を受ける. そこで同
じ整数値周期 $N_{T}$ をもつものでグループ分けを行なって, もう少し詳細な統計解
析を行なう. 図 3は, 同じ整数値周期 $N_{T}(6\leq N\leq 13)$ をもつ不安定周期軌道を
ひとつの集団とみなして, 平均 Nusselt 数 $Nu$ の出現頻度分布を描いたものであ
る. これによれば, 分布はカオス軌道の平均 Nusselt 数 $(Nu=2.682)$ 付近にピー
クをもち, 周期 $N_{T}$ によらず, ほとんど違いが見られないことが観察される. こ

れを定量的に確認するために分布の標準偏差を計算したものが図 4であり, 図 4
ではさらに同じ程度のカオス軌道断片の平均 Nusselt数 $Nu$の出現頻度分布の標
準偏差を計算して比較している. この図によれば, 軌道長が短い場合に, カオス
軌道断片は, $\overline{Nu}$ の散らばりも大きいが, 不安定周期軌道の場合には $\overline{Nu}$ はある

程度の散らばりでおさまっていることがわかる. すなわち, ローレンヅ系の $\overline{Nu}$

は, 短い不安定周期軌道を用いることによって長い不安定周期軌道とほぼ同じ程
度の確率でカオス軌道の Nusselt 数を近似する, もしくは近似しないということ
を意味している. なお, この結果は軌道長が短くとも, カオス軌道断片は相空間
のさまざまな部分を通り得るが, 不安定周期軌道の場合には, そうではないこと
を示唆している.

$N$
乙

図 1: 検出された整数値周期 $N_{T}(1\leq N_{T}\leq 14)$ の不安定周..期軌道 (UPO) の数
$($周期に対して指数的な増大を示している $)$
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図 2: 検出された不安定周期軌道 $($ UPO$)(2\leq N_{T}\leq 13)$ の平均 Nusselt 数 $\overline{Nu}$

$($但し, カオス軌道の $\overline{Nu}=2.682$)

図 3: 整数値周期 $N_{1^{\tau}}(6\leq N_{T}\leq 13)$ をもつ不安定周期軌道 (UPO) の平均 Nusselt
数 $\overline{Nu}$ の出現頻度分布 $($刻み幅は 0.02 $)$ $(N_{T}$ に依らず, ほとんど同じ様な分布を
もつ $)$

ロ

図 4: 軌道長 $T$ の $10^{6}$本のカオス軌道断片の平均 Nusselt 数 $\overline{Nu}$の出現頻度分布
の標準偏差 $($軌道長 $T$ のカオス軌道断片の $\overline{Nu}$ の標準偏差は $T^{-0.8}$ のペースで減
衰 $)$ と不安定周期軌道 $($整数値周期 $N_{T}(4\leq N_{T}\leq 13))$ に関する出現頻度分布 $($図
3$)$ の標準偏差 $($複数の整数値周期 $N_{T}$ の周期軌道のうち代表的な周期を用いて
プロット $)$ の比較
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3 レスラー系
レスラー系に対してもローレンツ系と同様の解析をおこなった. まず, $R^{3}$ 上

常微分方程式系であるレスラー系

$\frac{dx}{dt}=-y-z$ , (6)

$\frac{dy}{dt}=x+ry$ , (7)

$\frac{dz}{dt}=r+xz-sz$ (8)

$(r=0.2, s=5.7)$ から整数値周期で周期 16までの周期軌道を網羅的に求めた.
周期に対して検出された周期軌道の個数は指数的に増大している (図 5). そして,
検出された個々の周期軌道上で $x$ 変数に関する時間平均値 $(\overline{x})$ をローレンツ系
の場合と同様に計算して, 周期に対してプロットした (図 6). ローレンツ系の場
合と同様で, 周期が長くなると一見, $\overline{x}$ は多様な値をとる印象を受ける. そこで
周期軌道を同じ整数値周期 $N_{T}$ をもつものでグループ分けを行なって, もう少し
詳細な統計解析を行なう. 図 7において, 軌道長 (整数値周期)NT $=12$ の不安定
周期軌道と $10^{6}$本のカオス軌道断片の $\overline{x}$ の分布を比較しているが, それぞれの分
布は大きく異なることがわかる. 図 8では, 分布を定量的に比較しており, 軌道
長 (整数値周期 $N_{T}$ ) を変えて, それぞれの分布の分散を比較している. この計算
結果もローレンツ系の場合と同様に 軌道長が短い場合に, カオス軌道断片は, $\overline{x}$

の散らばりも大きいが, 不安定周期軌道の $\overline{x}$ は比較的小さな散らばりでおさまっ
ていることがわかる.

$\supset t\circarrow AZtl\Phi 0\in\llcorner\supset$

$N_{T}$

図 5: 検出された不安定周期軌道 $(UPO)(1\leq N_{T}\leq 16)$ の個数 (周期に対して指
数的な増大を示している)
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図 6: 検出された不安定周期軌道 $(UPO)(1\leq N_{T}\leq 16)$ の $x$変数の時間平均 $(\overline{x})$

図 7: 整数値周期 $N_{T}$ が 12である不安定周期軌道 (UPO) と同等の長さのカオス
軌道断片の $x$ 変数の時間平均 $(\overline{x})$ の出現頻度分布 (横軸刻み幅 0.01) (両者の分
布は, ほぼ同じところにピークをもつものの大きく異なる)

$>\varpi 80I\varpi c$

図 8: 整数値周期 (軌道長)NT の周期軌道と $10^{6}$本のカオス軌道断片の $x$ の時間

平均 $(\overline{x})$ の出現頻度分布の分散の比較
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4 まとめ

本報告では, まずローレンツ系に埋め込まれた 1000個以上の比較的短い周期
をもつ不安定周期軌道を網羅的に検出して, 時間平均 Nusselt 数という量に着
目して統計解析をおこなった. 数値計算の範囲内では, 不安定周期軌道の平均
Nusselt 数は, 同じ程度の長さをもつカオス軌道断片に比べて, 軌道長が短い場
合にも散らばりが遥かに小さく, カオスの長時間平均値を近似する傾向にある
ことがわかった. また, 不安定周期軌道をボアンカレ写像周期で分類して, 平均
Nusselt 数の出現頻度分布を見ると, ほとんど変化が見られないことが確認され
た. また, 同様の解析をレスラー系に対してもおこない, ローレンツ系の場合と
同種の性質を示すことを確認した. 本報告で紹介したローレンツ系, レスラー系
のほかに景気循環モデルなど, 複数の連続力学系において同様の性質が確認され
ており, これはある程度, 普遍的な性質であることが予想される. 今後は, この
性質がどういった力学系に対して成り立つのか, また, 無限に存在する不安定周
期軌道がアトラクタにおいてどのように配置しているためにこの性質が生み出
されるのかということを探りたい.
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