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1. 序文

ここでは、 実数体 $\mathbb{R}$ の通常の構造 $\mathcal{R}=(\mathbb{R}, +, \cdot, >)$ の順序極小拡張 $\mathcal{M}=(\mathbb{R}, +. \cdot, >, \ldots)$

において、 デファイナブル $C^{2}$ 多様体とそのデファイナブル $C^{2}$ 部分多様体の微分可能性

の同時格上げについて考察する。 このような構造 $\mathcal{M}$ は、 $[11|$ により、 非可算無限個存在

することが知られている。 もっと一般的に、実閉体上でも議論することができるが、 ここ

では、 $\mathcal{M}$ に制限して考える。 デファイナブルカテゴリーに関しては、 [2], [3] などに性質

がまとめられている。 また、 [13] では、 少し一般化された形でまとめられている。

ここでは、 デファイナブル集合は、すべてパラメータつきとし、特に断らなければ、多

様体は境界をもたないとする。
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2. デファイナブル $C^{r}$ 多様体

デファイナブル $C^{r}$ 多様体については、 [6], [8] などにおいて考察されている。
$C^{r}$ 多様体 $X$ がデファイナブル $C^{r}$ 多様体とは、 $X$ が有限個からなる局所座標近傍系

をもっており、 それらのはり合わせ写像がデファイナブル $C^{r}$ 微分同相写像となることで

ある。

通常の $C^{r}$ 多様体の微分可能性の格上げについて、 以下が成り立っ。

定理 2.1 $(e.g. [5])$ . $1\leq r\leq\infty$ とするとき、任意の $C^{r}$ 多様体は、 $C^{\infty}$ 微分同相を除いて、
-$arrow$意的な $C^{\infty}$ 多様体構造をもつ。

定理 2.1の証明は、開集合の無限和を用いるので、 デファイナブルカテゴリーでは、適

用することができない。デファイナブル開集合の無限和は、デファイナブルとは限らない。

定理 2.1の証明を適用できるようにするために、 デファイナブル集合とデファイナブル

多様体の定義を弱めて、局所デファイナブル集合と局所デファイナブル多様体を定義する

ことができる。

定義 22. (1) $\mathbb{R}^{n}$ の部分集合 $X$ が局所デファイナブル集合とは、任意の $x\in X$ に対して、

$x$ の $\mathbb{R}^{n}$ におけるデファイナブル開集合 $U$ が存在して、 $X\cap U$ がデファイナブル集合とな

ることである。

(2) $0\leq r\leq\omega$ とする。 $C$「多様体 $X$ が局所デファイナブル $C^{r}$ 多様体とは、 $X$ が可算個

からなる局所座標近傍系をもっており、それらのはり合わせ写像がデファイナブル $C^{r}$ 微

分同相写像となることである。

$\mathbb{R}^{n}$ の任意の開集合は、局所デファイナブルとなる。 また、 $\mathbb{R}^{n}$ の局所デファイナブル集

合の補集合が局所デファイナブルとは限らないなど、望ましい性質をもたない。
定理 2.1の証明を適用することにより、 以下をえることができる。

定理 23([9]). $1\leq s<r<\infty$ とするとき、任意の局所デファイナブル $C^{s}$ 多様体は、局所

デファイナブル $C$「微分同相を除いて、一意的な局所デファイナブル $C^{r}$ 微分構造をもつ。

定理 2.1とは、 異なる方法を用いることにより、以下の結果をえることができる。

定理 24([7]). $1\leq s<r<\infty$ とするとき、任意のデファイナブル $C^{s}$ 多様体は、 デファ

イナブル $C^{r}$ 微分同相を除いて、一意的なデファイナブル $C^{r}$ 多様体構造をもつ。
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定理 24の証明のアイデアは、デファイナブル $C^{s}$ 多様体のある $\mathbb{R}^{\tau\iota}$ へのデファイナブル

ぴ埋め込みの存在、デファイナブル $C^{s}$ コンパクト化、境界をもったデファイナブル $C^{s}$

多様体のデファイナブル $C^{s}$ カラー近傍の存在と S. Akbulut and H. King [1] によるコンパ
クト $C^{\infty}$ 多様体とその $C^{\infty}$ 部分多様体の同時実代数多様体構造の存在 (定理 2.12) である。

定義 2.5. $1\leq r\leq\omega$ とする。 $X$ をコンパクトでないデファイナブル $C^{r}$ 多様体とする。 $X$

がデファイナブル $C^{r}$ コンパクト化可能とは、境界 $\partial Y$ をもったコンパクトデファイナブ
ル $C^{r}$ 多様体 $Y$ とデファイナブル $C^{r}$ 微分同相写像 $f:Xarrow IntY$ が存在することであ

る。 ただし、 Int $Y$ は $Y$ の多様体としての内部を表すものとする。

1注意 l ここでは、 コンパクト化は境界をつけたものを考えることとする。 開区間 $(0,1)$

のコンパクト化として、閉区間 $[0,1]$ と単位円周 $S^{1}$ が存在するが、 ここでは、前者のみを

考える。

定理 26([6]). $1\leq r<\infty$ とし、 $X$ をコンパクトでないデファイナブルぴ多様体とする

とき、 $X$ はデファイナブル $C^{r}$ コンパクト化可能である。

定義 2.7. 1 $\leq r\leq\omega$
、

$X$ を $C^{r}$ 多様体、 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を $X$ の $C$「部分多様体とする。
$X_{1},$

$\ldots,$
$X_{n}$ が一般の位置にあるとは、任意の $i\in\{1, \ldots, n\},$ $J\subset\{1, \ldots, n\}-\{i\}$ に対

して、 $X_{i}$ と $\bigcap_{j\in J}X_{j}$ が横断的に交わることである。

/注意] 一般の位置にあるという条件は、部分多様体の共通部分が部分多様体となる十
分条件である。 この条件は、 S. Akbulut and H. King [1] によって導入されたものである。
また、 帰納法で結論を証明する際に、 都合のよい条件である。

一般には、部分多様体の共通部分や和集合は、部分多様体とは限らない。

定理 28([7]). $1\leq r<\infty$ とするとき、任意のデファイナブル $C^{r}$ 多様体は、 アフィンで

ある。 つまり、 ある $\mathbb{R}^{n}t^{-}\llcorner$デファイナブル $C^{r}$ 部分多様体として、 デファイナブルぴ埋め

込み可能である。

$1\leq r<\infty$
、

$X$ をコンパクトでないデファイナブル $C^{r}$ 多様体とするとき、 $[6|$ により、
$X$ はある $\mathbb{R}^{n}$ 内の有界デファイナブル $C$「部分多様体と仮定してよい。 この仮定の下で、

以下の定義を考える。

定義 2.9. $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を $X$ のデファイナブル $C^{r}$ 部分多様体とする。 $(X: X_{1}, \ldots, X_{n})$ がフ

ロンティア条件を満たすとは、各 $i$ に対して、 $\overline{X_{i}}-X_{i}\subset\overline{X}-X$ を満たすことである。 た

だし、 $\overline{X_{i}}$ (resp. $\overline{X}$) は、 $\mathbb{R}^{n}$ における $X_{i}$ (resp. X) の閉包を表すものとする。
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定義 2.10. $X$ をコンパクトでないデファイナブル $C^{r}$ 多様体、 $X_{1}\ldots.,$ $X_{n}$ をコンパクト

でない $X$ のデファイナブル $C^{r}$ 部分多様体で、一般の位置にあるとする。 $(X: X_{1}, \ldots, X_{71})$

が同時デファイナブル $C^{r}$ コンパクト化可能とは、境界 $\partial Y$ をもったコンパクトデファイ

ナブル $C^{r}$ 多様体 $Y$ , それぞれ、境界 $\partial Y_{1},$ $\ldots.\partial Y_{n}$ をもった) $Y$ のコンパクトデファイナブ

ル $C^{r}$ 部分多様体 $Y_{1},$
$\ldots,$

$Y_{n}$ とデファイナブル $C^{r}$ 微分同相写像 $f:Xarrow IntY$ が存在し

て、 以下の 3つの条件を満たすことである。

(1) 各 $i$ に対して、 $f(X_{i})=IntY_{i}$。

(2) 各 $i$ に対して、 $\partial Y_{i}\subset\partial Y$
。

(3) $Y_{1},$
$\ldots,$

$Y_{n},$ $\partial Y$ が一般の位置にある。

定理 2.11 ([10]). $1\leq r<\infty$
、

$X$ をコンパクトでないデファイナブル $C^{r}$ 多様体、 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$

をコンパクトでない $X$ のデファイナブル $C^{r}$ 部分多様体で、一般の位置にあり、 (X; $X_{1},$
$\ldots$ ,

$X_{n})$ はフロンティア条件を満たすとする。 このとき、 $(X; X_{1}, \ldots, X_{n})$ は同時デファイナ

ブル $C^{r}$ コンパクト化可能である。

定理 2. 11の証明のアイデアは、部分的デファイナブル $C^{r}$ 自明性 [6] を用いることで

ある。

以下は、 コンパクト $C^{\infty}$ 多様体とそのコンパクト $C^{\infty}$ 部分多様体の同時実代数多様体

構造の存在である。

定理 2.12 ([1]). $X$ をコンパクト $C^{\infty}$ 多様体、 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を $X$ のコンパクト $C^{\infty}$部分多様体

で一般の位置にあるとする。 このとき、実代数多様体 $Y$
、

$Y$ の実代数部分多様体 $Y_{1},$
$\ldots,$

$Y_{n}$

と $C^{\infty}$ 微分同相写像 $f$ : $Xarrow Y$ が存在して、 各 $i$ に対して、 $f(X_{i})=Y_{i}$ となる。

定理 2. 11と 2.12を用いて、本稿の目的である以下の結果を得る。

定理 2.13 ([10]). $X$ をデファイナブル $C^{2}$ 多様体、 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を $X$ のデファイナブル
$C^{2}$ 部分多様体で、一般の位置にあるとする。 また、 $2\leq r<\infty$ とする。 このとき、 (1)
$X,$ $X_{1},$

$\ldots,$
$X_{n}$ がコンパクトであるか、 または、 (2)$X,$ $X_{1},$

$\ldots,$
$X_{n}$ がコンパクトでなく、

$(X; X_{1}, \ldots, X_{n})$ はフロンティア条件を満たすならば、デファイナブル $C^{r}$ 多様体 $Y_{f}Y$ のデ

ファイナブル $C^{r}$部分多様体 $Y_{1},$
$\ldots,$

$Y_{n}$ とデファイナブル $C^{2}$微分同相写像 $(X; X_{1}, \ldots, X_{n})arrow$

$(Y;Y_{1}, \ldots, Y_{n})$ が存在する。
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上の定理で (1) の条件を満たすときは、 $Y$ を実代数多様体、 $Y_{1},$
$\ldots,$

$Y_{n}$ を $Y$ の実代数部

分多様体としてとることができる。 $2\leq r<\infty$ は技術的な条件である。

デファイナブル $C^{\infty}$ 多様体, デファイナブル $C^{\omega}$ 多様体の扱いが難しい理由として、 以

下の二つがある。 $r=\infty,$ $\omega$ のとき、

(1) どの次元の $\mathbb{R}^{n}$ へもデファイナブル $C^{r}$ 埋め込みできないデファイナブル $C^{r}$ 多様
体が存在する。 このようなデファイナブル $C^{r}$ 多様体をノンアフィンという。 たとえば、
$\mathcal{M}=\mathcal{R}$ のとき、 非可算無限個のノンアフィンデファイナブル $C^{\infty}$ 多様体が存在する。

$($勿近似定理が成立するかどうか知られていない。 $1\leq s<r<\infty$ のとき、 デファイナ

ブル $C^{r}$ 多様体 $X$ からデファイナブル $C$「多様体 $Y$ のデファイナブル $C^{s}$ 写像は、 デファ

イナブル $C^{s}$ 位相において、デファイナブル $C^{T}$ 写像で近似できることが知られている。 こ

れを $r=\infty$ とすると、 一般にはこのような定理が成立するかどうか知られていない。 知

られている場合は、 (1) $\mathcal{M}=\mathcal{R}$ で、 $X,$ $Y$ がアフィンの場合 ([12]) と、 (2) $\mathcal{M}$ が Rexp の
順序極小拡張であって、 $C^{\infty}$ セル分解可能 $([$4$])$ の場合のみである。

今後の課題として、 定理 2. 13の同変版がある。 また、 基礎構造を実数体の順序極小拡

張から、実閉体の順序極小拡張へ拡張した場合も課題である。
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