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1 序論

本稿では, 極大単調作用素の零点を求める問題と極大単調関数に関する均衡問題を取り

あげ, 主にこれらの相互関係を議論する。 そして, ある設定のもとで, これらの二つの問題

が同値であることを示す。
$E$ を実 Banach 空間, $h$ を $E$ から $\mathbb{R}\cup\{\infty\}$ への下半連続な凸関数とし, $h$ は恒等的に

$\infty$ に等しくないとする。 $h$ の劣微分とは

$\partial$ん ( $X$ ) $=\{x^{*}\in E^{*}$ : ん $(y$ $)\geq h(x)+\langle y-x,$ $x^{*}\rangle,$ $\forall y\in E\}$ $(x\in E)$

で定義される $E$ から $E^{*}$ への多価写像である。 このとき, $\partial$んは極大単調作用素であるこ

とが知られている。 さらに

0 $\in\partial$ん (X) $\Leftrightarrow$ X $\in$ arg min$\{$ん $(y) : y\in E\}$ ,

つまり, $\partial$んの零点とんに関する最小化問題の解が一致することが知られている (詳しく

は, [26, 27] を参照せよ)。 したがって, Banach 空間 $E$ 上の極大単調作用素 $A$ の零点, つ

まり, $0\in Ax$ を満たす点 $x\in E$ を求める問題は, 凸関数の最小化問題を抽象的に表現し

たものであり, 凸解析学および数理最適化理論においてもっとも重要で基本的な問題の一

つである。極大単調作用素およびその零点については, 例えば, [16], [22], $[19|,$ $[13|,$ $[14]$

および [15] を参照せよ。

一方, $C$ を実 Banach 空間 $E$ の空でない部分集合, $f$ を $C\cross C$ から $\mathbb{R}\cup\{-\infty, \infty\}$ へ
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の関数とし, すべての $x\in C$ に対して $f(x, x)=0$ が成り立つとする。 このとき

$f(x, y)\geq 0$ $(\forall y\in C)$

を満たす $x\in C$ を求める問題を ( $f$ と $C$ に関する) 均衡問題といい, $x$ をこの均衡問題の

解という。均衡問題に関する研究結果は多く知られているが, 例えば解の存在に関する結
果として $[$ 18], [9], [24], [7] および $[$ 10$]$ などがある。解の近似に関しては, [11], [17], [8],
[23] および [1] などがある。 また, [6] とその参考文献も参照するとよい。

本稿は, 全体で 5節から構成される。次の第 2節は準備のための節である。第 3節と第

4節は, 文献 [3] の主な結果の抜粋とまとめになっている。第 5節では, 第 4節までに得ら

れた結果の一つの応用を扱っている。

2 準備

本稿では, $\mathbb{N}$ を正の整数の集合, $\mathbb{R}$ を実数の集合, $E$ を実 Banach 空間, $||]$ を $E$ のノ

ルム, $E^{*}$ を $E$ の共役空間, $\langle x,\xi^{*}\rangle$ を $x\in E$ における $\xi^{*}\in E^{*}$ の値を表すものとする。

拡大された実数の集合 $\mathbb{R}\cup\{-\infty, \infty\}$ を $[-\infty, \infty]$ で表し, 実数 $a$ に対して, $a+\infty=$

$\infty+a=\infty,$ $a+(-\infty)=-\infty+a=-\infty$ と定義し, さらに $-(\infty)=-\infty,$ $-(-\infty)=\infty$

と定義する。

$J$ は $E$ 上の双対写像を表す。つまり, $J$ は, $x\in E$ に対して

$Jx=\{x^{*}\in E^{*}:\langle x, x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert_{E^{s}}^{2}\}$

で定義される $E$ から $E^{*}$ への多価写像である。

$S_{E}=\{x\in E :\Vert x\Vert=1\}$ とする。 $E$ のノルム $\Vert\cdot\Vert$ が G\^ateaux 微分可能であるとは,
すべての $x,$ $y\in S_{E}$ に対して, 極限

$\lim_{tarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}$

が存在するときをいう。 このとき, $E$ は滑らかであるともいう。 $E$ が滑らかなとき, 双対
写像 $J$ は一価であることが知られている。Banach空間 $E$ が狭義凸であるとは, $x,$ $y\in S_{E}$

かつ $x\neq y$ ならば $\Vert x+y\Vert<2$ が成り立つときをいう。 $E$ が狭義凸のとき, 双対写像 $J$

は単射, つまり, $x\neq y$ ならば $Jx\cap Jy=\emptyset$ が成り立つことが知られている。詳しくは

[25] を参照せよ。
$\phi$ を $E$ から $[-\infty, \infty]$ への関数, $D(\phi)=\{x\in E:\phi(x)<\infty\}$ とする。 関数 $\phi$ が凸で

あるとは, すべての $x,$ $y\in D(\phi)$ と $\lambda\in(0,1)$ に対して

$\phi(\lambda x+(1-\lambda)y)\leq\lambda\phi(x)+(1-\lambda)\phi(y)$
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が成り立つときをいう。 関数 $\phi$ が下半連続であるとは, すべての $l\in \mathbb{R}$ に対して $\{x\in E$ :
$\phi(x)\leq l\}$ が $E$ の閉集合になるときをいう。

$f$ を $ExE$ から $[-\infty,$ $\infty|$ への関数とし, $C$ を $E$ の空でない部分集合とする。 $f$ が $C$

に関して単調であるとは, すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$f(x, y)\leq-f(y, x)$

が成り立つときをいう。

$C$ を $E$ の空でない部分集合とする。関数 $f:E\cross Earrow[-\infty,$ $\infty|$ が $C$ に関して極大単

調であるとは, 各 $x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して

$\langle z-x,$ $x^{*}\rangle\geq f(z, x),$ $\forall z\in C\Rightarrow f(x, y)+\langle y-x,$ $x^{*}\rangle\geq 0,$ $\forall y\in C$

が成り立つときをいう [7]。
$A$ を $E$ から $E^{*}$ への多価写像とする。多価写像 $A$ は作用素と呼ばれることがある。

また, 多価写像 $A$ をそのグラフ $\{(x, x^{*})\in ExE^{*}:x^{*}\in Ax\}$ と同一視する。つま

り, $x^{*}\in Ax$ と $(x, x^{*})\in A$ は同値である。 $A$ の有効定義域を $D(A)$ で表す。つまり,
$D(A)=\{x\in E:Ax\neq\emptyset\}$ である。 多価写像 $A$ が単調であるとは, すべての $(X, x^{*})\in A$

と $(y, y^{*})\in A$ に対して, $\langle x-y,$ $x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$ が成り立つときをいう。多価写像 $A$ が極

大単調作用素であるとは, $A$ が単調で

$A’\subset E\cross E^{*}$が単調かつ $A\subset A’\Rightarrow A=A’$

が成り立つときをいう。単調作用素については, 次の結果が知られている。

定理 2.1 (Rockafellar [20]). $E$ を滑ら力), 狭義凸かつ回帰的な Banach 空間, $A\subset$

$E\cross E^{*}$ を単調作用素とする。 このとき, $A$ が極大単調作用素であるための必要十分条件

は, すべての $r>0$ に対して $R(J+rA)=E^{*}$ が成り立つことである。 ここで, $R(J+rA)$

は $J+rA$ の値域を表す。

$E$ を滑らか, 狭義凸かつ同帰的な Banach 空間, $A\subset ExE^{*}$ を極大単調作用素とする。

定理 2.1を使うと, 各 $r>0$ と $x\in E$ に対して, $Jx\in Jz_{r}+rAz_{\Gamma}$ を満たす $z_{r}\in D(A)$ が

唯一存在することがわかる。つまり, $(J+rA)^{-1}Jx=z_{r}$ であり, $(J+rA)^{-1}J$ は $E$ から

$D(A)$ への一価写像であることがわかる。写像 $(J+rA)^{-1}J$ を $A$ の ( $r$ に関する) リゾル

ベントと呼ぶ。 $A$ の零点の集合 $A^{-1}0=\{x\in E:Ax\ni O\}$ とリゾルベント $(J+rA)^{-1}J$

の不動点の集合が一致することが知られている。例えば, [13-15] を参照せよ。
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$E$ を Banach 空間, $C$ を $E$ の空でない部分集合, $f$ を $E\cross E$ から $[-\infty, \infty]$ への関数と

し, すべての $x\in C$ に対して $f(x, x)=0$ であるとする。 $f$ と $C$ に関する均衡問題の解の

集合を EP $(f)$ で表す。つまり

$EP(f)=\{z\in C:f(z, y)\geq 0, \forall y\in C\}$

である。

3 極大単調関数のリゾルベント

本節ではまず, 極大単調関数のリゾルベントの存在について議論する。 次に, 所与の均

衡問題を (極大単調作用素の) 零点問題に書き換える方法を述べる。さらにその逆, 所与の

零点問題を均衡問題へ書き換える方法を述べる。

極大単調関数のリゾルベントの存在は次の定理により保証される。

定理 3.1 ( $[$3, Corollary $3.4|)$ . $E$ を滑らか, 狭義凸かつ回帰的な Banach 空間, $C$ を $E$ の

空でない閉凸部分集合とする。 $f$ を $ExE$ から $[-\infty, \infty]$ への関数とし, 次の四つの条件
を満たすとする。

(Fl) すべての $x\in C$ に対して $f(x, x)=0$ である;

(F2) $f$ は $C$ に関して単調である;

(F3) すべての $x\in C$ に対して $f(x, \cdot)$ は下半連続かつ凸である;

(F4) $f$ は $C$ に関して極大単調である。

このとき, 各 $x\in E$ と $r>0$ に対し, $z_{r}\in C$ が唯 存在して, すべての $y\in C$ に対して

$0 \leq f(z_{r}, y)+\frac{1}{r}\langle y-z_{r},$ $Jz_{r}-Jx\rangle$

が成り立つ。

定理 31の $z_{r}$ を君 $x$ で表し, 一価写像 $F_{r}:Earrow C$ を定義する。つまり, 各 $x\in E$ と

$r>0$ に対して

$F_{r}x= \{z\in C:0\leq f(z, y)+\frac{1}{r}\langle y-z,$ $Jz-Jx\rangle,$ $\forall y\in C\}$

である。写像耳を ( $r$ に関する)f のリゾルベントと呼ぶ。

次の定理は, 所与の極大単調関数 $f$ から極大単調作用素 $A_{f}$ を作る方法と, それらのリ

ゾルベントが一致することを述べている。
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定理 3.2 ([3, Theorem 3.5]). $E$ を Banach 空間, $C$ を $E$ の空でない部分集合, $f$ を

$E\cross E$ から $[-\infty, \infty]$ への関数とし, 定理 3.1の条件 (Fl), (F2) および (F3) を満たすと
する。 このとき

$A_{f}x=\{$ $\emptyset\{x^{*}\in E^{*}:f(x, y)\geq\langle y-x, x^{*}\rangle, \forall y\in C\}$ $(x\not\in C)(x\in C)$

;
(3.1)

で定義される多価写像 $A_{f}\subset E\cross E^{*}$ は単調であり, EP$(f)=A_{f}^{-1}0$ が成り立っ。 さら

に, $E$ が滑らか$\searrow$ 狭義凸かつ回帰的であり, $C$ が閉凸であり, $f$ が $C$ に関して極大単調であ

ると仮定すると, $A_{f}$ は極大単調作用素であり, すべての $r>0$ に対して, $f$ のリゾルベン

ト耳と $A_{f}$ のリゾルベント $(J+rA_{f})^{-1}J$ が一致する。

回帰的な Banach 空間は, 滑らかで狭義凸となる同値なノルムを持つことが知られてい
るので [4], 次の系を得たことになる。

系 3.3 ([3, Corollary 3.7]). $E$ を回帰的な Banach 空間, $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集

合とする。関数 $f:E\cross Earrow[-\infty, \infty]$ は定理 3.1の条件 (Fl), (F2), (F3) および (F4)
を満たすとする。 このとき, 式 (3.1) で定義される多価写像 $A_{f}$ は極大単調作用素である。

次に, 所与の極大単調作用素 $A\subset E\cross E^{*}$ から極大単調関数を作る方法を述べる。

定理 3.4 ([3, Theorem 3.8]). $E$ を Banachl空間, $A\subset E\cross E^{*}$ を単調作用素とし,
$D(A)\neq\emptyset$ とする。 関数 $f_{A}:E\cross Earrow[-\infty, \infty]$ を, $x,$ $y\in E$ に対して

$f_{A}(x,y)=\{\begin{array}{ll}\sup\{\langle y-x, x^{*}\rangle:x^{*}\in Ax\} (x\in D(A));-\infty (x\not\in D(A))\end{array}$ (3.2)

と定義する。 EP $(f_{A})$ を $f_{A}$ と $D(A)$ に関する均衡問題の解の集合とする。このとき,
$A^{-1}0\subset$ EP $(f_{A})$ であり, さらに次が成り立っ。

$($Fl) すべての $x\in D(A)$ に対して $f_{A}(x, x)=0$ である;

(F2) $f_{A}$ は $D(A)$ に関して単調である;

(F3) すべての $x\in D(A)$ に対して $f_{A}(x, \cdot)$ は下半連続かつ凸である。

さらに, もし $A$ が極大単調ならば, $f_{A}$ は $D(A)$ に関して極大単調である。さらに, $E$

が滑らか, 狭義凸かつ回帰的であり, $D(A)$ が閉凸であるとすると, $A$ のリゾルベント

$(J+rA)^{-1}J$ は $f_{A}$ のリゾルベントと一致する。

定理 34と同じ仮定のもとで $A^{-1}0=$ EP $(f_{A})$ であることが得られるが, これについて
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は次節で述べる。

4 極大単調作用素と極大単調関数

この節では, 極大単調作用素の族と極大単調関数の族の間のある種の対応関係について

議論する。

定理 4.1 ([3, Theorem 4.1]). $E$ を回帰的な Banach 空間, $A\subset E\cross E^{*}$ を極大単調作用

素, $f_{A}$ を式 (3.2) で定義される $E\cross E$ から $[-\infty, \infty]$ への関数, $A_{f}A$ を

$A_{f}x=A\{$ $\emptyset\{x^{*}\in E^{*}:f_{A}(x, y)\geq\langle y-x, x^{*}\rangle, \forall y\in C\}$ $(x\in C);(x\not\in C)$ (4.1)

で定義される $E$ から $E^{*}$ への多価写像とする。 このとき, $A$ の有効定義域 $D(A)$ が閉凸な

らば, $A_{f}=AA$ である。

この定理から次の系を得る。

系 4.2 ([3, Corollary 4.2]). $E$ を回帰的な Banach 空間, $A\subset ExE^{*}$ を極大単調作用

素, $f_{A}$ を式 (3.2) で定義される $E\cross E$ から $[-\infty, \infty]$ への関数とする。 このとき, $D(A)$

が閉凸ならば, $A^{-1}0=$ EP $(f_{A})$ が成り立っ。

証明. 定理 4.1より, $A^{-1}0=A_{f_{A}^{-1}}0$ である。 よって, 定理 3.2を使うと

$A^{-1}0=A_{f^{-1}}0A=$ EP $(f_{A})$

を得る。 口

定理 32において, $D(A_{f})=C$ が成り立つかどうかはわからないが, $D(A_{f})=C$ が成

り立つとき, 次の定理によって $f_{A_{f}}=f$ となるための条件が得られる。

定理 4.3 ([3, Theorem 4.5]). $f$ を $E\cross E$ から $[-\infty, \infty]$ への関数, $C$ を $E$ の空でない凸

部分集合とし, 定理 3.1の (Fl), (F2) および (F3) を仮定する。 $A_{f}$ を式 (31) $F_{\langle}^{-}-$よって定

義される $E$ から $E^{*}$ への多価写像とし, $D(A_{f})=C$ を仮定する。 さらに, $f_{A_{f}}$ を

$f_{A_{f}}(x, y)=\{\begin{array}{ll}\sup\{\langle y-x, x^{*}\rangle:x^{*}\in A_{f}x\} (x\in C);-\infty (x\not\in C)\end{array}$

で定義される $E\cross E$ から $[-\infty, \infty]$ への関数とする。 このとき, $f_{A_{f}}=f$ であるための必

要十分条件は, 次の二っが成り立つことである。
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(F5) $x\in C,$ $y\in E,$ $t>0$ ならば $f(x, ty+(1-t)x)=tf(x, y)$ であり, かつ, $v\not\in C$ ,
$y\in E$ ならば $f(v, y)=-\infty$ である。

(F6) $y\in C,$ $w^{*}\in E^{*}$ のとき, すべての $v\in C$ に対して $f(y, v)\geq\langle v-y,$ $w^{*}\rangle$ ならば,
すべての $v\in E$ に対して $f(y,$ $v)\geq\langle v-y,$ $w^{*}\rangle$ である。

これまでに得られた結果をまとめると, 次の定理を得る。

定理 4.4 ([3, Theorem 4.71). $E$ を回帰的な Banach 空間, $C$ を $E$ の空でない閉凸部分

集合とする。有効定義域が $C$ と一致する極大単調作用素全体の集合を $\mathcal{M}$ とし, 定理 3.1

の条件 (Fl) から (F4) および定理 43の (F5) と (F6) を満たす $E\cross E$ から $[-\infty, \infty]$ へ

の関数全体の集合を $\mathcal{F}$ で表す。 $\mathcal{M}$ から $\mathcal{F}$ への写像 $\Phi$ を

$\Phi(A)=f_{A}$ $(A\in \mathcal{M})$

で定義する。 ここで, $f_{A}$ は式 (3.2) によって定義される $E\cross E$ から $[-\infty, \infty]$ への関数で

ある。 このとき, $\Phi$ は単射である。 さらに

$\mathcal{F}_{0}=\{f\in \mathcal{F}:D(A_{f})=C\}$

とすると, $\Phi$ は $\mathcal{M}$ から $\mathcal{F}_{0}$ への全単射である。

定理 44において, さらに $E$ が滑らかで狭義凸であると仮定すると, 定理 3.4より, $\Phi$ は

リゾルベントを保存することがわかる。つまり, $A\in \mathcal{M}$ に対して, $A$ のリゾルベントと

$\Phi(A)$ のリゾルベントが一致することになる。

5 応用

この節では, 均衡問題の解の近似に関する収束定理を証明する。その前に, 少し準備を

要する。
$C$ を実ヒルベルト空間 $H$ の空でない閉凸集合とする。 このとき, $P_{C}$ で $H$ から $C$ の

上への距離射影を表す。つまり, 各 $x\in H$ に対して, $P_{C}x\in C$ であり $\Vert P_{C}x-x\Vert=$

$\min\{\Vert y-x\Vert:y\in C\}$ が成り立つ。

次の定理は, 上村-高橋 [12] による。

定理 5.1 ([12, Theoreml]). $H$ を実 Hilbert 空間, $A\subset H\cross H$ を極大単調作用素とし,
$A^{-1}0\neq\emptyset$ を仮定する。 $\{\alpha_{n}\}$ を $[0,1]$ の数列, $\{r_{n}\}$ を正の実数列とし

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ および $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$
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を満たすとする。 $H$ の点列 $\{x_{n}\}$ を, 初期点 $x_{1}=x\in H$ と

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})(I+r_{n}A)^{-1}x_{n}$ $(n\in \mathbb{N})$

で定義する。 ここで, $I$ は $H$ 上の恒等写像, $(I+r_{n}A)^{-1}$ は $A$ のリゾルベントである。 こ

のとき, $\{x_{n}\}$ は $P_{A}$ -lox へ強収束する。

それでは, 定理 5.1と前節までの結果を使って次の定理を証明しよう。 この定理は,

[8, Theorem 4.3] とよく似ている。

定理 5.2. $H$ を実 Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合, $f$ を $H\cross H$ から

$[-\infty, \infty]$ への関数とし, $f$ は定理 3.1の条件 (Fl), (F2), (F3) および (F4) を満たし,

EP $(f)\neq\emptyset$ と仮定する。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{r_{n}\}$ は定理 5.1と同じものとする。 $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を,

初期点 $x1=x\in H$ と

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})F_{r_{n}}x_{n}$ $(n\in \mathbb{N})$

で定義する。 ここで, $F_{r_{n}}$ は $r_{n}$ に関する $f$ のリゾルベントである。 このとき, $\{x_{n}\}$ は

$P_{EP(f)}x$ へ強収束する。

証明. $A_{f}\subset H\cross H$ を式 (3.1) によって定義される多価写像とする。定理 32より, $A_{f}$

は極大単調であり, $A_{f^{-1}}0=$ EP$(f)$ が成り立っ。さらに, すべての $r>0$ に対して
$(I+r\mathcal{A}_{f})^{-1}=F_{r}$ が成り立つ。 したがって, すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})F_{r_{n}}x_{n}$

$=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})(I+r_{n}A_{f})^{-1}x_{n}$

となる。 ゆえに定理 5.1より, $\{x_{n}\}$ は $P_{A_{f}^{-i}0^{X}}=P_{EP(f)^{X}}$ へ強収束する。 口
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