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概要

凸幾何上に定義されたマトロイド構造 (凸幾何マトロイド) とは、 2007年
に S. Fujishige, G. A. Koshevoy, Y. Sano によって、マトロイドの一般化として導
入された概念である。彼らは、凸幾何マトロイドの基や独立集合について、 そ
の組合せ構造を明らかにした。
本稿では、凸幾何マトロイド上での最大基問題、最小基問題、およびそれら

と貧欲アルゴリズムとの関係について考察する。

1. イントロダクション
マトロイドとは、線形空間における 1次独立の概念を一般化して定義された離散

構造であり、 1935年に H. Whiteney [161によって導入された。マトロイドは、効率
のよいアルゴリズムに関係があるため、離散最適化において最も重要な概念の 1つ
である。 その左めマトロイドは、多くの研究者により、研究され拡張されてきた。
(マトロイド理論については、 [13], [8], [14], [15] などを参照。)
例えば、 1972年、 F. D. J. Dunstan, A. W. Ingleton, D. J. A. Welsh [3] は、 普通のマ
トロイドの一般化として、 半順序集合上に定義される超マトロイドという概念を導
入した。 U. Faigle は、 1978年 [6] に劣モジュラ超マトロイドを定義し、 1980年 [5]
には、 マトロイドの別の一般化として、 半順序集合上定義される幾何学的構造を考
えた。 E. Tardos [12] は、超マトロイドの特別なクラスの 1つである分配東上の超マ
トロイド、すなわち分配超マトロイドに対して、マトロイド型の交叉定理を示した。
半順序集合のイデアル全体の集合は分配束をなすという点から、分配超マトロイド
は半順序マトロイドとも呼ばれる。U. N. Peled と M. K. Srinivasan は 1993年に、半
順序マトロイドに対して、マトロイドの場合のような独立マッチング問題を考えた。
また 1993年と 1998年に M. Bamabei, G. Nicoletti と L. Pezzoli [1], [2] は、 半順序マ
トロイドの組合せ的構造を台集合の半順序構造の言葉を用いて記述した。

S. Fujishige, G. A. Koshevoy, Y. Sano [7] は、マトロイドの概念を一般化し、新たに
凸幾何上にマトロイドを定義した。 これは、 マトロイドの定義される台集合として,
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半順序集合のかわりにより広いクラスの離散構造である凸幾何を考え定義したもの
であり、 半順序マトロイドを含むより一般化されたものである。その凸幾何マトロ
イドに対して, 基や独立集合などの概念を定義し, それらの組合せ構造の性質につ
いて調べ、 いくつかの凸幾何マトロイドの特徴付けを与えている。 半順序マトロイ
ドが超マトロイドであることに対し、そこで定義された凸幾何マトロイドは, 超マ
トロイドの特別な場合ではないということも示された。 さらに凸幾何マトロイドの
部分クラスとして, ストリクト凸幾何マトロイドを定義し、 このストリクト凸幾何
マトロイドは, 凸幾何の閉集合族のなす東上の超マトロイドに一致することを示し
た。 さらに [10] において、 ストリクト凸幾何マトロイドの階数関数の特徴づけが与
えられ、 [11] では、 ストリクト凸幾何マトロイドと貧欲アルゴリズムの関係につい
て論じられている。
本稿では、 凸幾何マトロイド上での最大基問題、 最小基問題、 およびそれらと貧

欲アルゴリズムとの関係について考察する。

2. 準備および定義
$E$ を空でない有限集合とし、 $\mathcal{F}$ を $E$ の部分集合族とする。組 $(E, \mathcal{F})$ が (抽象) 凸

幾何であるとは、 $\mathcal{F}$ が次の性質を満たすときをいう。

(CGO) $\emptyset,$ $E\in \mathcal{F}$.

(CGl) $X,$ $Y\in \mathcal{F}\Rightarrow X\cap Y\in \mathcal{F}$ .

(CG2) 任意の $X\in \mathcal{F}\backslash \{E\}$ に対し、ある $e\in E\backslash X$ が存在して $X\cup\{e\}\in \mathcal{F}$ となる。

集合 $E$ を台集合といい、 $\mathcal{F}$ の元を閉集合 (もしくは、凸集合) という。凸幾何 $(E, \mathcal{F})$

に対し、 その閉包作用素 $\tau$ : $2^{E}arrow \mathcal{F}$ を

$\tau(X)=\cap\{Y|Y\in \mathcal{F}, X\subseteq Y\}$ $(X\in 2^{E})$ .

と定義する。つまり、 $\tau(X)$ は、 $X$ を含む極小な閉集合である。 . さらに、端点作用
素 ex: $\mathcal{F}arrow 2^{E}$ と双対端点作用素 $ex^{*}:\mathcal{F}arrow 2^{E}$ を

ex$($X$)=$ $\{e|e\in X,$ $X\backslash \{e\}\in \mathcal{F}\}$ $(X\in \mathcal{F})$ ,

$ex^{*}(X)$ $=$ $\{e|e\in E\backslash X,$ $X\cup\{e\}\in \mathcal{F}\}$ $(X\in \mathcal{F})$

と定義する。 ex(X の元を閉集合 $X$ の端点、 $ex^{*}(X)$ の元を $X$ の双対端点という。
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定義 ([7]). $(E, \mathcal{F})$ を凸幾何とし、 $\mathcal{B}$ を $\mathcal{F}$ の部分族とする o $M=(E, \mathcal{F};\mathcal{B})$ が凸幾何
$(E, \mathcal{F})$ 上のマトロイド (もしくは、単に凸幾何マトロイド、 または cg-matroid) で
あるとは、 $\mathcal{B}$ が次を満たすときをいう。

(BO) $\mathcal{B}\neq\emptyset$ .

(Bl) $B_{1},$ $B_{2}\in \mathcal{B},$ $B_{1}\subseteq B_{2}\Rightarrow B_{1}=B_{2}$ .

(BM) (中間基公理)
$X\subseteq B_{1},$ $B_{2}\subseteq Y,$ $X\subseteq Y$ であるような、任意の $B_{1},$ $B_{2}\in \mathcal{B}$ と $X,$ $Y\in \mathcal{F}$ に

対し、 $X\subseteq B\subseteq Y$ となるような $B\in \mathcal{B}$ が存在する。

$\mathcal{B}$ の元を $M$ の基といい、 $\mathcal{B}$ を基族という。 閉集合 $X\in \mathcal{F}$ について、 $M$ のある基
に含まれるものを $M$ の独立集合、 $M$ のある基を含むものを $M$ の全域集合という。
$M$ の独立集合の全体の集合を独立集合族といい、 $\mathcal{I}(M)$ で表し、 $M$ の全域集合の全
体の集合を全域集合族といい、 $S(M)$ で表す。 口

3. 凸幾何マトロイドの組合せ構造
定理 1([7], Theorem3.3). 凸幾何マトロイドの基のサイズは同じである。すなわち、

(Bl)’ $B_{1},$ $B_{2}\in \mathcal{B},$ $B_{1}\subseteq B_{2}\Rightarrow B_{1}=B_{2}$

が成り立つ。

凸幾何マトロイドの基族の交換公理による特徴づけは次のように与えられる。

定理 2([71, Theorem 3.7). $(E, \mathcal{F})$ を凸幾何とし、 $\mathcal{B}\subseteq \mathcal{F}$ とする。 このとき、 $\mathcal{B}$ が
$(E, \mathcal{F})$ 上の凸幾何マトロイドの基族であるのは、 $\mathcal{B}$ が (BO) と (BE) を満たすとき、
またそのときに限る。

(BE) (交換公理)
任意の $B_{1},$ $B_{2}\in \mathcal{B}$ と任意の $e_{1}\in$ ex$(\tau(B_{1}\cup B_{2}))\backslash B_{2}$ に対して、
$(B_{1}\backslash \{e_{1}\})\cup\{e_{2}\}\in \mathcal{B}$ となるような $e_{2}\in\tau(B_{1}\cup B_{2})\backslash B_{1}$ が存在する。 口

定理 3 ([7], Theorem 3.8). $(E, \mathcal{F})$ を凸幾何とし、 $\mathcal{B}\subseteq \mathcal{F}$ とする。 このとき、 $\mathcal{B}$ が

$(E, \mathcal{F})$ 上の凸幾何マトロイドの基族であるのは、 $\mathcal{B}$ が (BO) と $(BmE)$ を満たすとき、

またそのときに限る。
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$(BmE)$ (多重交換公理)
任意の $B_{1},$ $B_{2}\in \mathcal{B}$ と、 $\tau(B_{1}\cup B_{2})\backslash S\in \mathcal{F}$ であるような任意の $S\subseteq B_{1}\backslash B_{2}$

に対して、
$|T|=|S|$ かっ $(B_{1}\backslash S)\cup T\in \mathcal{B}$ となるような $T\subseteq\tau(B_{1}\cup B_{2})\backslash B_{1}$ が存在す
る。 口

凸幾何マトロイドの独立集合族は、 次のように特徴づけられる。

定理 4 ([7], Theorem 3.10, Theorem 3.12). $(E, \mathcal{F})$ を凸幾何とし、 $\mathcal{I}\subseteq \mathcal{F}$ とする。 こ

のとき、 $\mathcal{I}$ が $(E, \mathcal{F})$ 上の凸幾何マトロイドの独立集合族であるのは、 $\mathcal{I}$ が次の性質
を満たすとき、 またそのときに限る。

(IO) $\emptyset\in \mathcal{I}$.

(Il) $I_{1}\in \mathcal{F},$ $I_{2}\in \mathcal{I},$ $I_{1}\subseteq I_{2}\Rightarrow I_{1}\in \mathcal{I}$.

(IA) (増大公理)
$|I_{1}|<|I_{2}|$ であるような任意の $I_{1}\in \mathcal{I}$ と $I_{2}\in{\rm Max}(\mathcal{I})$ に対して、
$I_{1}\cup\{e\}\in \mathcal{I}$ となるような $e\in\tau(I_{1}\cup I_{2})\backslash I_{1}$ が存在する。

ここで、 ${\rm Max}(\mathcal{I})$ は $\mathcal{I}$ の極大元の集合を表す。

凸幾何マトロイドの全域集合族は、次のように特徴づけられる。

定理 5. $(E, \mathcal{F})$ を凸幾何とし、 $S\subseteq \mathcal{F}$ とする。 このとき、 $S$ が $(E, \mathcal{F})$ 上の凸幾何
マトロイドの全域集合族であるのは、 $S$ が次の性質を満たすとき、 またそのときに
限る。

(SO) $E\in S$ .

(Sl) $S_{1}\in \mathcal{F},$ $S_{2}\in S,$ $S_{1}\supseteq S_{2}\Rightarrow S_{1}\in S$.

(SR) (減少公理)
$|S_{1}|>|S_{2}|$ であるような任意の $S_{1}\in S$ と $S_{2}\in{\rm Min}(S)$ に対して、
$S_{1}\backslash \{e\}\in S$ となるような $e\in S_{1}\backslash S_{2}$ が存在する。

ここで、 ${\rm Min}(S)$ は $S$ の極小元の集合を表す。
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4. 最大基問題と貧欲アルゴリズム

$M=(E, \mathcal{F};\mathcal{B})$ を凸幾何マトロイド、 $w$ : $Earrow \mathbb{R}_{\geq 0}$ を台集合 $E$ 上の非負重み関
数とする。

$E$ の部分集合 $X$ に対して、 $X$ の元の重みの和 $\Sigma_{e\in X}w(e)$ を $w(X)$ で表す。
このとき、次の最適化問題「最大基問題」を考える。

$P_{\max}(\mathcal{B}, w)$ 最大化 : $w(B)$

制約条件 : $B\in \mathcal{B}(M)$

ここで、 基族 $\mathcal{B}$ は独立集合族 $\mathcal{I}$ の極大元の集合であるので、上の最大基問題は、
次の「最大独立集合問題」 と同じ最適解を持つ。

$P_{\max}(\mathcal{I}, w)$ 最大化 : $w(I)$

制約条件 : $I\in \mathcal{I}(M)$

貧欲アルゴリズムとは、次のプルゴリズムである。

寅欲アルゴリズム (最良選択貧欲アルゴリズム)

$\bullet$
$I^{(0)}arrow\emptyset$ とする。 $i=0$ から $n-1$ に対し、 次を行う。

$\bullet$ ステップ $i$ : もし $I^{(i)}\cup\{e\}\in \mathcal{I}$ となるような $e\in E\backslash I^{(i)}$ が存在すれば、 その
ような元のうち重み最大のもの $e_{i+1}$ を選ぶ。すなわち、

$w(e_{i+1})= \max\{w(e)|e\in E\backslash I^{(i)}, I^{(i)}\cup\{e\}\in \mathcal{I}\}$. (4.1)

そして $I^{(i+1)}arrow I^{(i)}\cup\{e_{i+1}\}$ とし、 ステップ $i+1$ へ行く。

もしそのような元がなければ、 $I_{GA}arrow I^{(i)}$ とし、 終了。 口

凸幾何 $(E, \mathcal{F})$ に対して、次で定義される重みの集合 $W^{*}(\mathcal{F})$ を考える。

$W^{*}(\mathcal{F}):=\{w\in \mathbb{R}_{\geq 0}^{E}|w(e_{1})\geq\ldots\geq w(e_{n})\Rightarrow\{e_{1}, \ldots, e_{i}\}\in \mathcal{F}(i=1, \ldots,n)\}$

定理 6. $M=(E, \mathcal{F};\mathcal{B})$ を凸幾何マトロイドとする。 このとき、貧欲アルゴリズム
が、 任意の $w\in W^{*}(\mathcal{F})$ に対して、 $M$ の最大基問題の最適解を与えるのは、基族 $\mathcal{B}$

が次の性質を満たすとき、 またその時に限る。

$\bullet$ 任意の $X\in \mathcal{F}$ に対し、 $\{X\cap B|B\in \mathcal{B}\}$ の全ての極大元のサイズは同じで
ある。
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5. 最小基問題と双対貧欲アルゴリズム

$M=(E, \mathcal{F};\mathcal{B})$ を凸幾何マトロイド、 $w$ : $Earrow \mathbb{R}_{\geq 0}$ を台集合 $E$ 上の非負重み関
数とする。
このとき、 次の最適化問題「最小基問題」を考える。

$P_{\min}(\mathcal{B}, w)$ 最小化 : $w(B)$

制約条件 : $B\in \mathcal{B}(M)$

ここで、 基族 $\mathcal{B}$ は全域集合族 $S$ の極小元の集合であるので、上の最小基問題は、
次の「最小全域集合問題」 と同じ最適解を持つ。

$P_{\min}(S, w)$ 最小化 : $w(S)$

制約条件 : $S\in S(M)$

双対貫欲アルゴリズムとは、次のアルゴリズムである。

双対貧欲アルゴリズム (最悪棄却貧欲アルゴリズム)

$\bullet$ $S^{(0)}arrow E$ とする。 $i=0$ から $n-1$ に対し、 次を行う。

$\bullet$ ステップ $i$ : もし $S^{(i)}\backslash \{e\}\in S$ となるような $e\in S^{(i)}$ が存在すれば、 そのよう
な元のうち重み最大のもの $e_{i+1}$ を選ぶ。すなわち、

$w(e_{i+1})= \max\{w(e)|e\in S^{(i)}, S^{(i)}\backslash \{e\}\in S\}$ . (5.1)

そして $S^{(i+1)}arrow S^{(i)}\backslash \{e_{i+1}\}$ とし、 ステップ $i+1$ へ行く。
もしそのような元がなければ、 $S_{DGA}arrow S^{(i)}$ とし、 終了。 口

凸幾何 $(E, \mathcal{F})$ に対して、次で定義される重みの集合 $W_{*}(\mathcal{F})$ を考える。

$W_{*}(\mathcal{F}):=\{w\in \mathbb{R}_{\geq 0}^{E}|w(e_{1})\leq\ldots\leq w(e_{n})\Rightarrow\{e_{1}, \ldots,e_{i}\}\in \mathcal{F}(i=1, \ldots,n)\}$

定理 7. $M=(E, \mathcal{F};\mathcal{B})$ を凸幾何マトロイドとする。 このとき、双対貧欲アルゴリズ
ムが、 任意の $w\in W_{*}(\mathcal{F})$ に対して、 $M$ の最小基問題の最適解を与えるのは、基族

$\mathcal{B}$ が次の性質を満たすとき、 またその時に限る。

$\bullet$ 任意の $X\in \mathcal{F}$ に対し、 $\{\tau(X\cup B)|B\in \mathcal{B}\}$ の全ての極小元のサイズは同じで
ある。
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6. 結論
普通のマトロイドに対しては、 貧欲アルゴリズムも双対貧欲アルゴリズムも任意
の非負重みに対し、最大基問題、最小基問題に対して最適解を与えていた。それに
に対し、 凸幾何マトロイドにおいては、基族がある性質を満たす場合には、 凸幾何
に依存して決まる制限された重みに対して、最適解を与えることがわかった。
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