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1 はじめに

微分代数方程式 (DAE) とは微分演算子を含む方程式系であり, 電気回路, 機械力学系, 化学プラ
ントなどの動的システムを記述する際に現れる. DAE の難しさを表す指標として指数が定義され
ており, 指数が大きくなるほど数値計算は困難になる. 代表的な指数には, 微分指数 [4, 6], 摂動指
数 [10], 順良指数 [21, 24] などがあるが, 線形時不変 DAE の場合, これらの指数はすべて幕零指数
に一致することが知られている [4, 5, 10, 20]. 本稿では, 電気回路を記述する DAE を幕零指数を用
いて解析する.
モデル化の手段としての DAE の重要性が認識されるに伴い, DAE を解く数値計算ソフトウェア
も整備されてきた 1971年に, Gear [8] は後退差分法 (BDF) を用いた DAE の計算法を提案した.
この手法は, Petzold によるプログラム DASSL に利用されている [4]. また, Hairer&Wanner [10]
は, 陰的 Runge-Kutta法に基づく計算法を RADAU5に実装した. これらのソフトウェアには指数
の低い DAE にしか適用できないという欠点がある. 最近では, より指数の高い DAE に適用可能な
ソフトウェアも提案されている [19].
電気回路のシミュレーションでは, 修正節点解析 (MNA) から導出される DAE を解くのが一般的
である. 独立電源, 抵抗, インダクタ, キャパシタを含む非線形時変回路に対し, MNA から導出さ
れる DAE の指数が常に 2以下となることが示され, 指数が 1となる回路の構造的特徴づけが与え
られた [24]. しかし, 従属竜源を含む回路の指数は 3以上になることがある. MNA から導出される
DAE の指数は回路の構造によって決まるため, 指数を減少させる工夫の余地はない.

MNA 以外の伝統的な回路解析法として, 1939年に Kron[18] が提案し, 1960年代に甘利 [1] と

Branin [3] が発展拡張させた混合解析が知られている. 混合解析は MNA より自由度が高いた
め, 同じ回路に対しても, 指数の異なる複数の記述法が存在する. 混合解析では, まず素子の分割と
基準木を選ぶ. 次に, 分割と基準木に従って, 数値的に解くべき方程式である混合方程式を導出す
る. そこで, 混合方程式が “最も簡単”になるような分割と基準木の選び方が問題になる. 1968年

には, 自由変数の個数が最小となる混合方程式 (最小基本方程式) を求めるアルゴリズムが提案され
た [11, 17, 23]. この問題はマトロイド対の共通独立集合問題を用いて簡潔に記述することができ
る [12].
本稿では, 混合方程式の自由変数の個数の代わりに, 指数に焦点を当て, 線形時不変回路における
混合方程式の指数を最小化する分割と基準木を求める組合せ的アルゴリズムを提案する. このアル

ゴリズムでは, まず関連する多項式行列の余因子の次数により定義される次数行列を求める. 次に,
指数最小化の問題を次数行列上の 2SAT(各節が高々 2個の論理変数を持つ充足可能性問題) に帰着
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する. 回路の素子数を $n$ とすると, 本アルゴリズムの計算複雑度は $O(n^{6})$ となる. さらに, 素子のパ
ラメータが代数的独立という仮定のもとで, 計算複雑度は $O(n^{3})$ に改善可能である.
第 2章では, 行列束の性質と指数の定義を述べる. 第 3章では混合解析の手順を述べ, 第 4章で
は混合方程式の指数を解析する. 第 5章では指数最小化アルゴリズムを提案する. 数値実験の結果
は第 6章にまとめられている.

2 DAE と行列束
多項式 $a(s)$ の次数を $\deg a(s)$ と表す. ただし, degO $=-\infty$ と定義する. 多項式行列 $A(s)=$

$(akl(s))$ において, 任意の $(k,l)$ に対して $\deg a_{k}i(s)\leq 1$ が成り立つとき, $A(s)$ を行列束と呼ぶ. 定
義より, 行列束 $A(s)$ は定数行列 $A_{0},$ $A_{1}$ を用いて $A(s)=A_{0}+sA_{1}$ と表せる. 行列束 $A(s)$ の行列式
が恒等的に零でない多項式であるとき, $A(s)$ は正則であるといわれる.
線形時不変 DAE は $n\cross n$ の定数行列 $A_{0},$ $A_{1}$ を用いて次のように書ける:

$A_{0}x(t)+A_{1} \frac{dx(t)}{dt}=f(t)$ . (1)

両辺をラプラス変換すると, 行列束 $A(s):=A_{0}+sAi$ を用いて $A(s)\tilde{x}(s)=\tilde{f}(s)+A_{1}x(0)$ と記述
できる. ここで, 変数 $s$ は時間 $t$ に関する微分演算子 $d/dt$ を表す.

定理 2.1 ([4, Theorem 2.3.1]). 線形時不変 DAE (1) の可解性は, 行列束 $A(s)$ の正則性と同値で
ある.

定理 21より, $A(s)$ は正則であると仮定してよい. 行列束 $A(s)$ の行集合を $R$ , 列集合を $C$ とす
る. 行集合 $K\subseteq R$ , 列集合 $L\subseteq C$ で定まる $A(s)$ の小行列を $A[K, L]$ と表す. さらに, 行列束 $A(s)$

の大きさ $r$ の小行列における行列式の最大次数を $\delta_{r}(A)$ と表す:

$\delta_{r}(A)=\max\{\deg\det A[K, L]||K|=|L|=r, K\subseteq R, L\subseteq C\}$ .
$K,L$

このとき, 線形時不変 DAE (1) の幕零指数 $\nu(A)$ は

$\nu(A)=\delta_{n-1}(A)-\delta_{n}(A)+1$

により定義される. 単純な DAE の例として, 常微分方程式と代数方程式が挙げられる. 常微分方程
式の指数は $0$ であり, 代数方程式の指数は 1である.

3 混合解析

本稿は, 抵抗, キャパシタ, インダクタ, 独立電源, 従属電源からなる線形時不変回路を対象とす
る. 本章では, 混合解析の手順を述べる.
回路の結線構造を表すグラフを $G=(W, E)$ とする. このとき, $G$の枝は素子に対応する. 回路の仮

定から, 独立電圧源のみからなる閉路, 独立電流源のみからなるカットセットは存在しないとしてよ
い. 独立電圧源, 独立電流源の枝集合をそれぞれ $E_{g},$ $E_{h}$ とし, $E_{*}:=E\backslash (E_{g}\cup E_{h})$ を $E_{y}\cup E_{z}=E_{*}$ ,
馬寡 $E$

。
$=\emptyset$ となるように馬と E。に分割する. ただし, キャパシタと従属電流源は $E_{y}$ に, インダ

クタと従属電圧源は E。に含まれるものとする.
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電流ベクトルを $\xi$ , 電圧ベクトルを $\eta$ とする. 既約カットセット行列を $\Psi$ , 既約閉路行列を $\Phi$ と表
すと, Kirchhoffの電流則 (KCL) から $\Psi\xi=0$ が, Kirchhoffの電圧則 (KVL) から $\Phi\eta=0$ が

導かれる. 与えられた分割 $(E_{y}, E_{z})$ に対し, $\xi$ と $\eta$ を次のように分ける:

$\xi=(\begin{array}{l}\xi_{g}\xi_{y}\xi_{z}\xi_{h}\end{array})$ , $\eta=(\begin{array}{l}\eta_{g}\eta_{y}\eta_{z}\eta_{h}\end{array})$ .

ここで, 下付き添え字は $E$ の分割に対応する. KCL, KVL, 素子特性の式からなる方程式を回路方
程式という. ラプラス変換後の回路方程式は以下のようになる:

$(\begin{array}{llllllll} \Psi O O \Phi O I O OO O Z(s) Y(s) I OO O O O IO O OO O O I OO O O\end{array})[\frac{\xi_{h}\xi_{z}\xi_{y}\xi_{g}}{\eta_{h}\eta_{y}\eta_{z}\eta_{g}})=(\begin{array}{l}0000g(s)h(s)\end{array})$ .

このとき係数行列 $A(s)$ は行列束になる.
$G$ の全域木のうち, $E_{g}$ の枝をすべて含み, $E_{h}$ の枝をまったく含まず, $E_{y}$ の枝をできるだけ多く

含む木 $T$ を基準木という. 基準木 $T$ の補木を $\overline{T}=E\backslash T$ と表す.
行列束 $A(s)$ の行集合と列集合をそれぞれ $R,$ $C$ とする. 与えられた分割 $(E_{y}, E_{z})$ に対し, $E_{g},$ $E_{y}$ ,

$E_{z},$ $E_{h}$ に含まれる素子の電流変数と電圧変数に対応する $A(s)$ の列集合を $I_{g},$ $I_{y},$ $I_{z},$ $I_{h}$ と $V_{g},$ $V_{y}$ ,
$V_{z}$ , 砿で表す. さらに, 与えられた基準木 $T$ に対し, $E_{y}\cap T$ と $E_{y}$ 口 $\overline{T}$ に含まれる素子の電流変数と
電圧変数に対応する $A(s)$ の列集合を $I_{y}^{\tau},$ $I_{y}^{\lambda}$ と $V_{y}^{\tau},$ $V_{y}^{\lambda}$ で表す. ここで, 上付き添え字 $\tau$ と $\lambda$ はそれ
ぞれ木 $T$ と補木 $\overline{T}$ を意味する. 同様にして, $I_{z}^{\tau},$ $I_{z}^{\lambda}$ と $V_{z}^{\tau},$ $V_{z}^{\lambda}$ を定義する. さらに, $I^{\tau}=I_{9}\cup I_{y}^{\tau}\cup I_{z}^{\tau}$,
$V^{\lambda}=V_{y}^{\lambda}\cup V_{z}^{\lambda}\cup V_{h}$ と定める. KCL, KVL, 素子特性の式に対応する $A(s)$ の行集合を $Ri,$ $R_{V},$ $S$ で

表す.

分割 $(E_{y}, E_{z})$ と基準木 $T$ が与えられたとき, $\Psi$ と $\Phi$ が $T$ に関する基本カットセット行列と基本
閉路行列であるような回路方程式の係数行列を $A_{T}(s)$ とする. これは, $A(s)$ を行集合 $Ri\cup R_{V}$ にお

ける行変形により, $A_{T}[R_{I}, I^{\tau}]=I$ と $A_{T}[R_{V}, V^{\lambda}]=I$ を満たす行列 $A_{T}(s)$ に変形することを意味
する. さらに, $K\subseteq R$ と $L\subseteq C$が同じ添え字をもつならば $A_{T}[K, L]=I$ となるように, $I_{g},$ $I_{y}^{\tau},$ $I_{z}^{\tau}$

と $V_{y}^{\lambda},$ $V_{z}^{\lambda},$ $V_{h}$ に対応する行集合を $R_{g},$ $R_{y}^{\tau}$ , 驚と $R_{y}^{\lambda},$ $R_{z}^{\lambda},$ $R_{h}$ で定義する. 同様にして, $I_{y},$ $V_{z},$ $V_{g}$ ,
Iゐに対応する行集合を $S_{y},$ $S_{z},$ $S_{g},$ $S_{h}$ と定める. 素子 $e$ の電流変数と電圧変数に対応する列を $i_{e}$ と
$v_{e}$ で表す. 基準木の定義より, $A_{T}(s)$ は以下の性質を有する.

補題 3.1 ([14, Lemma 2]). 基準木 $T$ に対し, $A_{T}[$驚 $, I_{y}^{\lambda}]=O$ と $A_{T}[R_{y}^{\lambda}, V_{z}^{\tau}]=O$が成り立っ.
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よって $A_{T}(s)$ は次のようになる:

$I_{g}$ $I_{y}^{\tau}$ $I_{y}^{\lambda}$ $I_{z}^{\tau}$ $I_{z}^{\lambda}$ $I_{h}$ $V_{g}$ $V_{y}^{\tau}$ $V_{y}^{\lambda}$ $V_{z}^{\tau}$ $V_{z}^{\lambda}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

ただし, $*$ は定数行列, $**$ は行列束を意味する. このように, $A_{T}(s)$ は分割 $(E_{y}, E_{z})$ と基準木 $T$ が与
えられて初めて定まる行列束である.
ここで, $P=R\backslash (R_{y}^{\tau}\cup R_{z}^{\lambda})$ と $Q=C\backslash (I_{z}^{\lambda}\cup V_{y}^{\tau})$ を定義する. さらに, $B=A_{T}[P,$ $Q|,$ $F=$

$A_{T}[P, C\backslash Q],$ $G=A_{T}[R\backslash P, Q],$ $H=A_{T}[R\backslash P, C\backslash Q]$ とし, 以下の行変形により $A_{T}$ を $\tilde{A}\tau$ に変
形する:

$A_{T}=(\begin{array}{ll}B FG H\end{array})arrow\tilde{A}_{T}=(\begin{array}{ll}I O-GB^{-1} I\end{array})(\begin{array}{ll}B FG H\end{array})=(\begin{array}{ll}B FO H-GB^{-1}F\end{array})$ . (2)

得られた行列 $\tilde{A}_{T}$ の小行列 $H-GB^{-1}F$ を $D$ と表す.
行列束 $B_{\}}F,$ $G,$ $H,$ $D$ において, 変数 $s$ を $d/dt$ で置き換えた行列を $\hat{B},\hat{F},\hat{G},\hat{H},\hat{D}$ として, 次

の DAE を考える:

$\hat{B}x_{1}(t)+\hat{F}x_{2}(t)=f_{1}(t)$ , (3)
$\hat{G}x_{1}(t)+\hat{H}x_{2}(t)=f_{2}(t)$ . (4)

行変形 (2) を適用することで

$\hat{B}x_{1}(t)=f_{1}(t)-\hat{F}x_{2}(t)$ , (5)
$\hat{D}x_{2}(t)=f_{2}(t)-\hat{G}\hat{B}^{-1}fi(t)$ (6)

を得る. DAE (6) は混合方程式と呼ばれる. $I_{g},$ $I_{y}^{\tau}$ , $I_{y}^{\lambda},$ $I_{z}^{\tau},$ $I_{z}^{\lambda},$ $I_{h}$ に対応する電流変数を $\xi_{g},$ $\xi_{y}^{r},$ $\xi_{y}^{\lambda}$ ,
$\xi_{z}^{\tau},$ $\xi_{z}^{\lambda}$ , a と表し

$\rangle$

$V_{g},$ $V_{y}^{\tau}$ , $V_{\nu^{\lambda}},$ $V_{z}^{\tau},$ $V_{z}^{\lambda},$ $V_{h}$ に対応する電圧変数を $\eta_{g},$ $\eta_{y}^{\tau},$
$\eta_{y}^{\lambda},$ $\eta_{x}^{\tau},$ $\eta_{z}^{\lambda},$

$\eta_{h}$ と表す.
このとき, 混合解析の手順は以下のようになる:

1. a と $\eta_{g}$ の値は行集合 $S_{h}$ と $S_{9}$ に対応する式から明らかである.

2. 混合方程式 (6) を解いて $\xi_{z}^{\lambda}$ と $\eta_{y}^{\tau}$ の値を求める.

3. ステップ 1-2の値を $R_{z}^{\tau}$ と $R_{y}^{\lambda}$ に対応する式に代入して, $\xi_{\text{。}}^{\tau}$ と $\eta_{y}^{\lambda}$ の値を計算する.
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4. ステップ 1-3の値を $S_{y}$ と S。に対応する式に代入して, $\xi_{y}^{r},$ $\xi_{y}^{\lambda},$ $\eta_{z}^{\tau},$
$\eta_{z}^{\lambda}$ の値を計算する.

5. ステップ 1-4の値を $R_{g}$ と $R_{h}$ に対応する式に代入して, $\xi_{g}$ と $\eta_{h}$ の値を計算する.

$E_{y}=\emptyset$ の場合, 上記の手順は閉路解析やタイセット解析と呼ばれる. また, $E_{z}=\emptyset$ の場合はカッ
トセット解析と呼ばれる. カットセット解析は本質的にはMNA と等価であることが知られている.
混合方程式が DAE になるためには, $D=H-GB^{-1}F$ が行列束になることが必要である. いま

$B=A_{T}[P, Q]$ は行列束なので, $D$ が行列束になることは明らかではない. さらに, ステップ 3-5に

おいて代入操作のみで値を計算するためには, $B$ は対角成分がすべて 1の上三角行列となることが
必要である. これらは, 次の補題により保証される.

補題 3.2 ([14, Lemma 3]). $E_{y}$ がキャパシタと従属電流源をすべて含み, $E_{z}$ がインダクタと従属電
圧源をすべて含むならば, $B$ は置換操作によって対角成分がすべて 1の上三角行列に変形可能であ
り, $D$ は行列束になる.

ステップ 3以降はすべて代入操作なので, 解くべき DAE は混合方程式 (6) のみになる. よって,
混合解析における数値計算の難しさは, 混合方程式 (6) の指数 $\nu(D)$ によって決まる.

4 混合方程式の指数

本章では, 混合方程式の指数に対する特徴づけを与える. 分割 $(E_{y}, E_{z})$ と基準木 $T$ が与えられた

とき行変形 (2) を考える. 各 $k\in R$ と $l\in C$ に対し, $k$ 行 $l$ 列を除いた $A_{T}(s)$ の余因子 $\det A_{T}[R\backslash$

$\{k\},$ $C\backslash \{l\}]$ の次数を $d_{kl}$ と表す. $A_{T}[R\backslash \{k\}, C\backslash \{l\}]$ から $\tilde{A}_{T}[R\backslash \{k\}, C\backslash \{l\}]$ への変形を考え
ると,

$d_{kl}=$ deg det $\tilde{A}_{T}[R\backslash \{k\}, C\backslash \{l\}]$ , $\forall k\in R\backslash P,$ $\forall l\in C$

が成立する. 行列束 $A_{T}(s)$ の大きさを $n$ とすると, 混合方程式の指数 $\nu(D)$ は次のように表現できる.

補題 4.1 ([14, Lemma 4]). 与えられた分割 $(E_{y}, E_{z})$ と基準木 $T$ に対し,

$\nu(D)=\max\{d_{kl}k,l|k\in R\backslash P, l\in C\backslash Q\}-\delta_{n}(A_{T})+1$

が成り立っ.

補題 41から, 指数 $\nu(D)$ は $k\in R\backslash P$ と $l\in C\backslash Q$ を満たす $d_{kl}$ の最大値によって決まることが
わかる. さらに, 指数 $\nu(D)$ は以下の性質を持つ.

定理 4.2 ([14, Theorem 4]). 分割 $(E_{y}, E_{z})$ に対し, 混合方程式の指数 $\nu(D)$ は任意の基準木で同じ
である.

定理 42は, 混合方程式の指数が分割 $(E_{y}, E_{z})$ のみによって決まることを意味する. 混合解析で
は与えられた分割 $(E_{y}, E_{z})$ と基準木 $T$ に依存して, 回路方程式の係数行列 $A(s)$ を $A_{T}(s)$ へ変形し
なければならない. しかし, すべての $d_{kl}$ の値がこの変形のもとで不変であるわけではない. そこで,
次数行列を導入する. 次数行列は, 行変形 (2) のもとで不変な $d_{kl}$ の値を保持する行列である. ここ

で, $E_{*}$ の電流変数と電圧変数に対応する集合を $I_{*}$ と $V_{*}$ とおく.
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定義 43(次数行列). 各 $k\in I_{*}\cup V_{*}$ と $l\in I_{*}\cup V_{*}$ に対し;

$\theta_{ki=}$ deg det $(\begin{array}{lll}A[R_{I}\cup R_{V} \backslash C\{l\}] A[R_{I}\cup R_{V},\{k\}]A[S,C \backslash \{l\}] 0\end{array})$

と定義する. 次数行列は $\Theta=(\theta_{kl})$ で定義される, 行集合と列集合が $I_{*}\cup V_{*}$ の行列である.

回路方程式の係数行列 $A(s)$ は一意ではないが, 次数行列は回路に対して一意に定まる. 行集合
$Ri\cup R_{V}$ と列集合 $I^{\tau}\cup V^{\lambda}$ が, $A_{T}[R_{I}\cup R_{V}, I^{\tau}\cup V^{\lambda}]=I$ により定まる一対一対応を持つことに注
意すると, 次数行列 $\Theta$ と余因子の次数 $d_{kt}$ は次のような関係を持つ.

補題 4.4 ([14, Lemma 7]). 分割 $(E_{y}, E_{z})$ と基準木 $T$ が与えられたとき, 任意の $k\in Ri\cup R_{V}$ と
$l\in I_{*}\cup V_{*}$ に対し $d_{k}[=\theta_{ji}$ が成立する. ただし, $j\in I^{\tau}\cup V^{\lambda}$ は行 $k$ に対応する列である.

補題 44は, 混合方程式の指数が次数行列 $\Theta$ を用いて表現できることを意味する. 実際に指数
$\nu(D)$ は, $k\in I_{y}\cup V_{z}$ と $l\in I_{z}\cup V_{y}$ を満たす $\theta_{kl}$ の最大値を用いて次のように記述できる.

定理 4.5 ([14, Theorem 5]). 行列束 $A(s)$ を回路方程式の係数行列とする. 与えられた分割 $(E_{y}, E_{z})$

に対し,

$\nu(D)=\max\{\theta_{kt}k,l|k\in I_{y}\cup V_{\text{。}},l\in I_{z}\cup V_{y}\}-\delta_{n}(A)+1$

が成り立っ.

5 混合方程式の指数最小化

回路方程式の係数行列を $A(s)$ , 次数行列を $\Theta=(\theta_{kl})$ とおく. 定理 45より, 混合方程式の指
数を最小化するためには, $\max\{\theta_{kl}|k\in I_{y}\cup V_{z}, l\in I$。 $\cup V_{y}\}$ を最小化すればよい. 本章では,
$\max\{\theta_{k}[|k\in I_{y}\cup V_{z},l\in I_{z}\cup V_{y}\}$ を最小化する分割 $(E_{y}, E_{z})$ を求めるアルゴリズムを提案する.

定理 5.1 ([14, Theorem 6]). 混合方程式の指数 $\nu(D)$ が $\alpha-\delta_{n}(A)+1$ 未満になるためには, $\theta_{kl}\geq\alpha$

を満たす任意の $k$ と $l$ に対して以下の $(i)-(iv)$ が成立することが必要十分である:

(i) $k=i_{e}$ と $l=i_{f}$ に対して $\theta_{kl}\geq\alpha$ ならば, e $\in$ E。または $f\in E_{y}$ が成り立っ.

(ii) $k=i_{e}$ と $l=vf$ に対して $\theta_{kl}\geq\alpha$ ならば, $e\in E_{z}$ または $f\in E_{z}$ が成り立っ.

(iii) $k=v_{e}$ と $l=i_{f}$ に対して $\theta_{kl}\geq\alpha$ ならば, $e\in E_{y}$ または $f\in E_{y}$ が成り立っ.

(iv) $k=v_{e}$ と $l=vf$ に対して $\theta_{kl}\geq\alpha$ ならば, $e\in E_{y}$ または $f\in E_{z}$ が成り立っ.

条件 $(i)-(iv)$ を満たす分割 $(E_{y}, E_{z})$ を見つける問題を, 以下のように $2SAT$ に帰着する. ブール変
数 $u_{e}$ の否定を -u。と表す. 各素子 $e\in E_{*}$ に対し, $u_{e}=0$ は $e\in E_{y}$ を, $u_{e}=1$ は e $\in$ E。を表す. ま
ず $(E_{y}, E_{z})$ が分割の条件を満たすように, 素子 $e$ がキャパシタまたは従属電流源ならば $u_{e}=0$ と,
$e$ がインダクタまたは従属電圧源ならば $u_{\epsilon}=1$ とおく. 次に, (i) を $u_{\epsilon}\vee\overline{u}f=1$ , (ii) を $u_{e}\vee uf=1$ ,
(iii) を $\overline{u}_{e}\vee\overline{u}_{f}=1$ , (iv) を $\overline{u}_{e}\vee u_{f}=1$ と書き換える. こうして以下の問題を得る:

$2SAT(\alpha)$ 次の (1)$-(6)$ を満たす実行可能解 $u_{e}$ を求める.
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(1) $e$ がキャパシタまたは従属竜流源ならば, $u_{e}=0$ である.

(2) $e$ がインダクタまたは従属電圧源ならば, $u_{e}=1$ である.

(3) $k=i_{e}$ と $l=i_{f}$ に対して $\theta_{kl}\geq\alpha$ ならば, $u_{e}\vee\overline{u}_{f}=1$ である.

(4) k $=$ ie.と $l=v_{f}$ に対して $\theta_{kl}\geq\alpha$ ならば, $u_{e}\vee u_{f}=1$ である.

(5) $k=v_{e}$ と $l=i_{f}$ に対して $\theta_{kl}\geq\alpha$ ならば, $\overline{u}_{e}\vee\overline{u}_{f}=1$ である.

(6) $k=v_{\epsilon}$ と $l=v_{f}$ に対して $\theta_{kl}\geq\alpha$ ならば, $\overline{u}_{\epsilon}\vee u_{f}=1$ である.

$2SAT$ は, 論理変数と節のサイズの線形時間で解けることが知られている [2].
混合方程式の指数を最小化する分割を求めるアルゴリズムは以下のようになる.

混合解析における指数最小化アルゴリズム

ステップ 1: 次数行列 $\Theta=(\theta_{kl})$ を計算する.

ステップ 2: $E_{y}arrow\{e|e$ : キャパシタまたは従属電流源 $\}$ , $E_{z}arrow E_{*}\backslash E_{y}$ ,
$\alphaarrow m\alpha\{\theta_{kl}|k\in I_{*}\cup V_{*},$ $l\in I_{*}\cup V_{*}\}$ .

ステップ 3: $2SAT(\alpha)$ を解き, 実行可能解 $u_{e}$ を求める. $2SAT(\alpha)$ が実行不可能なら, ステップ 5 ヘ.

ステップ 4: $E_{y}arrow\{e|u_{\epsilon}=0\},$ $E_{z}arrow\{e|u_{e}=1\},$ $\alphaarrow\alpha-1$ として, ステップ 3 ヘ.

ステップ 5: $(E_{y}, E_{z})$ と $\alpha$ を出力する.

混合解析における指数最小化アルゴリズムは, 最適な分割 $(E_{y}, E_{z})$ と, $2SAT(\alpha)$ が実行不可能で
ある $\alpha$ の最大値を出力する. 定理 51により, この分割 $(E_{y},$ $E_{z})$ に関する任意の基準木に対して, 混
合方程式の指数は $\alpha-\delta_{n}(A)+1$ になる. 上のアルゴリズムにおいて, ステップ 4で $\alpha$ を 1ずつ減
らす代わりに二部探索を利用してもよい.
最後に, 提案するアルゴリズムの計算複雑度について述べる. 回路方程式の係数行列の大きさを

$n$ とおく. このとき, 回路中の素子の数は $n/2$ となる. 大きさ $\gamma$ の正方な行列束の行列式の次数は,
$O(\gamma^{4})$ 時間で計算できる $[$ 13$]$ . このアルゴリズムを $n^{2}$ 回繰り返すことにより, 次数行列を $O(n^{6})$ 時
間で求められる. $2SAT(\alpha)$ は $O(n)$ 個の論理変数と $O(n^{2})$ 個の節を持つので, $O(n^{2})$ 時間で解くこ
とができる. 以上より, 本アルゴリズムの全体の計算複雑度は $O(n^{6})$ となる.
次数行列の計算を高速化できれば, 本アルゴリズムの計算複雑度も高速化できる. $[$15$]$ において,
著者らは素子のパラメータが代数的独立という仮定のもとで, 次数行列を $O(n^{3})$ 時間で計算するア
ルゴリズムを提案した. この仮定は, $A(s)$ が混合多項式行列 $[$22$]$ であることを意味する. このよう
にして, 混合解析における指数最小化アルゴリズムの計算複雑度は $O(n^{3})$ に改善できる.

6 数値実験

本章では, 提案するアルゴリズムを図 1と図 2の回路に適用する.
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図 1: 従属電流源を含む回路. 図 2: 相互インダクタを含む回路.

例 61(指数 3の電気回路 [9]). 図 1の回路は, 指数 3の回路方程式

$[a0000001$ $-10000001$ $00000011$ $s_{0}L000001$ $00000011$ $s_{0}C-100000$ $00000001$
$\frac{}{0}1\frac{000}{0,0}1]\{\begin{array}{l}\overline{\xi}_{V}\tilde{\xi}_{C}\overline{\xi}_{I}\tilde{\xi}_{L}\overline{\eta}_{V}\tilde{\eta}_{C}\overline{\eta}_{I}\tilde{\eta}_{L}\end{array}\}=\{\begin{array}{l}0000\tilde{V}(s)000\end{array}\}$

により記述される. この回路に MNA を適用すると指数 3の DAE を得る [9]. 一方混合解析では, 分
割 $(E_{g}, E_{h}, E_{y}, E_{z})=(\{V\}, \emptyset, \{C,I\}, \{L\})$ と基準木 $T=\{V, I\}$ に関して混合解析を適用すること
で, 指数 2の行列束

$D=(\begin{array}{ll}l 0sL -1\end{array})$

を得る. この場合の混合方程式は $\overline{\xi}_{L}=-saC\tilde{V}(s),$ $sL\tilde{\xi}_{L}-\tilde{\eta}_{I}=0$ となる.
$C=5[\mu F],$ $L=8[mH],a=0.99,$ $V(t)=10\sin(200t)$ 団とおき, MNA から導出される DAE
と混合解析から導出される DAE を Matlab の DAE ソルバー RADAU5を用いて解き, 解析解と比
較する. 混合解析の数値解は解析解にほぼ一致しており, 指数を減らすと誤差が小さくなることが
図 3と図 4から確認できる.

例 62(指数 2の電気回路). 図 2の回路は, 指数 2の回路方程式

$[000000$ $R_{1}000000001$ $R_{2}000000001$ $sL_{1}sM00000001$ $sL_{2}sM00000001$ $0000000011$ $\frac{000001}{00,0}1$ $-1000000001$ $\frac{00000001}{0}1$ $-1000000001]\{\begin{array}{l}\tilde{\xi}_{V}\tilde{\xi}_{R_{1}}\tilde{\xi}_{R_{2}}\tilde{\xi}_{L_{1}}\overline{\xi}_{L_{2}}\tilde{\eta}_{V}\tilde{\eta}_{R_{1}}\tilde{\eta}_{R_{2}}\tilde{\eta}_{L_{1}}\overline{\eta}_{L_{2}}\end{array}\}=\{\begin{array}{l}00000\tilde{V}(s)0000\end{array}\}$
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図 3: 例 61のインダクタを流れる電流値:

MNA の数値解 (一点破線), 混合解析の数値
解 (実線), 解析解 (点線).

図 4: 例 61のインダクタを流れる電流値の
誤差: MNA の誤差 (一点破線), 混合解析の
誤差 (実線).

により記述される. この回路に MNA を適用すると指数 2の DAE を得るが, 混合解析ではより指
数の低い DAE を得られる. 混合解析における指数最小化アルゴリズムの流れは以下のようになる.
ただし, 素子のパラメータは代数的独立と仮定する.

ステップ 1: 次数行列 $\Theta$ は次のようになる:

$\tilde{\xi}_{R_{1}}$ $\tilde{\xi}_{R_{2}}$ $\tilde{\xi}_{L_{1}}$

$\Theta=\tilde{\xi}_{R_{2}}\tilde{\xi}_{R_{1}}\tilde{\eta}_{R_{2}}\tilde{\eta}_{R_{1}}\tilde{\eta}_{L_{1}}\tilde{\eta}_{L_{2}}\frac{\tilde{\xi}}{\xi}L_{1}L_{2}[00000111$ $00001011$ $00000011$

$\tilde{\xi}_{L_{2}}$
$\tilde{\eta}_{R_{1}}$ $\tilde{\eta}_{Rz}$ $\tilde{\eta}_{L_{1}}$ $\tilde{\eta}_{L_{2}}$

$00000011$ $00001011$ $00001011$ $22111111$ $22111111]$ .

次数行列の計算には, 混合多項式行列の小行列式の次数を求めるソルバー VIAP[7] を利用
した.

ステップ 2: $E_{y}arrow\emptyset,$ $E_{z}arrow\{R_{1}, R_{2}, L_{1}, L_{2}\},$ $\alphaarrow 2$ とする.

ステップ 3: $2SAT(2)$ :

$uL_{1}=1,$ $u_{L_{2}}=1,$ $(u_{L_{1}}\vee u_{L_{1}})\wedge(u_{L_{1}}\vee u_{L_{2}})\wedge(uL_{2}\vee u_{L_{1}})\wedge(u_{L_{2}}\vee u_{L_{2}})=1$

の解として $u_{R_{1}}=0,$ $u_{R_{2}}=0,$ $u_{L_{1}}=1,$ $u_{L_{2}}=1$ が存在するので, $2SAT(2)$ は実行可能である.

ステップ 4: $E_{y}arrow\{R_{1}, R_{2}\},$ $E_{z}arrow\{L_{1}, L_{2}\},$ $\alphaarrow 1$ とする.

ステップ 3: $2SAT(1)$ を解く. $uL_{1}=1$ と $uL_{2}=1$ を代入すると, $2SAT(1)$ は次のように書ける:

$u_{L_{1}}=1,$ $uL_{2}=1,$ $(uR_{1}\vee\overline{u}_{R_{1}})\wedge(u_{R_{1}}\vee u_{R_{1}})\wedge(u_{R_{2}}\vee\overline{u}_{R_{2}})\wedge(u_{R_{2}}\vee u_{R_{2}})=1$ .

解として $u_{R_{1}}=1,$ $u_{R_{2}}=1,$ $u_{L_{1}}=1,$ $u_{L_{2}}=1$ が存在するので, $2SAT(1)$ は実行可能である.
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ステップ 4: $E_{y}arrow\emptyset,$ $E_{z}arrow\{R_{1}, R_{2}, L_{1}, L_{2}\},$ $\alphaarrow 0$ とする.

ステップ 3: $2SAT(0)$ は実行不可能である.

ステップ 5: $(E_{y}, E_{z})=(\emptyset, \{R_{1}, R_{2}, L_{1}, L_{2}\})$ と $\alpha=0$ を出力する.

このアルゴリズムは分割 $(E_{y}, E_{z})=(\emptyset, \{R_{1}, R_{2},L_{1}, L_{2}\})$ と $\alpha=0$を出力する. いま deg detA $=1$

なので, 得られる混合方程式の指数は $0$ になる. 実際, 分割 $(E_{y}, E_{z})=(\emptyset, \{R_{1}, R_{2}, L_{1}, L_{2}\})$ と基準
木 $T=\{V, R_{1}, R_{2}, L_{1}\}$ に関する混合方程式は

$(R_{1}+R_{2}+sL_{1}+sL_{2}+2sM)\tilde{\xi}_{L_{2}}=-\tilde{V}(s)$

となり, 常微分方程式であることが確認できる.

7 おわりに

本稿では, 線形時不変回路を対象として, 混合方程式の指数を最小化する組合せ的アルゴリズム
を提案した. また, 指数を減らすと誤差が小さくなることを数値実験により確認した.
最後に, 混合方程式の指数に関して最近得られた他の結果を紹介する. 線形時不変回路において混

合解析を適用した結果, MNA を適用した場合より指数が大きくならないことが明らかになった [25].
これは, 数値計算の観点からみた混合解析の MNA に対する優位性を示唆している. さらに, RLC
回路に限定した場合, 混合方程式の指数が常に 1以下であることが証明され, 指数が $0$ となる回路の
構造的特徴付けが与えられた [25]. これらの結果は非線形時変回路に拡張されたが [16], 従属電源
を含む回路の指数は 2以上になることがある. 従属電源を含む一般の非線形時変回路への本アルゴ
リズムの拡張は今後の課題である.
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