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概要. $X,$ $Y$ は空でない集合, $\mathcal{E},$ $\mathcal{F}$ はそれぞれ X. $Y$ の部分集合からなる集合体
とする. 与えられた $\mathcal{E},$ $\mathcal{F}$ 上の非加法的測度 $\mu,$ $\nu$ に対して, それらを周辺測度に
もつ直積集合体 $\mathcal{E}x\mathcal{F}$ 上の非加法的歪直積 $\lambda$ は一様自己連続と仮定する. このと

き, $\mu$ が連続で $\nu$ がコンパクトならば $\lambda$ は連続となる. 歪直積 $\lambda$ のコンパクト性に

関しても同様の結果が成り立つ.

1. 序論

以下では, $X,$ $Y$ は空でない集合, $\mathcal{E},$ $\mathcal{F}$ はそれぞれX. $Y$の部分集合からなる集

合体とする. また, 直積集合 $X\cross Y$ の可測長方形 $E\cross F(E\in \mathcal{E}, F\in \mathcal{F})$全体から

生成される集合体を $\mathcal{D}$ で表す. 集合関数 $\mu:\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+},$ $\nu:\mathcal{F}arrow \mathbb{R}^{+}$ . $\lambda$ : $\mathcal{D}arrow \mathbb{R}^{+}$ に

対して, すべての $E\in \mathcal{E},$ $F\in \mathcal{F}$で, $\lambda(E\cross Y)=\mu(E)$ かつ $\lambda(X\cross F)=\nu(F)$ が成

り立つとき, $\lambda$ は $\mu$ と $\nu$ の歪直積 (indirect product) という. 1953年に Marczewski
と Ryll-Nardzewski [7, 91は, $\mu,$ $\nu,$

$\lambda$ が有限加法的な場合に, 歪直積の連続性 (す
なわち, 可算加法性) とコンパクト性に関して次の結果を与えた.

(I) $\mu$ が連続で $\nu$ がコンパクトならば $\lambda$ は連続.

(II) $\mu$ と $\nu$ がともにコンパクトならば $\lambda$ もコンパクト.

彼らの結果 (以下では, 簡単のために M-RN 定理と呼ぶ) は, 直積空間上の測度の

連続性やコンパクト性は, その各因子空間上への射影測度のもつ性質で決定される
ことを意味し, 測度論における基本定理として極めて重要であるのみならず, 多く

の応用をもつ. 例えば, 与えられた周辺測度と台をもつ直積空間上の測度の存在性
に関する Strassen の定理 $[$ 11 $]$ は, M-RN 定理を用いて示される. この報告集では,

M-RN定理 (I) と (II) が, 非加法的測度論の枠組みではどのような形で定式化される
かを報告する.
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第 2章では, 非加法的測度の零加法性や弱零加法性の概念を漸近化した, 漸近零

加法性や弱漸近零加法性の概念を導入し. それらは, 測度が定義された集合体を, そ

の集合体に属する集合の可算積全体からなるより広い集合族に拡大して得られる測
度の零加法性, 弱零加法性で特徴付けられることを述べる. 漸近零加法性の概念は,

測度の連続性に関する Alexandroff定理を非加法化する際に利用される. 一方, 弱

漸近零加法性の概念は, M-RN定理 (II) を定式化する際に用いられる. 第 3章では,

M-RN 定理 $($ I $)$ は, 直積集合体上の一様自己連続な非加法的歪直積測度に対して成
立すること, 一方, M-RN定理 (II) は, 一様自己連続性より弱い条件である弱漸近

零加法性を仮定するだけで成立することを報告する.
この論文は, 既に公表された論文 [6] の要約であり, 証明などは原論文を参照して

いただきたい.

2. 準備

この章では, 非加法的測度に関する定義や基本性質をまとめる. 以下では, $\mathbb{R},$ $\mathbb{R}^{+}$ ,

$N$ で, 実数全体, 非負実数全体, 自然数全体を表す. また, $X$ は空でない集合, $\mathcal{F}$

は $X$ の部分集合からなる集合体とする.

定義 21. 集合関数 $\mu$ : $\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ は

(i) $\mu(\emptyset)=0$

(ii) $A,$ $B\in \mathcal{E}$ で $A\subset B$ ならば $\mu(A)\leq\mu(B)$ (単調増加性)

を満たすとき, 非加法的測度 (non-additive measure) という.

非加法的測度論で頻繁に用いられる基本概念を以下でまとめる. 非加法的測度に
関するさらなる情報を得るには, 例えば [2, 10, 12] を見よ.

定義 22. 非加法的測度 $\mu$ : $\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ は

(1) $A_{n}\in \mathcal{E}(n=1,2, \ldots),A\in \mathcal{E}$ で $A_{n}\downarrow A$ ならば $\mu(A_{n})\downarrow\mu(A)$ を満たすとき,

上から連続 (continuous from above) という.

(2) $A_{n}\in \mathcal{E}(n=1,2, \ldots),A\in \mathcal{E}$ で $A_{n}\uparrow A$ ならば $\mu(A_{n})\uparrow\mu(A)$ を満たすとき,

下から連続 (continuous from below) という.

(3) 上および下から連続なとき, 単に連続 (continuous) という. 連続な非加法的

測度のことをファジィ測度 (fuzzy measure) と呼ぶことがある.

(4) (1) が $A=\emptyset$に対して成り立つとき, すなわち $A_{n}\in \mathcal{E}(n=1,2, \ldots)$ で $A_{n}\downarrow\emptyset$

ならば $\mu(A_{n})\downarrow 0$ を満たすとき, 順序連続 (order continuous) という.

(5) $A,$ $B\in \mathcal{E}$ で $\mu(B)=0$ ならば $\mu(A\cup B)=\mu(A)$ となるとき, 零加法的 (null-

additive) という.

(6) $A,$ $B\in \mathcal{E}$ で $\mu(A)=\mu(B)=0$ ならば $\mu(A\cup B)=0$ となるとき, 弱零加法的

(weakly null-additive) という.
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(7) 任意の $A\in \mathcal{E}$ と $\{B_{n}\}_{n\epsilon N}\subset \mathcal{E}$ に対して, $\mu(B_{n})arrow 0$ならば $\mu(A\cup B_{n})arrow\mu(A)$

となるとき, 上から自己連続 (autocontinuous from above) という.

(8) 任意の $A\in \mathcal{E}$ と $\{B_{n}\}_{n\epsilon N}\subset \mathcal{E}$ に対して, $\mu(B_{n})arrow 0$ならば $\mu(A\backslash B_{n})arrow\mu(A)$

となるとき, 下から自己連続 (autocontinuous from below) という.
(9) 上および下から自己連続なとき, 単に自己連続 (autocontinuous) という.

(10) 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta>0$ が存在して. 任意の $A,$ $B\in \mathcal{E}$ に対して,
$\mu(B)<\delta$ ならば $\mu(A\cup B)<\mu(A)+\epsilon$ となるとき, 上から一様自己連続
(uniformly autocontinuous from above) という.

(11) 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta>0$ が存在して, 任意の $A,$ $B\in \mathcal{E}$ に対して,

$\mu(B)<\delta$ ならば $\mu(A\backslash B)>\mu(A)+\epsilon$ となるとき, 下から一様自己連続
(umiformly autocontinuous from below) という.

(12) 上および下から一様自己連続なとき, 単に一様自己連続 (umformly autocon-
tinuous) という.

(13) 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta>0$ が存在して, 任意の $A,$ $B\in \mathcal{E}$ に対して,

$\max(\mu(A), \mu(B))<\delta$ ならば $\mu(A\cup B)<\epsilon$ となるとき, pseudometric
generating property (単に. p.g. $p.$ ) をもつという.

(14) 互いに素な集合からなる任意の集合列 $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{E}$ に対して, $\mu(A_{n})arrow 0$

となるとき, 網羅的 (exhaustive) という.

この論文では, 零加法性や弱零加法性を漸近化した概念が必要となる. .

定競 23. 非加法的測度 $\mu:\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ は

(1) 任意の $A\in \mathcal{E}$ と任意の単調減少な $\{B_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{E}$ に対して, $\mu(A\cup B_{n})\downarrow\mu(A)$

となるとき. 漸近零加法的 (asymptotic null-additive) という.

(2) 任意の単調減少な $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{E}$ と $\{B_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{E}$ に対して, $\mu(A_{n}\cup B_{n})\downarrow 0$

となるとき, 弱漸近零加法的 (weakly asymptotic null-additive) という.

$X$ の部分集合からなる集合族 $C$ に対して, $C$ に属する集合の可算積全体からなる

集合族を $C_{\delta}$ で表す. 次に述べる非加法的測度の拡張定理は [12, Theorem 4.5] で与

えられた.

定理 24. 非加法的測度 $\mu;\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ は上から連続とする. このとき, $\mu$ は上から連

続な非加法的測度 $\mu^{*}:\mathcal{E}_{\delta}arrow \mathbb{R}^{+}$ に一意的に拡張可能. 実際, 各 $A\in \mathcal{E}_{\delta}$ に対して,

$\mu^{*}(A)=\inf\{\mu(B) :A\subset B\in \mathcal{E}\}$ と置けばよい.

非加法的測度 $\mu$の漸近零加法性や弱漸近零加法性は, 拡張された $\mu^{*}$ の零加法性や

弱零加法性で特徴付けられる.

命題 25. 非加法的測度 $\mu:\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ は上から連続とし, $\mu^{*}:\mathcal{E}_{\delta}arrow \mathbb{R}^{+}$ は定理 2.4で

与えられた $\mu$ の拡張測度とする. このとき以下が成り立つ.
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(1) $\mu$ は弱漸近零加法的 $\Leftrightarrow\mu^{*}$ は弱零加法的

(2) $\mu$ は漸近零加法的 $\Leftrightarrow\mu^{*}$ は零加法的

非加法的測度に関する種々の定義の間には, 以下の関係が成り立つ.

命題 26. $\mu:\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ は非加法的測度とする.

(1) $\mu$ に関して以下の主張が成り立つ.
$\bullet$ 一様自己連続 $\Leftrightarrow$ 上から一様自己連続 $\Leftrightarrow$ 下から一様自己連続
$\bullet$ 上から一様自己連続 $\Rightarrow p.g$.P. をもつ $\Rightarrow$ 弱漸近零加法的 $\Rightarrow$ 弱零加法的
$\bullet$ 上から一様自己連続 $\Rightarrow$ 上から自己連続 $\Rightarrow$ 漸近零加法的 $\Rightarrow$ 零加法的
$\bullet$ 漸近零加法的 $\Rightarrow$ 弱漸近零加法的

(2) $\mu$ は上から連続で, $\mathcal{E}$ は可算積に関して閉じているとする. このとき, 以下

の主張が成り立つ.
$\bullet$

$\mu$ は漸近零加法的 $\Leftrightarrow\mu$ は零加法的
$\bullet$

$\mu$ は弱漸近零加法的 $\Leftrightarrow\mu$ は弱零加法的

(3) 順序連続かつ漸近零加法的な非加法的測度は, つねに上から連続となる.

(4) すべての歪測度 (distorted measure), すなわち, 劣加法的測度 $m$ : $\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ と

$f(0)=0$を満たす狭義単調増加な連続関数 $f$ : $\mathbb{R}^{+}arrow \mathbb{R}^{+}$ を用いて, $\mu:=fom$

の形で与えられる $\mathcal{E}$上の非加法的測度 $\mu$は一様自己連続である. 例えば, $X:=$

$[0,3],$ $m$ を $X$上の Lebesgue測度, $f(x)$ $:=$ 〉$x(x\in[0,1]);x^{2}(x\in(1,3])$ と

すると, 歪測度 $\mu:=f\circ m$ は優加法性も劣加法性も満たさない一様自己連続
な非加法的測度となる.

Marczewski と Ryll-Nardzewski [7, 8] によって導入された測度のコンパクト性は,

基礎空間 $X$ に位相構造を仮定しない一般的な枠組みで, 測度の正則性 (Radon性) を

議論する際に重要な概念である.

定義 2.7. $\mu:\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ は非加法的測度とする.

(1) $X$ の部分集合からなる空でない族 $\mathcal{K}$ は, 任意の集合列 $\{K_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{K}$ に対し

て, $\bigcap_{n=1}^{\infty}K_{n}=\emptyset$ ならば, 適当な $n0\in \mathbb{N}$ が存在して, $\bigcap_{n=1}^{n_{0}}K_{n}=\emptyset$ となる

とき. コンパクト (compact) という.

(2) コンパクト集合族 $\mathcal{K}$ が存在して. 任意の $A\in \mathcal{E}$ に対して, 適当な集合列

$\{K_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{K}$ と $\{B_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{E}$を選べば, $B_{n}\subset K_{n}\subset A(n=1,2, \ldots)$ かつ

$\mu(A\backslash B_{n})arrow 0$ となるとき, $\mu$ はコンパクト (compact) という.

注意 2.8. (1) Hausdorff空間のコンパクト部分集合全体からなる族はコンパクト.
(2) $[7, 2-(i),(ii),(iii)]$ により, 上の定義の (2) において, コンパクト集合族 $\mathcal{K}$ は. 空

集合を含み, 有限和と有限積に関して閉じているように, また, $\{K_{n}\}_{n\in N}$ と $\{B_{n}\}_{n\in N}$

は単調増加な集合列として選べる.
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コンパクトな有限加法的測度はつねに連続となることを主張する有名な Alexan-
droffの定理 [1] は, 非加法的測度論では以下のように定式化される.

命題 2.9. コンパクトかつ漸近零加法的な非加法的測度は, つねに上から連続である.

系 210. コンパクトかつ自己連続な非加法的測度は, つねに連続である.

Alexandroff定理の Riesz空間値非加法的測度への拡張に関しては, [4, 5] を見よ.

3. 歪直積測度の連続性とコンパクト性

以下では, X. $Y$ は空でない集合, $\mathcal{E},$ $\mathcal{F}$ はそれぞれ $X,$ $Y$ の部分集合からなる
集合体とする. また, 直積集合 $X\cross Y$ の可測長方形 $E\cross F(E\in \mathcal{E}, F\in \mathcal{F})$ 全体か

ら生成される集合体を $\mathcal{D}$ で表す. $X\cross Y$ の部分集合 $C$ と $x\in X$ に対して, $C$ の x-
切片および水平射影を, それぞれ $C(x):=\{y\in Y:(X, y)\in C\}$ と $\pi[C]:=\{x\in X$ :
$\exists y\in Y,$ $(x, y)\in C\}$ で表す.

定義 3.1. $\mu$ : $\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+},$ $\nu$ : $\mathcal{F}arrow \mathbb{R}^{+},$ $\lambda$ : $\mathcal{D}arrow \mathbb{R}^{+}$ は非加法的測度とする. すべて

の $E\in \mathcal{E},$ $F\in \mathcal{F}$に対して, $\lambda(E\cross Y)=\mu(E)$ かつ $\lambda(X\cross F)=\nu(F)$ が成り立つ

とき, $\lambda$ は $\mu$ と $\nu$ の歪直積 (indirect product) という.

注意 32. 任意の $D\in \mathcal{D}$ に対して, $\pi[C]\in \mathcal{E}$ かつ $\lambda(C)\leq\mu(\pi[C])$ が成り立つ.

この講演概要の冒頭で述べた M-RN定理 (I) は, 非加法的測度論の枠組みでは次

のように定式化される.

定理 33. $\mu$ : $\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ と $\nu$ : $\mathcal{F}arrow \mathbb{R}^{+}$ は非加法的測度とする. $\lambda$ : $\mathcal{D}arrow \mathbb{R}^{+}$ は $\mu$ と $\nu$

の歪直積で, 一様自己連続とする. $\mu$ が順序連続で $\nu$ がコンパクトならば $\lambda$ は連続.

注意 34. $\mu,$ $\nu$ は連続であるが, $\lambda$ は連続とはならない有限加法的な測度 $\mu,$ $\nu$ と,

それらの歪直積 $\lambda$ が存在する $[9, 1-(ii)]$ .

Dobrakov[3] によって与えられた非加法的測度に対する Hopf型の拡張定理と, 定

理 3.3を組み合わせれば, 歪直積の拡張定理として次の結果を得る.

定理 35. $\mu$ : $\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ と $\nu$ : $\mathcal{F}arrow \mathbb{R}^{+}$ は非加法的測度とする. $\lambda$ : $\mathcal{D}arrow \mathbb{R}^{+}$ は $\mu$ と $\nu$

の歪直積とする. $\mu$ は順序連続で $\nu$ はコンパクトとする. 次の条件は同値.

(i) $\lambda$ は一様自己連続かつ網羅的.
(ii) $\lambda$ は $\mathcal{D}$ によって生成される $\sigma$-集合体上の一様自己連続かつ連続な非加法的測
度に一意的に拡張可能.

一方, M-RN定理 (II) は, $\lambda$ に一様自己連続性より弱い条件である弱漸近零加法
性を仮定するだけで定式化できる.
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定理 3.6. $\mu$ : $\mathcal{E}arrow \mathbb{R}^{+}$ と $\nu$ : $\mathcal{F}arrow \mathbb{R}^{4}$ は非加法的測度とする. $\lambda$ : $\mathcal{D}arrow \mathbb{R}+$ は $\mu$ と $\nu$

の歪直積で, 弱漸近零加法的とする. $\mu$ と $\nu$ がともにコンパクトならば $\lambda$ もコンパ
クト.
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