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1. はじめに

&1整数計画問題を解くために, GIover[3]は, 初めて代理制約法を提案した. 代理制約法 [4]は,

複数の制約を持つ原問題を解く代わりに, 原問題を代替する制約条件が 1つの問題を解く方法である.
この方法では, 代理ギャップがしばしば発生するため, 原問題の厳密な最適解に到達することができ

ず, 問題を解くことが非常に困難である場合が多い. この代理ギャップを解消し, 多次元非線形ナッ

プザック問題を解くために, 仲川 [8]は改良代理制約 (ISC)法を提案した. $\ovalbox{\tt\small REJECT} SC$法は, 代理ギャップを

閉じるために, 原問題の最適解を含む領域を定め, その領域内の解を列挙する方法である. 仲川

[9]は, $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ SC法を用いて, 3制約 1000変数各変数の代替案数が 20個の問題と 8制約 500変数各変

数の代替案数が 50個の問題を解いた. 本論文では, 我々は. 2つのポートフォリオ最適化問題, 即ち,

取引コストを考慮したマーコヴィッツ平均分散問題とインデックス $+\alpha$ファンド問題に ISC法に基づく対

話型手法を適用する. 一般にポートフォリオ問題は. 目的関数が線形で, かつ, 株数が 100以下でな

ければ, 厳密に解くことは非常に難しいと言われている混合整数計画問題である [2]. 現実規模の問

題として, 例えば. 日経平均の銘柄である 225の株式の中から 50株を選択することを考えるならば,

3. $68x10^{50}$もの組み合わせが考えられるので厳密解を求めることはもちろん, 品質の良い近似解

を求めることでさえ困難である.

インデックスファンド問題におけるリスクの基準は, マーコヴィッツ平均分散モデルが提案されて以

降標準偏差が使用されている. 今野と山崎 [7]は, この問題を簡単にするために, 2次の標準偏差

の変わりに線形関数である絶対偏差をリスク基準として使用した. 田畑と武田 [10]は. この問題を株

数の最小化とポートフオリオとインデックスファンドの乖離を示すトラッキングエラーの最小化という 2

つの目的関数を持つ 0-1の 2次計画問題として定式化し, その局所解を求めるアルゴリズムを提案し
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た. この問題を解く方法として, タブー探索法. アニーリング法. 遺伝的アルゴリズムのようなヒューリ

スティックな手法 1]を用いることが考えられる. Gaivoronsk$|$ら [2]はまず, 制約なしでポートフオリオ

問題を解き, 重要な株に絞った上で再度ポートフォリオ問題を解くという 2段階の手法を用いている.

我々が提案する手法は lSC法に基づく対話型の最適化手法であり, 変数が離散値をとる 2次計画

問題の最適解を求める方法である. 変数分離型の信頼性最適化問題 [5]の研究において. 変数分離

可能ではない関数を一次近似することにより変数分離型関数に変換する方法が提案された. この方

法をインデックスファンド問題に適用したのが文献 [6]である. 本論文では, 非線形取引コストを考慮

したマーコヴィッツ平均分散問題を分散最小化モデルとして定式化し, 提案する手法を用いることに

より, この問題に高品質な解を与えることができることを示す. また, インデックスファンド問題の拡張

問題としてインデックス$+\alpha$ファンド問題を提唱し, この問題についても高品質な解を得ることができた.

ここで 1 インデックス $+\alpha$問題とは, インデックスを正の定数 $\alpha$だけ上回る指標を想定し, それに連動

するようなポートフォリオを銘柄数を指定して作成する問題である.

2. 非線形最適化問題とキューブウォーク

次のような $m$個の制約条件を持つ $n$次元の変数非分離型計画問題を考える.

P:maximize $f(\xi)=r(\xi)+\ovalbox{\tt\small REJECT} f_{i}(\xi_{i})$ ,
$i\cdot 1$

subject to $g( \xi)=\sum_{i- 1}^{n}g_{ji}(\xi_{i})\leq b_{j}(j\in M)$ ,

$\xi_{j}^{L}\leq\xi_{i}\leq\xi_{l}^{U}(i\in N)$ ,

ここで解空間 $\{\xi|\xi=(\xi_{1},\xi_{2},\cdots,\xi_{n})\}$ は離散である. また $M\equiv\{1,2,\cdots m\},N\equiv\{1,2,\cdots n\}$で, $r(\xi)$

は, 微分可能な変数非分離型の関数であり, $f_{l}(\xi_{l}),g_{ji}(\xi_{l})(i\in N,j\in M)$ は, 微分可能とは限ら

ないとする.

ISC法は, 変数分離型問題を解く方法であるので, そのままでは, この方法を変数非分離型問題に

適用することはできない. そこで, 繰返しアルゴリズムの各ステップにおいて, そのときの暫定解の

近傍に一辺の長さが $p$ である多次元立方体 (ハイパーキューブ)状の領域を考え, そこで, 局所的な

変数分離型問題を考える. このハイパーキューブの具体的な作り方は, $l$ 番目のステップにおけるピ

ボットの値 $\xi$

$(\ell$

$)(p=0,1_{9}2,\ldots)$を中心として, そこから $n$次元の各軸に沿って$0.5\rho$ だけ離れたところま

での領域を考える. 即ち, このハイパーキューブ領域内の点 $(\xi_{1},\xi_{2},\cdots,\xi_{n})$ は. $|\xi_{j}-\xi_{i}^{(\ell)}|\leq 0.5\rho$

$(i=1,2,\cdots,n)$を満たしている. この一辺の長さ $\rho$ をキューブサイズと呼ぶ. 次にこのハイパーキュ

–ブを軸毎に $t$個のセグメントに分割する. つまり, $t^{n}$個の小ハイパーキューブに分割される. その

時の格子点 $(\xi_{1},\xi_{2},\cdots,\xi_{n})$ は,
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$\xi_{i}=\xi_{i}^{(p)}(x_{i},\rho,t)=\xi_{i}^{(p)}-0.5\rho+\rho(x_{j}-1)/t,x_{l}\in\{1,2,\cdots,t+1\},i=1,2,\cdots,n$

と書ける. ここで, $i$軸における格子点とのずれを $\Delta\xi(x_{i},\rho,t)=\rho(x_{i}-1)/t-0.5\rho$とおいておこう.

つまり, $\xi_{i}=\xi_{i}^{(p)}+\Delta\xi(x_{i},\rho,t)$ と書ける. このハイパーキューブ上で次の変数分離型の問題を考え
る.

$P(\xi^{(\ell)}, \rho, t)$ :maximize $k^{(f)}( \xi)=\sum_{i=1}^{n}k_{i}^{(\ell)}(\xi_{i})$

$= \sum_{i=1}^{n}\{b(\xi^{(p)})/\partial\xi_{i}\cdot\Delta\xi(x_{i},\rho,t)+f_{i}(\xi\int^{\ell)}+\Delta\xi(x_{i},\rho,t))\}$ ,

subject to $g_{j}^{(\ell)}( \xi)=\sum_{i=1}^{n}g_{ji}(\xi_{l}^{(\ell)}+\Delta\xi(x_{i}.p,t))\leq b_{j}(j\in M)$ ,

$\xi_{i}^{L}\leq\xi_{i}^{(l)}+\Delta\xi(x_{i},\rho.t)\leq\xi_{i}^{\mathfrak{l}J}(i\in N)$ ,

$x_{i}\in\{1,2,\ldots,t+1\}(i\in N)$,

この問題 $p(\xi^{(\ell)},p$,t $)$は, 主問題の中の変数非分離型関数 $r(\xi)$の代わりに変数分離型関数
$\sum_{1=1}^{n}\partial r(\xi^{(t)})/\partial\xi_{l}\cdot\Delta\xi(x_{i},\rho,t)$を用いており, 非線形ナップサック問題である. この間題は, ハイパ

ーキューブ内のすべての格子点の中から制約条件を満たし目的関数値が最大となる格子点をーっ
見つける問題であり, $\ovalbox{\tt\small REJECT} SC$法で厳密かつ高速に解くことが可能である. そのハイパーキューブ内での

最も良い解 (暫定解)が得られればキューブの中心を新たな暫定解に移動しキューブサイズ $\rho$ およ

び分割数 $t$を変化させて新たなキューブを作成し. よりよい解が暫定解の近傍にないか探索する. こ

の対話的解法をキューブウォークと呼び, そのアルゴリズムを以下に示す.

[Stepl] 主問題 $P$ ,初期解 $\xi(0)$ , 分割数 $t$ , 許容誤差を入力する ;Step2 :Set $\ellarrow 0$ ;
[Step3] Set $\ellarrow l+1$ ;
[Step4] キューブサイズ $\rho$と分割数 $t$を決める;

[Step5] 代替問題 $P(\xi^{\ell- 1},$ $\rho,$ $t)$を $\xi$
( $\ell$ -1)を中心としたハイパーキューブ内で ISC法を用いて

x $(\ell$ $)$

を得る;

[Step6] Set $\xi_{i}^{(p)}arrow\xi_{i}^{(1- 1)}+\Delta\xi(x_{i}^{(\ell)},\rho,t)(i=1,2,\cdots,n)$ ;

[Step7] $\rho$が充分小さく力 $\dashv$kO(l) $)$-k $(\xi$
(l-1) $)|\leq$ $\mathcal{E}$ならば [Step31へ戻る.

そうでなければ [Step 8]へ進む;

$[$ Step8 $]$ $\xi(\ell)$を出力する;
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図 1 はキューブウォークのイメージを図解したものである.

図 1 キューブウォークの視覚的イメージ

3. マーコヴィッツ平均分散モデル

本論文では, 変数非分離型計画問題の例として 2種類のポートフオリオ最適化問題を考え, そこで,

キューブウナ クの有効性を論じる. まずここでは, 取引コストを考慮したマーコヴィッツ平均分散モ

デルを扱う. $n$種類の株 $i\in\{1_{9}2,\cdots,n\}$ を考える. 株 $i$の収益率を $R_{i}$ とおき, 株 $i$の重みを $\xi_{i}$ とする

$g_{\xi_{l}=1}^{n}j=l)$ . 総投資額 $C$ に対する収益率の平均 $r$ と標準偏差 $\sigma$ は次式で与えられる.

$r=E[ \sum_{l=\iota}^{n}R\xi_{l}]=\sum_{l=1}^{n}E[R\cdot k_{i}=\sum_{l=1}^{n}\mu_{j}\xi_{l}$ ,

$\sigma=\sqrt{E[\{\sum_{\overline{-}1}^{n}R\xi_{i}-E[\sum_{\overline{-}1}^{\text{ぬ}}R\xi_{i}]\}^{2}]}=\sqrt{\sum_{-l- 1}^{n}\sum_{l\overline{-}1}^{n}\sigma_{ls}\xi_{l}\xi_{s}}$ ,

ここで, $E[\bullet]$は変数 $\bullet$ の平均値を表し, $\mu_{l}$ は株 $i$ の平均収益率 $E[R_{i}]$を表す. また, $\sigma_{is}$ は, 株 $i$ と株

$s$ の共分散 $E[(R_{i}-\mu_{l}$ XRs- $\mu$s
$)]$を表す. 取引コストを考慮したマーコヴィッツ平均分散モデルは次

式で表される.

$P^{A}$ :minimize $\sum_{l=1}^{n}\sum_{s\Rightarrow 1}^{n}\sigma_{\iota s}\xi_{i}\xi_{s}$,

subject to $\sum_{i=1}^{n}\xi_{j}=1$ ,

$\sum_{i=1}^{n}(\mu_{j}C\xi_{j}-h_{i}(C\xi_{i}))\geq\theta C$ ,

$0\leq\xi_{i}\leq 1(i=1,2,\cdots,n)$ ,

ここで, $\theta$は最小収益率, $h_{i}(C\xi_{p})$は総投資額 C に対する取引コストである. $1SC$法では等号制約を
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表 1 取引コスト

のであり, 表 1に示す.

表 2 例題$\sim$

0.12, 取引コストが 0411287である. 例題 2の解では, 取引コストを考慮しているため, 扱う株が 4銘

柄に減っている. 例題 2の解における収益と取引コストを足すと 0.531287となり, 例題 1の解における

収益と一致する.
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4. インデックス$+\alpha$ ファンド問題

ここでは, もう一つのポートフォリオ最適化問題としてインデックス $+\alpha$ファンド問題を取り上げる.

インデックス $+\alpha$ファンド問題とは, 銘柄数を指定して, 例えば, 日経 225などのインデックスをある

正の定数 $\alpha$だけ上回る架空のインデックスを想定し. それに連動するようなポートフォリオを見つけ

出す問題である. ここで日経 225のようなインデックスの収益率に定数 $\alpha$を足したものを $R_{0}$ とし, $R$

をポートフォリオ $(\xi_{1},\xi_{2},\cdots,\xi_{n})$の収益率とする. すなわち, 各 $R_{i}(i=1,2,\cdots,n)$を銘柄 $i$ に対する収

益率とおくど $R= \sum_{l=0}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}R_{i}\xi_{j}$ である. また, $\mu_{j}$ は株 $i$の平均収益率 $E[R_{i}]$を表し $\sigma_{\iota s}$ は, 株 $i$ と株 $s$

の共分散 $E[(R_{l}-\mu_{l}XR_{s}-\mu_{s})]$を表す. このとき, インデックス $+\alpha$ファンド問題 $P^{B}$ は次式のように

定式化される.

$P^{B}:minimizeS(\xi)$ $=E[(R-R)^{2}]$

$= \mu_{0}^{2}+\sigma_{\infty}+\sum_{j- 1}^{n}\sum_{s\cdot 1}^{\hslash}(\mu_{l}\mu_{s}+\sigma_{js})\xi_{j}\xi_{s}-2\sum_{j- 1}^{n}(/k\mu_{1}+\sigma_{0i}g_{l}$ ,

subject to $\ovalbox{\tt\small REJECT}\xi_{l}$

$=1$ ,
l-1

$\sum_{1}^{n}z_{l}(\xi_{i})=q$ ,

$\xi_{j}\geq 0(i=1,2,\cdots,n)$ ,

ここで, インデックス$+\alpha$に対する銘柄番号を $0$とし,

$\mu_{0}=E[R_{0}]$ , $\sigma$

O$S=E$ $[($瓦 $-\mu_{0})(R_{s}-\mu_{s})](s=0,1,\cdots,n)$

とおいた. また, 銘柄 $i$の株の選択の有無を表す関数を.

$z,$ $(\xi_{j})=\{\begin{array}{l}0(\xi, =0)1 (\xi_{f}\geq 0)\end{array}$

とし, 選択する株の銘柄数を $q$ とおいた. 上記のインデックスヲァンド問題は 2つの制約条件式を持つ

ので, 前節と同様に. それらを 4つの不等号制約条件式に置き換えることにより $\ovalbox{\tt\small REJECT} SC$法を適用する.

$1) \sum_{i=1}^{n}\xi_{j}\leq 1,\sum_{i\Rightarrow 1}^{n}z(\xi,)\leq q$ $2) \sum_{j\approx 1}^{n}\xi_{i}\geq 1,\sum_{=1}^{n}z(\xi_{j})\leq q$

$3) \sum_{l=1}^{n}\xi_{i}\leq 1,\sum_{j=1}^{n}z(\xi_{\dot{t}})\geq q$ $4) \sum_{l\Leftarrow 1}^{n}\xi_{i}\geq 1,\sum_{l\Rightarrow 1}^{n}z(\xi_{j})\geq q$

このとき. $\alpha$の値をどのように設定するかが問題である. 通常は $0$から少しずつ増加させ, それ以

上増加させると連動するような解が得られない状態になるまで繰り返し問題を解くという方法が考え

られる. しかし, この方法は, 効率的ではない. そこで, この問題の目的関数が,

$s$ $(\xi$$)=V$ $[$瓦 $-R]+(E[R]-E[R])^{2}$

ど書き換えられることに注目し, その第一項の分散 $V[R_{0}-R]$だけを最小にするようなポートフォリ
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オを求める. するともちろん第二項は無視して解くわけであるから, 平均は異なるが分散だけがイ

ンデックスと連動するようなポートフォリオが得られる. このとき, 平均がインデックスより上回るもの

があればその差が $\alpha$の最小値の目安となる. また, 平均がインデックスより上回るものがない場合

は. そのポートフオリオを構成している銘柄のうち, 常にインデックスを下回っているようないくつかの

銘柄を強制的に解からはずすことにより, 平均がインデックスを上回るようなポートフォリオを得るこ

とができる可能性がある.

図 2は, 日経 225の 36ケ月間の月次収益率どそれを上回り, かつ, 連動するようにキューブウォ

–クで得られた二つのポートフォリオの結果を示している. 図 2の中のポートフォリオ 1は, $\alpha$の値を

0.15

0.10

$0.\underline{5}$

$0$ oo

$- 0.0_{-}\overline{\neg,}$

$- 0_{-}10$

図 2 日経 225の月次収益率の変化とそのインデックス$+\alpha$ファンドのポートフォリオ

$O\mathfrak{X}4$

屋 002

屋.-O$\mathbb{R}\circ$
$|$ $B$ 5 7 $\mathfrak{g}$

$\uparrow$ : $t^{r}s$ 1\S 17 $ $\theta l*t$ $1^{t}3I511$ 2@31-3335

図 3 日経 225の月次収益串の変化とそのインデックス $+\alpha$カンドのボートフオリオの差
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0.004に指定して求めたインデックス$+\alpha$ファンドの解であり, ポートフォリオ 2は, 分散のみを最小化

して求めたインデックス $+\alpha$ファンドの解である. このケースでは, 分散のみを最小化するだけでイン

デックスを大きく上回るような解 (ポートフオリオ 2)が得られた. これらの結果とインデックスとの差を

グラフにしたものが図 3である. これを見るとどの時点においても, 非常に安定した形で日経 225を

上回るポートフォリオが求められていることがわかる. 実際, このとき得られた目的関数値 $S(\xi)$の

値は, ポートフオリオ 1の場合は 0.57 $x10^{-9}$ , ポートフオリオ 2の場合は 0.32xl $0^{}$ とほぼ完壁に日

経 225$+\alpha$と連動しており, すなわち, 日経 225よりも平均それぞれ 0.004, 0.0045程度上回る月次収

益率が得られている.

5. むすび

この論文では, 二つのタイプのポートフォリオ最適化問題を対話型改良代理制約法を用いて解い

た. 一つ目の取引コストを考慮したマーコヴィッツ平均分散問題は, 従来の方法では解くことが非常

に難しいと考えられていたが. 我々が提案した手法を用いることでこのタイプの問題を効果的に解

くことができることを示した. もう一つのインデックス $+\alpha$ファンド問題においても我々の手法の有効性

を示すことができた. しかし, 今回はキューブサイズを経験的に決定したが, 将来の課題として, シス

テマティックにキューブサイズを決定する手法の開発が残されている.
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