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概妻

偏微分方程式の境界値問題が定義された領域を設計対象にした形状最適化問題と偏微
分方程式の係数を密度のべき乗で重み付けした SIMP型位相最適化問題の正則な数値
解法を示す. 最初に, 抽象的変分問題を考え, 抽象的勾配法を定義する. 抽象的勾配
法では, ある Hilbert 空間上で強圧的なある双 1次形式を用意する必要がある. 形状最
適化問題は Lipschitz 連続な境界をもっ有界な領域の集合を許容集合として定式化す
る. Lipschitz 連続な領域変動を仮定して, 勾配の評価式を得る. その勾配は本来必要
な滑らかさを有していないことを示す. 適切な $H^{1}$ 空間を選択した勾配法を Galerkin
法で解く方法は正則である. SIMP型位相最適化問題についても同様の方法が考えら
れる. 著者らが力法とよんできた方法や SIMP 型位相最適化問題の $H^{1}$ 勾配法とよん
できた方法は, いずれも, 抽象的勾配法において適切な $H^{1}$ 空間を選択した $H^{1}$ 勾配
法の族にまとめられる.
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1 はじめに

偏微分方程式の境界値問題が定義された領域を設計対象にして, 境界を変動させるこ
とである汎関数が最小となる墳界形状を求める問題を形状最適化問題とよぶことにする.
一方, 領城に多数の孔が開くことを仮定して, それらの有無と形状を変えることで汎関数
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が最小となる孔配置を求める問題を位相最適化問題とよぶことにする. 位相最適化問題に
関しては, 領域内の点の集合に対する特性関数を許容集合にした位相最適化問題は, 許容
集合が点列コンパクトではないことから不正則となる. そこで, 中間値が取れる密度関数
の集合を設計変数に設定して, 最適な密度分布を求める問題をその近似問題とみなして,
その解から領域の孔配置を決定する方策を取るときも, その近似問題を位相最適化問題と
よばれてきた.
本稿では, それぞれの問題において領域変動あるいは密度変動に対する汎関数の勾配
を求め, それを用いた勾配法による数値解法について, これまで検討してきた結果を紹介
する.
ここで紹介する形状最適化問題の解法は, 1994年に著者が直観に頼って, 力法 (ちから

ほう, traction method) と呼んで提案した方法である [1]. その後, 数学としての位置づけ
は海津によって示された [2].

一方, 位相最適化問題に関しては, 1980年代後半から問題の構成や計算法について盛
んに研究が行われてきた [3, 4]. その中で, 偏微分方程式の係数を密度のべき乗で重み付
けした SIMP(solid isotropic material wiffi penalization)型問題について, 著者らは, 力法と
同様のアプローチで, ある解法を $H^{1}$ 勾配法と呼んで提案した [5, 6].

いずれの問題においても, 領域や密度の変動に対する汎関数の勾配は, 本来, 設計変数
が必要とする正則性を満たさないことが示せる. したがって, ある汎関数を最小化するよ
うな設計変数の変動を求める場面で, 汎関数の勾配の負値を, 直接, 設計変数に用いるよ
うなアルゴリズムでは, 数値不安定現象に遭遇することになる. この現象が現れた場合に
は, これまで, 様々な対策が用いられてきたという経緯があった.
本稿では, 最初に, 抽象的変分問題を考えて, 抽象的勾配法を定義する. 抽象的勾配法

では, ある Hilbert空間を選ぶことが必要となる. その上で, 過去に提案してきた数値解
法は, いずれも, 解こうとする問題に適した $H^{1}$ 空間を選択した, $H^{1}$ 勾配法と呼べる族
にまとめられることを示したい.

2 抽象的勾配法

次の問題を考えよう.

問題 2.1 (抽象的変分間題) 実 Banach 空間 $V$ , 空でない凸有界閉部分集合 $S\subset V$ とする.
汎関数」: $Sarrow R$ を既知として, 次の $x^{\star}\in S$ を求めよ.

$J(x^{\star})=n_{X\in}\dot{u}nJ(x)$

この抽象的変分問題の解の存在について, 次の結果を得る [7].

定理 2.1 (最小解の存在) 問題 2.1において, $S$ が弱点列コンパクトで, $J$ が $S$ 上で下半
連続ならば, 問題 2.1は最小点 $x^{\star}\in S$ をもつ.

弱点列コンパクトと下半連続の定義を付録の定義 A. 1, A2に示す. 弱点列コンパクト
に関する定理を付録の定理 A. 1に示す.
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$S$ が弱点列コンパクトであれば, ある $x^{k}\in S$ から, 次に示す抽象的最適変動問題の解
$h^{\star}\in V$ と適切な $\epsilon>0$ を使って, 次式で点列 $\{\nearrow\}_{k}$ を構成していけば, 問題 2.1の極小解
に到達できる.

$x^{\epsilon}=l+\epsilon h\in V$

オ 01 $=P_{S}(x^{\epsilon})\in S$

ただし, $P_{S}$ は凸有界閉集合 $S$ への直交射影作用素である.

問題 2.2 (抽象的最適変動問題) 実 Banach 空間 $V$ , 空でない凸有界閉部分集合 $S\subset V$ , 汎
関数」: $Sarrow R$ とする. ある $x\in S$ と小さな $\epsilon>0$ に対して, 次式を満たす $h^{\star}\in V$ を求
めよ.

$J(x+ \epsilon h^{\star})=\min_{h\in V,||h||=1}$ 」$(x+\epsilon h)$

ある $x\in S$ における勾配を次のように定義する.

定義 2.1 (勾配) 実 Banach 空間 $V$ , 空でない凸有界閉部分集合 $S\subset V$ , 汎関数」: $Sarrow R$

とする. ある $x\in S$ に対して, 次式が成り立つと仮定する.

$\lim_{||h||arrow 0}\frac{|\text{」}(x+h)-\text{」}(x)-J’(x)(h)|}{||h||}=0$ $\forall h\in V$

ここで, $J’(x)(h)$ が $h\in V$ に対する有界線形汎関数となるとき, $J’(x)(h)$ を Fr\’echet微分
という. また, $J’(x)(h)=\langle G(x),$ $h\rangle,$ $G(x)\in V^{*}$ とかき, $V^{*}$ を $V$ の双対空間, く., $\cdot$ $\rangle$ を双対
積, $G(x)$ を $x\in V$ における勾配とよぶ.

勾配 $G$ が得られたとする. $G$ を用いて, 次の問題の解 $h_{G}$ を求め, 抽象的最適変動問題
の解の候補とするスキームを抽象的勾配法という.

問題 2.3 (抽象的勾配法) $G(x)\in V^{*}$ を」(x) の勾配とする. また, ある Hilbert 空間 $X\supset V$

上のある強圧的な双一次形式を $b:X\cross X\mapsto \mathbb{R}$ とする.

ヨ$\alpha>$ 0: $b(x, x)\geq\alpha||x||^{2}$ $\forall x\in X$

ある $x\in V\subset X$ において $G(x)\in X^{*},$ $G(x)\neq 0$ のとき, 次式を満たす $h_{G}\in X$ を求めよ.

$b(h_{G},y)=-\langle G(x),y\rangle$ $\forall y\in X$

抽象的勾配法の解 $h_{G}$ について, Lax-Milgram の定理により次の定理が成り立っ.

定理 2.2 (抽象的勾配法) 問題 2.1において, ある $x\in V$ のときの 」$(x)$ の勾配 $G\in V^{*}$ が存
在し, $G(x)\in X^{*}\subset V^{*},$ $G(x)\neq 0$ のとき, 問題 23の解 $h_{G}\in X$ は一意に存在する.

問題 23の解 $h_{G}\in X$ について, 十分小さな $\epsilon>0$ に対して次式が成り立っ.

」$(x+\epsilon h_{G})-J(x)=\epsilon\langle G(x),$ $h_{G}\rangle+o(\epsilon||h_{G}||)\leq-\epsilon b$ く$h_{G},$ $h_{G}\rangle+o(\epsilon||h_{G}||)$

$\leq-\epsilon\alpha||h_{G}||^{2}<0$

注意 2.1 (抽象的勾配法) 抽象的勾配法の解 $h_{G}\in V$ のとき, 抽象的最適変動問題の解 $h^{\star}=$

$h_{G}$ である. $h_{G}\not\in V$ のとき, Galerkin 法などの数値解析スキームを適切に選択することに
より, $h_{G}$ を $V$ に制約して, $h^{\star}$ の近似解を求めることは可能である.

3



3 形状最適化問題
偏微分方程式の境界値問題が定義された領域を設計対象にして, 境界を変動させる形状

最適化問題を考えよう.
領域の許容集合を次のように定義する.

定義 3.1 (領域の許容集合) 領域 $D\subset R^{d}(d=2,3)$ は区分的に滑らかで Lipschitz 連続な
( $W^{1,\infty}$ 級の) 境界を持つ凸開領域とする. ある $D$ に対して領域の許容集合 ${}^{t}W$ を次のよう

に定義する.

$\eta\gamma=\{\Omega\subset R^{d}|\Omega\subseteq D,$ $\Omega$ : connected and open,
$\partial\Omega=\Gamma$ ; Lipschitz coutinuous and partially smooth$\}$

$\prime W$ は $\Omega$ の特性関数 $\chi_{\Omega}’\in L^{2}(D;R)$ との対応により, 実 Banach 空間 $L^{2}(D;\mathbb{R})$ の位相で
凸有界閉部分集合の性質をもつ [8].

$\chi_{\Omega}(x)=\{\begin{array}{l}10\end{array}$

本稿では, 次の境界値問題を考える.

$(x\in\Omega)$

(3.1)
$(x\in D\backslash \Omega)$

問題 3.1 (境界値問題 BV$(\Omega)$) 定義 3.1の $W$ とする. $f\in L^{2}(D;R)$ を既知とする. ある
$\Omega\in$ 唱! に対して, 次式を満たす $u$ : $\Omega\mapsto R$ を求めよ.

$-\Delta u=f$ $in\Omega$

$u=$ Oon $\Gamma$

本稿では, 次の評価汎関数を考える.

定義 3.2 (評価汎関数) 定義 3.1の $1V$ とする. $\Omega\in\prime W$ で定義された問題 BV$(\Omega)$ の解を $u$

とする. $u$ の関数 $g^{(\text{の}}\in W^{2.\infty}(R;R)(l=0,1,2, \cdots, m)$ とする. 目的汎関数」(0) $(\Omega, u)$ , 制約
汎関数 $J(\Omega, u)=\{J^{(l)}(\Omega, u)\}_{l}\in R^{m}$ を合わせて $(J^{(0)}(\Omega, u),J(\Omega, u))\in R^{m+1}$ を評価汎関数と
よび, 次のように定義する.

$J^{(i)}( \Omega,u)=\int_{\Omega}g^{(l7}(u)dx$

形状最適化問題を次のように定義する.

問題 3.2 (形状最適化問題 SO) 定義 3.1, 32の $W$, $(J^{(0)}(\Omega, u),$ $J(\Omega, u))$ とする. $\Omega\in\prime W$ で

定義された問題 $BV(\Omega)$ の解を $u$ とする. このとき, 次のような $\Omega^{\star}\in {}^{t}W$ を求めよ.

$J^{(0)}( \Omega^{\star},u^{\star})=\min_{\Omega\epsilon^{r}W}\{J^{(0)}(\Omega,u))|J(\Omega, u)\leq 0\}$

領域の許容集合 $\prime W$ は点列コンパクトである. したがって, 次のようなスキームで領域
列 $\{\Omega^{k}\}_{k}$ を構成していけば, 局所解に到達できる.
ある $\Omega^{k}\in\prime W(k=0,1,2, \cdots)$ からの領域変動を次のように定義する.
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定義 3.3 (領域変動) 定義 3.1の $D,$ $\prime W$ とする. ある $\Omega=\Omega^{k}\in\prime W$ に対して, 領域変動
$\rho:\Omegaarrow R^{d}$ の集合伽を次のように定義する.

$u=w^{1,\infty}(\Omega;R^{d})$

新領域 $\Omega^{k+1}$ は $\rho\in u$ と小さな $\epsilon>0$ を用いて次式で構成する.

$\Omega^{\epsilon\rho}=\{x^{\epsilon\rho}|x^{\epsilon\rho}=x+\epsilon\rho\forall x\in\Omega, \rho\in u\}$

$\Omega^{k+1}=\{x^{k+1}|x^{k+1}=P_{D}(x^{\epsilon\rho})\forall x^{\epsilon\rho}\in\Omega^{\epsilon\rho}\}$

ただし, $P_{D}$ は凸有界領域 $D$ への直交射影作用素である.

ある $\Omega\in\eta\gamma$ からの最適な領域変動を求める問題を次のように定義する.

問題 3.3 (最適領域変動問題 $DV(\Omega)$) 定義 3.1, 32, 33の唱/, $(J^{(0)}(\Omega, u),$ $J(\Omega, u))$ , 伽とす
る. ある $\Omega\in\prime W$ と十分小さな $\epsilon>0$ を既知とする. $\rho\in$ 四に対する問題 BV$(\Omega^{\epsilon\rho})$ の解を

$u^{\epsilon\rho}$ とする. このとき, 次のような〆 $\in$ 伽を求めよ.

$J^{(0)}( \Omega^{\epsilon\rho^{\star}},u^{\epsilon\rho^{*}})=\min_{\rho\in u.|b||=1}\{\text{」^{}(0)}(\Omega^{\epsilon\rho}, u^{\epsilon\rho})|J(\Omega^{\epsilon\rho}, u^{\epsilon\rho})\leq 0\}$

問題 $DV(\Omega)$ の解 $\rho^{\star}\in$ 伽と適切な $\epsilon>0$ を使って, 定義 33に従い, $\Omega=\Omega^{k}$ を $\Omega^{k+1}$ に
更新する. $\epsilon$ の決定方法は 333に示す.
以下に, 問題 DV$(\Omega)$ の解法と, その解を用いた問題 SO の解法を示す.

3.1 $J^{(l)}$ の形状勾配

問題 DV$(\Omega)$ における $J^{(l)}(\Omega, u)(l=0,1,2, \cdots, m)$ の領域変動に対する勾配を形状勾配と
よぶ. ここでは, $J^{(l)}(\Omega, u)$ ごとの形状勾配の具体的な計算式を示す.
箋界値問題の解 $u$ の形状微分を次のように定義する.

定義 3.4 ($u$ の形状微分 $u’$ ) 定義 33のある領域変動 $\epsilon\rho$ とする. 問題 BV $(\Omega)$ , BV $(\Omega^{\epsilon\rho})$ の

解を $u,$ $u^{\epsilon\rho}$ とする. すべての $\rho$ に対して次式で定義する $u$ の G\^ateaux微分 $u’$ を形状微分
とよぶ.

$u’= \lim_{\epsilonarrow+0}\frac{u^{\epsilon\rho}-u}{\epsilon}$

$u’$ について, 次の結果を得る.

補題 3.1 ($u$ の形状微分 $u’$ ) 定義 3.1, 33の $W,$ $u$ とする. ある $\Omega\in$ 佃! のときの問題
BV$(\Omega)$ の解を $u$ とする. このとき, $\rho\in$ 伽に対する $u$ の形状微分 $u’$ は, 次の問題の一意
解である.

$-\Delta u’=0$ $in\Omega$

$u’=-(\rho\cdot v)(\nabla u\cdot v)$ on $\Gamma$

ただし, $v\in R^{d}$ は外向き単位法線である.
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補題 3.1の境界値問題より, $u’$ は $\rho$ に対する連続線形汎関数であることが確認できる.
定理 3.1のために, 」の ($\Omega$ , u) に対する随伴問題を定義する.

問題 3.4 ($J^{(l\gamma}(\Omega,$ $u)$ に対する随伴問題 AD$(l)(\Omega)$) 定義 32の $J^{(l)}(\Omega, u)$ とする. $dg^{(i)}/du=g_{u}^{(l)}$

を既知とする. このとき, 次式を満たす $v$の: $\Omega\mapsto R$ を求めよ.

$-\Delta v^{(l)}=g_{u}^{(\iota\gamma}$ in $\Omega$ ,

$v^{(l)}=0$ on $\Gamma$

問題 AD$(\iota\gamma_{(\Omega)}$ の解 $v^{(l\gamma}$ は一意に存在する.
$\rho\in$ 伽に対する」(り ($\Omega$ , u) $(l=0,1,2, \cdots,m)$ の $Fr6chet$微分 $J^{(l)\prime}(\Omega,u)(\rho)$ を形状微分とよ
ぶ. また, $J^{(l)\prime}(\Omega,u)\phi)=\{G^{(l\gamma},\rho\rangle$ とおいて, $G^{(l)}\in$ 伽* を形状勾配とよぶ. $\text{」^{}(\mathfrak{y}’}(\Omega, u)(\rho)$ と
G(のについて次の結果を得る.

定理 3.1 (J(のの形状微分) 問題 DV$(\Omega)$ の定義を用いる. ある $\Omega\in\prime W$ のときの問題 BV$(\Omega)$

と AD$(l)(\Omega)$ の解を $u,$ $v$のとする. $\rho\in$ 四に対する」(の ($\Omega$ , u) の形状微分 $J^{(l)\prime}(\Omega,$ $u)\phi$) につい

て次式が成り立っ.

$J^{(I)\prime}( \Omega,u)(\rho)=\int_{\Gamma}G^{(l)}(u,$ $v^{(0})v\cdot\rho d\Gamma=\{G^{(\text{の}}(u,$ $v^{(l)})v,\rho\rangle$

$G^{(\iota\gamma}(u,v^{(l)})=g^{(l)}(u)+(\nabla u\cdot v)(\nabla v^{(l)}\cdot v)$

また, $f\in L^{2}(\Omega, u),$ $g^{(l\gamma}\in W^{\infty}(R;\mathbb{R})$ より, 形状勾配 $G^{(l)}(u,v^{(l)})\in L^{1}(\Gamma;\mathbb{R})$ が成り立っ.

証明付録 $B$ の補題 B.l より, 次式が成り立つ.

$\text{」^{}\prime}(\Omega, u))=\int_{\Omega}g_{u}^{(\grave{l})}(u)u’dx+\int_{\Gamma}g^{(l\gamma}(u)v\cdot\rho$dr

$u,$
$v^{(l)}$ は補題 3.1と問題 $AD^{(l)}(\Omega)$ の解である.
き換えれば, 定理の等式を得る.

この関係を用いて, 上式の右辺第 1項を書

$\int_{\Omega}g_{u}^{(l\gamma}(u)u’dx=-\int_{\Omega}\Delta v^{(l\gamma}u’dx$

$=- \int_{\Gamma}\nabla v^{(\iota\gamma}$ . vu’ $d\Gamma+\int_{\Omega}\nabla v^{(l)}$ .Vu’ $dx$

$= \int_{\Gamma}(\nabla u\cdot v)(\nabla v^{(l)}\cdot v)v\cdot\rho d\Gamma-\int_{\Omega}v^{(l^{\backslash })}\Delta u’dx$

$= \int_{\Gamma}(\nabla u\cdot v)(\nabla v^{(l)}\cdot v)v\cdot\rho d\Gamma$

また, $f\in L^{2}(D;R),$ $g^{(l\grave{)}}\in W^{\infty}(R;R)$ より, $u,v^{(\iota\gamma}\in H^{2}(\Omega;R)$ を得る. この結果とト
レースの結果により $G^{(l)}(u,$ $v^{(l)})\in L^{1}(\Gamma;R)$ を得る. 口

Lagrange 汎関数の停留条件を用いた別の証明を付録 $C$ に示す. 定理 3. 1より, 形状勾
配 $G^{(l\gamma}(u,v^{(0})v:\Gammaarrow R^{d}$ は $\Gamma$ 上の関数として得られた.
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注意 31(J(りの形状微分) $G^{(l)}v\not\in W^{1,\infty}(\Gamma;R^{d})$ より, $G^{(l)}v$ を $\rho$ の境界上へのトレースに置
き換えることはできない. 適切な正則化法を考える必要がある.

$G^{(l)}v\in L^{1}(\Gamma;R^{d})\subset W^{1,\infty}(\Gamma;R^{d})^{*}$ より, J(のは四上で連続である. したがって, 定理 2.1
により, 次の結果を得る.

定理 3.2 (問題 DV$(\Omega)$ の解の存在) 問題 DV$(\Omega)$ の解〆は存在する.

3.2 $H^{1}$ 勾配法

形状勾配 $G^{(l\gamma_{V}}$ が求められたとする. $G^{(l)}v$ を用いて」のを最小化する方向 $\rho^{(l)\star}\in$ 伽を求
めることを考える.
抽象的勾配法の問題 23において, $v=u,$ $x=H^{1}(\Omega;R^{d})$ を選ぶ. このとき, 次の問

題が定義できる.

問題 3.5 $(H^{1}$ 勾配法 $HG^{(l)}(\Omega))$ 定理 3.1の $G^{(l)}v\backslash$ : $\Gammaarrow R^{d}$ を既知とする. 次式を満たす
$\rho_{G}^{(l)}\in X=H^{1}(\Omega;R^{d})$ を求めよ.

$a(\rho_{G}^{(l)},\nu)=-\langle G^{(l)}v,v\rangle$ $\forall v\in X$

ただし, $a(\cdot,$ $\cdot)$ は $X$ 上の強圧的な双 1次形式である. 例えば次式とする. $c_{0},$ $c_{1}$ は同時に
は零ではない非負定数とする.

$a(u, \nu)=\int_{\Omega}(\epsilon(u)\cdot\epsilon(\nu)+c_{1}u\cdot\nu)dx+\int_{\Gamma}c_{0}(u\cdot v)(v\cdot v)$ dr

$\epsilon(u)=(\epsilon_{ij})_{ij}=(\frac{1}{2}(u_{i,j}+u_{j,i}))_{ij}$

この問題の解 $\rho_{G}^{(l)}$ を $J^{(i)}(u)$ が最小化する方向 $\rho^{(l)\star}\in$ 伽の候補とする方法を $H^{1}$ 勾配法
とよぶ. この $H^{1}$ 勾配法について, 次の定理を得る [2].

定理 3.3 ($DV(\Omega)$ に対する $H^{1}$ 勾配法) 問題 DV$(\Omega)$ の定義を用いる. ある $\Omega\in 7V$ に対し
て, $X=H^{1}(\Omega;\mathbb{R}^{d})$ とする. このとき, 定理 3.1の $G^{(l\gamma}(u,$ $v^{(l)})v$ が $x*\}$こ属し, 問題 HG$(l)(\Omega)$

の解 $\rho_{G}^{(l)}\in X$ は一意に存在する. さらに,

(1) $\rho_{G}^{(l)}\in$ 伽のとき, $J^{(l)}(u)$ を最小化する方向 $p^{(i)\star}=\rho_{G}^{(\iota\gamma}$ である.

(2) $\rho_{G}^{(\iota\gamma}\not\in$ 伽のとき, $narrow\infty$ に対して $\rho_{n}^{(l)\star}arrow\rho_{G}^{(l)}\in X$ となる」の (u) を最小化する方向の
列 $\{\rho_{n}^{(l\gamma*}\}_{n}\in$ 伽が存在する.

注意 3.2 ($H^{1}$ 勾配法) 伽に属する有限個の関数を基底関数に用いた有限次元空間 $u_{h}$ を用
いて, 問題 $HG^{(l\gamma}(\Omega)$ を Galerkin 法で解く場合は, 近似解 $\rho_{Gh}^{(l\grave{)}\star}\in$ 伽 h $\subset$ u となる.
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3.3 数値解法

評価汎関数」の (u) $(l=1,2, \cdots, m)$ ごとに, それらを最小化する方向 $\rho^{(l)\star}\in$ 伽が $H^{1}$ 勾

配法により求められたとする. 最後に, 最適領域変動問題 DV$(\Omega)$ の解 $\Omega^{\epsilon\rho^{*}}$ を求める方
法と, その領域変動を繰り返しながら, 形状最適化問題 SO を解く全体のスキームを考え
よう.

3.3.1 最適領域変動問題の解法

多制約問題 DV$(\Omega)$ の解〆を求める方法について考える.
逐次 2次計画 (sequential quadratic programming) 法に基づく次の問題を考える.

問題 3.6 (逐次 2次計画問題 $SQP(\Omega)$) 問題 DV$(\Omega)$ の $(J^{(0)}(\Omega, u),J(\Omega, u))$ に対して, 定理

3.1の形状勾配 $(G^{(0)},G)$ を既知する. 問題 35で定義された $X$ 上の強圧的な双 1次形式
$a(\cdot,$ $\cdot)$ とする. ある小さな $\epsilon>0$ に対して, 次式を満たす $\epsilon\rho^{\star}\in$ 仮を求めよ.

$Q( \epsilon\rho^{\star})=\min_{\rho\in u,||\rho||=1}\{Q(\epsilon\rho)=\frac{1}{2\epsilon}a(\epsilon\rho, \epsilon\rho)+\langle G^{(0)}v,$ $\epsilon\rho\}|J(\Omega, u)+\langle Gv,$ $\epsilon\rho\rangle\leq 0\}$

この問題に対する最適性の必要条件について, 次の結果を得る [7, 91.
定理 3.4 (KKT 条件) 問題 36の汎関数 $(J^{(0)}(\Omega, u),J(\Omega, u))$ は $\epsilon\rho^{\star}\in$ 伽の近傍におい

て, 定理 3.1を満たす形状勾配 $(G^{(0)},G)$ をもつとする. Lagrange 乗数 $\lambda=(\lambda^{(l)})_{l}\in R^{m}$ ,

A $=$ diag $(\lambda)$ とする. $\epsilon\rho^{\star}\in$ 伽においてアクティブな制約の添え字集合 $I_{A}(\Omega^{\epsilon\rho^{*}})=$

$\{l\in\{1,2, \cdots,m\}|\text{」^{}(l)}(\Omega^{\epsilon\rho^{*}},$ $u^{\epsilon\rho^{*}})=0\}$ とする. このとき, $l\in l_{A}(\Omega^{\epsilon\rho^{*}})$ に対する G(のは 1

次独立とする. $\epsilon\rho^{\star}\in$伽が問題 $SQP(\Omega)$ の極小点のとき, 次の Karush-Kuhn-Tucker条件
を満たす.

$\frac{1}{\epsilon}a(\epsilon\rho^{\star}, v)+\langle G^{(0)}v,v\rangle+\lambda^{*}\cdot\langle Gv,v\rangle=0$ $\forall\nu\in X$

$J(\Omega, u)+\langle Gv,$ $\epsilon\rho^{*}\rangle\leq 0$

$\Lambda^{\star}(J(\Omega, u)+\langle Gv, \epsilon\rho^{\star}\rangle)=0$

$\lambda^{\star}\geq 0$

定理 33より, $J^{(\iota\gamma}(u)(l=1,2, \cdots,m)$ を最小化する方向 $\rho^{(l)\star}\in$ 伽が求められていると
する. このとき, 定理 34の第 1式は自動的に満たされ, 次の結果を得る.

系 3.1 (KKT 条件) 定理 3.4の条件に加えて, 定理 33の」(の (u) $(l=1,2, \cdots,m)$ ごとに,
それらを最小化する方向 $\rho^{(l\gamma_{\star}}\in$ 四を既知とする. $\rho(\lambda),$ $\rho_{1}^{(l\gamma}(l=0,1,2, \cdots,m)$ を次式で定
義する.

$\rho_{L}(\lambda)=\rho^{(0)\star}+\sum_{l=1}^{m}\lambda^{(l\gamma}\rho^{(l)\star}$

$\rho(\lambda)=\frac{\rho_{L}(\lambda)}{|w_{L}||}=\rho_{1}^{(0)}+\sum_{l=1}^{m}\lambda^{(l\gamma}\rho_{1}^{(\iota\gamma}$
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このとき, $\epsilon\rho^{\star}=\epsilon\rho(\lambda^{\star})\in$伽が問題 SQP$(\Omega)$ の極小点のとき, 次の条件を満たす.

$J(\Omega, u)+\langle Gv,$ $\epsilon\rho(\lambda^{\star})\rangle\leq 0$

$A$ $(J(\Omega, u)+\langle Gv, \epsilon\rho(\lambda^{\star})\rangle)=0$

$\lambda^{\star}\geq 0$

系 3.1において, 第 1条件式の不等号を等号に置き換えれば, 次の連立 1次方程式と
なる.

$[_{\langle G^{(m)}v.\epsilon\rho_{1}^{(1)}\}}^{\{G^{(1)}v.’\epsilon\rho_{1}^{(1)}\rangle}$ $..\cdot$

.
$\{G^{(m)}v_{9}\epsilon\rho_{1}^{(m)}\}\{G^{(1)}v_{:]\{\begin{array}{l}\lambda^{(1)}\vdots\lambda^{(m)}\end{array}\}=-}\epsilon\rho_{1}^{(m)}\rangle\{\begin{array}{l}J^{(1)}(\Omega,u)+\langle G^{(l)}v,\epsilon\rho_{l}^{(0)}\}\vdots J^{(m)}(\Omega.u)+\{G^{(m)}v_{9}\epsilon\rho_{1}^{(0)}\rangle\end{array}\}$ (3.2)

$G^{(l\gamma}(l=1,2, \cdots,m)$ が 1次独立のとき, この式の係数行列は正則となる. したがって, こ

の式の解 $\lambda$ を求めて, アクティブな制約の集合を $I_{A}(\Omega^{\epsilon\rho^{*}})=\{l\in\{1,2, \cdots,m\}|\lambda^{(\mathfrak{h}}<0\}$ と
するスキームが考えられる. この判定を用いて, アクティブな制約のみを残して式 (3.2)
を繰り返し解くことにより, 系 3.1の条件を満たす問題 SQP$(\Omega)$ の解 $\rho^{\star}$ が得られる.

3.3.2 形状最適化問題の解法

多制約問題 $DV(\Omega)$ の解〆は前節のように求められたとする. ここでは, ステップサイ
ズ $\epsilon>0$ の決め方を定義して, 反復法で問題 SO の極小解 $\Omega^{\star}$ に到達できることの裏付け
について考える.
ステップサイズ $\epsilon>0$ に対する Wolfe の条件を次のように定義する.

定義 3.5 (Wolfe の条件) 問題 DV$(\Omega)$ に対して, Lagrange汎関数 $L(\Omega, u,\lambda)$ を次式とする.

$L(\Omega^{\epsilon\rho(\lambda^{*})},u^{\epsilon\rho(\lambda^{*})},\lambda^{\star})=\text{」^{}(0)}(\Omega^{\epsilon p(\lambda^{*})},$ $u^{\epsilon\rho(\lambda^{*})})+\lambda^{\star}\cdot J(\Omega^{\epsilon\rho(\lambda^{\star})},$ $u^{\epsilon\rho(\lambda^{*})})$

$arrow L(\Omega,u,\lambda)$ $(\epsilonarrow+0)$

ただし, $\lambda^{\star}$ は系 3.1を満たすとする. ある $\xi,\mu\in R(0<\xi<\mu<1)$ として, $\epsilon>0$ に対す
る Wolfe の条件を次式で定義する.

$L(\Omega^{\epsilon\rho(\lambda^{*})},u^{\epsilon\rho(\lambda^{*})},\lambda^{\star})-L(\Omega,u,\lambda)\leq\xi\langle G_{L}(\Omega),$ $\epsilon\rho(\lambda)\rangle$ (3.3)

$\mu$ く$G_{L}(\Omega),$ $\epsilon\rho(\lambda)\rangle\leq\langle G_{L}(\Omega^{\epsilon\rho(\lambda^{*})}),$ $\epsilon\rho(\lambda^{\star})\}$ (3.4)

ただし, $G_{L}(\Omega)=(G^{(0)}(\Omega)+\lambda\cdot G(\Omega))v\in L^{1}(\Gamma;R^{d})$ とする. (3.3) は kmijo の条件ともよ
ばれる.

初期値 $\Omega^{0}$ が極小解 $\Omega^{\star}$ から遠く離れている場合にも収束するとき, 大域的収束性があ
るという. 大域的収束性について次の結果を得る [9].

9



定理 3.5 (大域的収束定理) 問題 SO の汎関数 $(J^{(0)}(\Omega, u),$ $J(\Omega, u))$ は下界をもち, ある $\Omega^{0}\in$

$\prime W$ に対する水準集合川$\psi$L $=\{\Omega\in\prime W|J^{(0)}(\Omega, u)\leq J^{(0)}(\Omega^{0},$ $u^{0}),$ $J(\Omega, u)\leq 0\}$ の近傍 $\prime w_{U}$

で, 定理 3.1を満たす形状勾配 $(G^{(0)},G)$ は次式を満たすとする.

ヨ$\alpha>$ 0: $\Vert G_{L}(\Omega)-G_{L}(\Omega’)\Vert\leq\alpha|k\Omega\backslash \Omega’+\chi_{\Omega’\backslash \Omega}\Vert$ $\forall\Omega,\Omega’\in\prime W_{U}$

ただし, $G_{L}(\Omega)$ は定義 35と同じ定義, $\lambda’$ は (3.1) とする. 探索方向〆が系 3.1の〆であ
り, ステップサイズ $\epsilon>0$ が Wolfe の条件を満たすならば, 反復公式で生成される領域列

$\{\Omega^{k}\}_{k}$ こ対して次式が成り立つ.

$E|||i11G_{L}(\Omega^{k})I1^{2}\cos^{2}\#<\infty$

$\cos\#=-\frac{\langle c_{L}(\Omega^{k}),\epsilon\rho^{k}\rangle}{||G_{L}(\Omega^{k})\Vert||\epsilon\rho^{k}\Vert}$

3.3.3 アルゴリズム

以上の結果を踏まえて, 形状最適化問題 SO を解くアルゴリズムの一例を次に示す.

アルゴリズム

(1) $k=0$ とする. $\Omega^{0}\in$ 嘱!, $\epsilon>0$ を定める.

(2) $(J^{(0)}(\Omega^{k},$ $u^{k}),$ $J(\Omega^{k},$ $u^{k}))$ を計算し, 収束判定する.

$\bullet$ 収束条件を満たしたとき, 計算を終了する.

$\bullet$ 収束条件を満たさないとき, $(G^{(0)}(\Omega^{k}),G(\Omega^{k}))$ を定理 3.1により計算する.

(3) ある強圧的な双 1次形 $a(\cdot,$ $\cdot)$ を定めて, $H^{1}$ 勾配法の問題 HG$(\iota\gamma(\Omega^{k})$ の解 $\rho_{G}^{(i)}(l=$

$0,1,2,$ $\cdots,m)$ を Galerkin 法で計算し, $\rho_{c^{\gamma}}^{(l}=\rho^{(i)\star}$ とおく.

(4) 式 (3.2) で $\lambda$ を計算する.

$\bullet$ 系 3.1の条件式を満たすとき, $\lambda=\lambda^{\star}$ とおいて, 次に進む.

$\bullet$ 系 3.1の条件式を満たさないとき, それらの条件が満たされるまで, アクティ
ブな制約を残して, 式 (3.2) を解き直す.

(5) 系 3.1の $\rho(\lambda^{*})$ を用いて, 定義 35の Wolfe の条件をチェックする.

$\bullet$ 両条件を満たしていれば, 定義 33の領域変動を行い, 次に進む.

$\bullet$ (3.4) が成立しなければ, $\epsilon$ を $\epsilon/2$ に置き換え, (3.4) が成立しなければ (3.4) を

満たす範囲で $\epsilon$ を更新して, (4) に戻る.

(6) $k+1$ を $k$ と置き換えて, (2) に戻る.
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4 SIMP 位相最適化問題
偏微分方程式の境界値問題が定義された領域において密度を定義して, 冒頭で説明した

SIMP型の位相最適化問題を考えよう.
密度の許容集合を次のように定義する.

定義 4.1 (密度の許容集合) 領域 $\Omega\subset R^{d}(d=2,3)$ は区分的に滑らかで Lipschitz 連続な境
界を持つ開領域とする. ある $\Omega$ に対して密度 $\phi$ の集合 $\prime W$ を次のように定義する $*$ 1.

$\prime W=\{\phi\in W^{1,\infty}(\Omega)|\phi_{0}\leq\phi\leq 1\}$

ただし, $\phi_{0}\succ 0$ は小さな定数とする. べき指数 $p>1$ も定数とする.

$p>1$ の条件は, 後で示す問題 DV$(\phi)$ において $\phi$ の $\phi_{0}$ と 1への分極化を促すと考えら
れる.

密度の重みを付けた SIMP境界値問題を次のように定義する.

問題 4.1 (SIMP境界値問題 BV $(\phi)$) $f\in L^{2}(\Omega;R)$ を既知として, 次式を満たす $u$ : $\Omega\mapsto R$

を求めよ.

$-\nabla\cdot(\phi^{p}\nabla u)=\phi f$ $in\Omega$

$u=$ Oon $\Gamma$

評価汎関数を次のように定義する.

定義 4.2 (評価汎関数) 定義 4.1の〆W とする. $\phi\in\eta\gamma$ で定義された問題 BV $(\phi)$ の解を $u$

とする. $\phi$ と $u$ の関数 $g^{(l)}\in$ 解, $\infty$ $(R^{2};R)(l=0,1,2, \cdots,m)$ とする. 目的汎関数 $J^{(0)}(\phi, u)$ ,

制約汎関数 $J(\phi, u)=\{J^{(l)}(\phi, u)\}_{l}\in R^{m}$ を合わせて $(J^{(0)}(\phi, u),J(\phi, u))\in R^{m+1}$ を評価汎関数
とよび, 次のように定義する.

$J^{(l)}( \phi,u)=\int_{\Omega}g^{(l\gamma}(\phi, u)dx$

SMP境界値問題の密度を設計変数にした次の問題を SIMP位相最適化問題とよぶ.

問題 4.2 (SIMP位相最適化問題 TO) 定義 4.1, 4.2の $W$, $(\text{」^{}(0)}(\phi, u),J(\phi,u))$ とする. ある
$\phi\in$ 嘱! のときの問題 BV $(\phi)$ の解を $u$ とする. このとき, 次のような $\phi^{\star}\in\prime W$ を求めよ.

$J^{(0)}( \phi^{\star},u^{\star})=\phi\in W\min_{\prime}\{J^{(0)}(\phi, u)|J(\phi, u)\leq 0\}$

密度の許容集合 $\prime W$ は点列コンパクトである. この問題においても, 次のようなスキー
ムで密度列 $\{\phi^{k}\}_{k}$ を構成していけば, 局所解に到達できる.
ある $\phi^{k}\in\prime W(k=0,1,2, \cdots)$ からの密度変動を次のように定義する.

$*1$前章で用いた記号を別の意味で用いる
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定義 4.3 (密度変動) 定義 4.1の $W$ とする. 密度変動 $\rho;\Omegaarrow R$ の集合四を次のように
定義する.

伽 $=W^{1,\infty}(\Omega;R)$

ある $\phi^{k}\in\psi$ に対して, 新密度 $\phi^{k+1}$ は $\rho\in$ 伽と小さな $\epsilon>0$ を用いて次式で構成する.

$\phi^{\epsilon\rho}=\phi^{k}+\epsilon\rho$

$\phi^{k+1}=P_{W}(\phi^{\epsilon\rho})$

ただし, $P_{BV}$ は凸有界閉集合 ${}^{t}W$ への直交射影作用素である.

ある $\phi\in\prime W$ からの最適な密度変動を求める問題を次のように定義する.

問題 4.3 (最適密度変動問題 $DV(\phi)$) 定義 4.1, 42, 43の〆W, $(J^{(0)}(\phi, u),J(\phi,u))$ , 伽とす
る. ある $\phi\in\prime W$ と十分小さな $\epsilon>0$ を既知とする. $\rho\in$ 伽に対する問題 BV$(\phi^{\epsilon\rho})$ の解を

$u^{\epsilon\rho}$ とする. このとき, 次のような $\rho^{\star}\in$ 伽を求めよ.

$f^{0)}(\phi^{\epsilon\rho^{*}},$ $u^{\epsilon\rho^{*}})=$
$\min_{\prime,\rho\in \mathcal{U},|\#)||=1}\{J^{(0)}(\phi^{\epsilon\rho},u^{e\rho})|J(\phi^{\epsilon\rho},u^{\epsilon\rho})\leq 0\}$

問題 DV$(\phi)$ の解 $\rho^{*}\in$ 伽と適切な $\epsilon>0$ を用いて, 定義 43により, $\phi^{k+1}$ を求める.
以下に, 問題 DV$(\phi)$ の解法と, その解を用いた問題 TO の解法を示す.

4.1 $J$のの密度勾配

問題 DV$(\phi)$ における」(り ($\phi$ , u) $(l=0,1,2, \cdots,m)$ の密度変動に対する勾配を密度勾配と
よぶ. ここでは, $J^{(i)}(\phi, u)$ ごとの密度勾配の具体的な計算式を示す.
境界値問題の解 $u$ の密度微分を次のように定義する.

定義 4.4 ($u$ の密度微分 $u’$ ) 定義 4.3を満たすある密度変動印とする. 問題 BV $(\phi)$ , BV $(\phi^{\epsilon\rho})$

の解を $u,$
$u^{\epsilon\rho}$ とする. すべての $\rho\in$ 伽に対して次式で定義する $u$ の G\^ateaux 微分 $u’$ を密

度微分とよぶ.

$u’= \lim_{\epsilonarrow+0}\frac{u^{\epsilon\rho}-u}{\epsilon}$

$u’$ について, 次の結果を得る.

補題 4.1 ($u$ の密度微分 $u’$ ) 定義 4.1,43の嘱!,伽とする. ある $\phi\in\prime W$ のときの問題 BV $(\phi)$

の解を $u$ とする. このとき, すべての $\rho\in$ 伽に対する $u$ の G\^aateaux微分 $u’$ は, 次の問題
の一意解である.

$-\nabla\cdot(p\phi^{p-1}\rho\nabla u)-\nabla\cdot(\phi^{p}\nabla u’)=\rho f$ $in\Omega$

$u’=0$ in $\Gamma$
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補題 4.1の境界値問題より, $u’$ は $\rho$ に対する連続線形汎関数であることが確認できる.
定理 4.1のために, $J^{(l7}(\phi, u)$ に対する随伴問題を次のように定義する.

問題 4.4 (随伴問題 $AD^{(0}(\phi)$) 定義 42の $(J^{(0)}(\phi, u),J(\phi, u))$ とする. $\partial g^{(l)}/\partial u=g_{u}^{(l)}$ を既知
とする. このとき, 次式を満たす $v$の: $\Omega\mapsto R$ を求めよ.

$-\nabla\cdot(\phi^{p}\nabla v^{(l)})=g_{u}^{(i)}$ in $\Omega$

$v^{(l\gamma}=$ Oon $\Gamma$

問題 AD(i) $(\phi)$ の解 v(のは一意に存在する.
ある $\rho\in$ 伽に対する」(の ($\phi$ , u) $(l=0,1,2,$ $\cdots$ , $m)$ の Fr\’echet微分 $\text{」^{}(l)\prime}(\phi,$ $u)\phi$) を密度微分

とよぶ. また, $J^{(l)\prime}(\phi, u)\phi)=\langle G^{(l)},\rho\rangle$ とおいて, $c^{(l)}\in u*$ を密度勾配とよぶ. 」の’ $(\phi, u)(\rho)$

と G(わについて次の結果を得る.

定理 4.1 ($\text{」^{}(l)}$ の密度微分) 問題 DV$(\phi)$ の定義を用いる. $\partial g^{(l)}/\partial\phi=$謬とする. ある $\phi\in\eta\gamma$

のときの問題 BV $(\phi)$ と AD(i) $(\phi)$ の解を $u,$ $v$のとする. $\rho\in$ 伽に対する $J$の ($\phi$ , u) の密度微
分 $J$の’ $(\phi, u)\emptyset)$ について次式が成り立っ.

$J^{(0\prime}( \phi, u)\phi)=\int_{\Omega}G^{(l)}(\phi,$ $u,v^{(l)})\rho dx=\{G^{(l)}(\phi,$ $u,v^{(l)}),\rho\}$

$G^{(l\gamma}(\phi,$ $u,v^{(l)})=g_{\phi}^{(\iota\gamma}-p\phi^{p-1}(\nabla v^{(l)}\cdot\nabla u)+fv^{(l)}$

また, $f\in L^{2}(\Omega;R),$ $g^{(l\gamma}\in W^{2,\infty}(\mathbb{R}^{2};R)$ と密度勾配 $G^{(l\gamma}(\phi,$ $u,v^{(l)})\in W^{1,1}(\Omega;R)$ が成り立っ.

証明次式が成り立っ.

$J^{(l)\prime}( \phi,u)\phi)=\int_{\Omega}(g_{\phi}^{(l\gamma}\rho+g_{u}^{(l)}u’)dx=\{g_{\phi}^{(l)},\rho\}+\langle g_{u}^{(l)},$ $u’\}$

補題 4.1と問題 $AD^{(l\gamma}(\phi)$ の $(u’,$ $v^{(t)})\in V^{2}$ は次の弱形式を満たす.

$a(p\phi^{p-1}\rho,u,$ $v^{(0})+a(\phi^{p},$ $u’,v^{(l)})=\{\rho f,v^{(I)}\rangle$ $\forall v^{(l)}\in V$

$a(\phi^{p},u’,v^{(l)})=\{g_{u}^{(l)},$ $u’\}$ V$u$
’ $\in V$

ただし, 次の定義を用いた.

$a( \phi, u,v)=\int_{\Omega}\phi\nabla u\cdot\nabla vdx$

$V=H_{0}^{1}(\Omega;R)$

2つの弱形式より, 次式が成り立っ.

$J^{(l)\prime}(\phi,u)\phi)=\{g_{\phi}^{(l\}},\rho\}-a(p\phi^{p-1}\rho,u,v^{(l)})+\{\rho f,v^{(l\gamma}\}$

また, $f\in L^{2}(\Omega;\mathbb{R}),$ $g^{(l)}\in$ 昭, $\infty$

$(R^{2};\mathbb{R})$ より, $u,$ $v^{(l)}\in H^{2}(\Omega;R)$ を得る. この結果から,
$G^{(\iota\gamma}(\phi,u,v^{(l)})\in W^{1,1}(\Omega;R)$ を得る. ロ
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注意 4.1 ($J^{(l)}(\phi,$ $u)$ の形状微分) $G^{(I)}\not\in W^{1,\infty}(\Omega;R)$ より, G(りを $\rho$ とすることはできない.

適切な正則化法を考える必要がある.

$G^{(l\grave{)}}(\phi,$ $u,$ $v^{(l)})\in W^{1,1}(\Omega;R)\subset W^{1.\infty}(\Omega;R)^{*}$ より, J(わは伽上で連続である. したがって,

定理 2.1により, 次の結果を得る.

定理 4.2 (問題 DV$(\phi)$ の解の存在) 問題 DV$(\phi)$ の解 $\rho^{\star}$ は存在する.

4.2 $H^{1}$ 勾配法

密度勾配 $G^{(l)}$ が求められたとする. G(わを用いて」のを最小化する方向 $\rho^{(\text{の}*}\in$ 伽を求め

ることを考える.
抽象的勾配法の問題 23において, $V=$ 伽 2 $X=H^{1}(\Omega;R)$ を選ぶ. このとき, 次の問題

が定義できる.

問題 4.5 $(H^{1}$ 勾配問題 $HG^{(l)}(\phi))$ 定理 4.1の G(わを既知として, 次式を満たす $\rho_{G}^{(l)}\in X=$

$H^{1}(\Omega;\mathbb{R})$ を求めよ.

$a(\rho_{G}^{(l)},$ $v)=-\{G^{(l)},v\}$ $\forall v\in X$

ただし, $a(\cdot,$ $\cdot)$ は $X$ 上の強圧的な双 1次形式で, 例えば, $c_{1}$ は正定数として, 次式で定
義する.

$a(y,z)=(y,z)_{X}= \int_{\Omega}(\nabla y\cdot\nabla z+c_{1}yz)dx$

この問題の解 $\rho_{G}^{(l)}$ を J(りが最小化する方向 $\rho^{(l)\star}\in$ 伽の候補とする方法を SIMP 問題に対
する $H^{1}$ 勾配法とよぶ. この $H^{1}$ 勾配法について, 次の定理を得る [6].

定理 4.3 (DV に対する $H^{1}$ 勾配法) 問題 DV$(\phi)$ の定義を用いる. ある $\phi\in$ 唱/ に対して定
理 4.1の G(りは $X^{*}$ に属し, 問題 $HG^{(l)}(\phi)$ の解 $\rho_{G}^{(i)}\in X$ は一意に存在する. さらに,

(1) $\rho_{G}^{(l)}$ 欧伽のとき, $\rho_{G}^{(l)}$ は $J^{(\iota\gamma}(\phi, u)$ を最小{bする方向 $\rho^{(l)\star}\in$ 伽である.

(2) $\rho_{G}^{(\iota\gamma}\not\in$ 伽のとき, $narrow\infty$ に対して $\rho_{n}^{(\iota\gamma*}arrow\rho_{G}^{(l\gamma}\in X$ となる $J^{(l)}(\phi, u)$ を最小化する方向
の列 $\{\rho_{n}^{(i)\star}\}_{n}\in$ 伽が存在する.

注意 4.2 ($H^{1}$ 勾配法) 伽に属する有限個の関数を基底関数に用いた有限次元空間伽 h を用
いて, 問題 $HG^{(l)}(\phi)$ を Galerkin 法で解く場合は, 近似解 $\rho_{Gh}^{(\iota\gamma_{\star}}\in$ 伽 h $\subset u$ となる.

数値解法に関しては, 形状最適化問題の場合と同様のスキームが考えられる. ここで
は, 省略する.
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5 まとめ

本稿では, 著者らが力法とよんできた方法や SIMP型位相最適化問題の $H^{1}$ 勾配法とよ
んできた方法を, 著者の理解に基づいて, 数理的側面から議論した. 著者の不勉強により,
誤った説明がなされている個所や, 未解決の部分が顕在しているような気がしている. 今
後も次の執筆の機会に向けて改定を重ねていく予定である. ご指摘をいただければ存外の
幸せである.
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付録

A 弱点列コンパクト
2章では, 次の定義と定理を用いた.

定義 A.l (弱点列コンパクト) ノルム空間 $V$ とする. 空でない部分集合 $S\subset V$ の中のすべ
ての点列が $S$ の点に弱収束する部分列をもつとき, $S$ は弱点列コンパクトという.

弱点列コンパクトについて James の定理が知られている [10].

定理 A.l (弱点列コンパクト) 実 Banach 空間 $V$ , 空でない凸有界閉部分集合 $S\subset V$ とす
る. すべての連続線形汎関数が $S$ 上で上界をもつとき, $S$ は弱点列コンパクトである.

定義 A.2(下半連続) 実 Banach 空間 $V$ , 空でない部分集合 $S\subset V$ , 汎関数」: $Sarrow R$ と
する. ある $x^{0}\in S$ に弱収束する $S$ の中のすべての点列 $\{l\}_{n}$ に対して次式を満たすとき,
」を下半連続という.

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}$」$(l)= \lim_{narrow\infty}(\inf_{m\geq n}J(x^{m}))\geq J(x^{0})$

$B$ 汎関数の形状微分
3章と付録 $C$ では次の古典的な結果を用いた.

補題 B.l (領域積分の形状微分) 定義 3.1, 33の〆W, 刀とする. $\Omega\in\prime W$ の境界は $W^{1,\infty}$

級とする. すべての領域変動 $\rho\in$ 伽に対する関数 $u\in W^{1,1}(R^{d};\mathbb{R})$ の G\^ateaux 微分 $u’=$
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$\lim_{\epsilonarrow+0}(u^{\epsilon\rho}-u)/\epsilon\in W^{1,1}(\mathbb{R}^{d};R)$ とする. このとき, 領域積分 $J(\Omega)$ の Fr\’echet微分 $J’(\Omega)(\rho)$

について次の関係が成り立っ.

$J( \Omega)=\int_{\Omega}udx$

$J’( \Omega)(\rho)=\int_{\Omega}u’dx+\int_{\Gamma}uv\cdot\rho dx$

補題 B.2 (境界積分の形状微分) 定義 3.1, 33の $W$, 伽とする. $\Omega\in\prime W$ の境界は $W^{\infty}$

級とする. すべての領域変動 $\rho\in$ 伽に対する関数 $u\in W^{1}(\mathbb{R}^{d};\mathbb{R})$ の G\^ateaux 微分 $u’=$

$\lim_{\epsilonarrow+0}(u^{\epsilon\rho}-u)/\epsilon\in W^{2,1}(R^{d};R)$ とする. このとき, 領域積分 $J(\Omega)$ の Fr\’echet微分 $J’(\Omega)(\rho)$

について次の関係が成り立っ.

$J( \Omega)=\int_{\Gamma}ud\Gamma$

$J’( \Omega)(\rho)=\int_{\Gamma}u’d\Gamma+\int_{\Gamma}(\nabla\phi\cdot v+\kappa\phi)v\cdot\rho$ $dr$

ただし, $\kappa=\nabla\cdot v,$ $\kappa/(d-1)$ は平均曲率とよばれる.

$J’(\Omega)(\rho)$ を $J(\Omega)$ の形状微分とよぶ.

$C$ 定理 3.1の証明 (別法)

3.1の証明の前半において, 補題 3.1の境界条件を陽に用いない方法を示す [11].

定理 3.1の証明 (別法) 問題 BV$(\Omega)$ の弱形式を制約とする」(り ( $\Omega$ , u) の Lagrange 汎関数
$L^{(\vec{l})}(\Omega,$ $u,v^{(l)})$ を考える. ただし, $(u,v^{(l)})\in(H^{1}(\Omega;R))^{2}$ とする.

$L^{(\iota\gamma}( \Omega, u, v)=J^{(l)}(\Omega, u)-\int_{\Omega}\nabla u\cdot\nabla v^{(\iota\gamma}dx+\int_{\Omega}fv^{(t)}dx+\int_{\Gamma}v^{(l)}\nabla u\cdot v$dr’ $+ \int_{\Gamma}u\nabla v^{(0}\cdot vd\Gamma$

領域変動 $\rho\in$ 伽に対する $L^{(l)}\backslash (\Omega,$ $u,v^{(l)})$ の G\^ateaux微分 $L^{(l)\prime}(\Omega,$ $u,$ $v$
の $)$ $(\rho)$ は次式となる.

$L^{(\iota\gamma’}( \Omega,u,v^{(l)})(\rho)=\int_{\Omega}g_{u}^{(l\gamma}u’dx-\int_{\Omega}\nabla u’\cdot\nabla v^{(i)}dx-\int_{\Omega}\nabla u\cdot\nabla v^{(i)\prime}dx$

$+ \int_{\Omega}fv^{(\iota_{\grave{J}^{J}}}dx+\int_{\Gamma}v^{(l)\prime}\nabla u\cdot vd\Gamma+\int_{\Gamma}u’\nabla v^{(l)}\cdot v$ dr

$+ \int_{\Gamma}\{g^{(\iota\gamma}-\nabla u\cdot\nabla v^{(l)}+2(\nabla v^{(l)}\cdot v)(\nabla u\cdot v)\}v\cdot\rho d\Gamma$

$= \int_{\Gamma}\{g^{(i)}+(\nabla u\cdot v)(\nabla v^{(l)}\cdot v)\}v\cdot pd\Gamma$

第 1等号において, 付録の補題 B. 1, B.2と $u=v^{(l)}=0$ on $\Gamma$ を用いた. 第 2等号において,
問題 $BV(\Omega)$ と問題 AD$(\iota\gamma_{(\Omega)}$ の弱形式と $\partial u/\partial\tau^{a}=\partial v^{(l)}/\partial\tau^{\alpha}=0(\alpha=1,2, \cdots, d-1)$ を用い
た. $\tau^{a}\in R^{d}$ は $\Gamma$ 上の単位接線である. $L^{(l)\prime}(\Omega,$ $u,$ $v^{(l)})(\rho)=J^{(l)\prime}(\Omega, u)(\rho)$ より, 定理の等式
を得る. ロ
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