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1 はじめに

非線形固有値問題は, 構造物の振動解析や流体の安定性解析, 電磁場解析, 遅延微分方程式な
どの分野で現れる. また, 連立代数方程式を多項式固有値問題に帰着する応用も提案されている
[8]. しかし, 数値的な計算が容易ではないことから, モデルの定式化において非線形固有値問題
は避けられる傾向があり, もとの問題は非線形であっても何らかの近似によって線形問題に帰着
させて扱われることが多い.
行列の要素が多項式で与えられる場合には, コンパニオン行列を用いることで一般化固有値問

題に帰着される. しかし, 得られる一般化固有値問題の行列の次元がもとの行列の次元に対して
多項式の次数に比例して増大することや, 無限大固有値を多く含んで数値的に不安定になるなど
の問題点があった. また, 多項式でない場合にはコンパニオン行列は使えず, Newton法などの反
復法が必要であり, 初期値依存性が高く網羅的に解を求めることは容易ではない.
一般化固有値問題に対する周回積分を用いた解法として, 文献 [14] において Sakurai-Sugiura (SS)

$\iota$ 法が提案された. この方法は, モーメントを用いて解析関数の零点を求める方法である Kravanja-
Sakurai-Van Barel(KSB) 法 [9] に基づいている. KSB 法では与えられた関数の零点を極に持つよ
うな関数の周回積分によってモーメントを求め, そこから得られる Hankel行列の小規模な行列束
から極を計算する. SS 法では固有値を極に持っような関数を考えることで, KSB 法と同様にモー
メントから固有値を求める. このとき, 対応する部分空間を考慮することで固有ベクトルも得ら
れる. KBS 法の誤差解析は文献 [10, 13] で与えられている.

SS 法はモーメントを直接用いて Hankel行列を生成する. これに対して, 文献 [15] では, ベク
トルに対する周回積分と Rayleigh-Ritz プロシージャを用いることで, とくに対称行列に対して精
度改善を行った. モーメントを直接用いる (explicit moments) 場合と Rayleigh-Ritz プロシージャ
を用いる場合を区別するときには, それぞれ SS-EM 法, SS-RR法とよぶ. また, 複数のベクトル
を用いたブロック版 (Block SS method) [7] によって, 領域内に多数の固有値がある場合の安定性
が改善され, 重複固有値に対しても適用可能になった. SS 法は分散した並列計算環境に適した特
徴をもち, 大規模シミュレーションに利用されている [16].
本論文では, 周回積分を用いた固有値解法を非線形固有値問題に適用する方法 [1] について示

す. さらに, 行列の要素が解析関数で与えられる問題への適用方法 [2] についても述べる. この方
法は, 多項式行列に適用した場合でも行列の次元が増大せず, とくに高次の多項式で従来法に比
べて有効性が高い. また, これまで Newton法などの初期値依存性の高い方法で反復によって求
めるしかなかった問題でも, 与えた領域内のすべての固有値を網羅的に求めることが可能となる.
次節において, 周回積分を用いた一般化固有値問題の解法を多項式固有値問題へ適用する方法
を示す. さらに, 解析関数への拡張方法についても簡単に述べる. 第 3節において, 周回積分を
数値的に近似する方法について述べる. 第 4節で非線形固有値問題に適用した数値例を示す.
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2 非線形固有値問題への周回積分を用いた方法の適用

行列 $A,$ $B\in \mathbb{C}^{n\cross n}$ とし, ベクトル $v\in \mathbb{C}^{n}$ は零でないとする. 関数 $f(z)$ を

$f(z):=v^{H}(zB-A)^{-1}v$ (1)

と定義する. $f(z)$ は固有値を極とする有理関数となるため, この $f(z)$ に対して周回積分を用いて
与えられた領域内の極を求める方法 [9] を適用する. これにより, 周回積分を用いた一般化固有値
問題の解法 [14] が得られる. まず, この方法の多項式固有値問題への適用について述べる.
行列 $A_{0},$ $A_{1},$

$\ldots,$
$A_{l}\in \mathbb{C}^{nxn},$ $A_{l}\neq O$ に対して

$F(z)= \sum_{i=0}^{l}z^{i}A_{i}$ , $z\in \mathbb{C}$

とする. ここで $F(z)$ は $l$ 次の行列多項式である. $F(z)$ の行列式が恒等的に $0$ でないとき, $F(z)$

は正則であるという. また, 係数がベクトルで与えられる多項式をベクトル多項式とよぶ.
行列多項式 $F(z)$ に対して, $F(\lambda)x=0$ となるスカラー $\lambda$ とベクトル $x$ を求める多項式固有値

問題を考える. ここで, 周回積分を用いた一般化固有値問題の解法が多項式固有値問題へ適用可
能であることを示すために, 以下の定理を用いる.

定理 1(Smith の標準形 [6]) $F(z)$ を $n\cross n$ の正則な行列多項式とする. このとき, $F(z)$ は次の
ように表される.

$P(z)F(z)Q(z)=D(z)$ .
ここで, $D(z)=$ diag$(d_{1}(z), d_{2}(z), \ldots, d_{n}(z))$ であり, $d_{i}(z)$ は di-l $(z)$ で割り切れるモニックな多
項式である. また, $P(z),$ $Q(z)$ は正則である.

対角行列 $D(z)$ を Smith の標準形といい, 一意に定まる. 関数 $f(z)$ を, 式 (1) のかわりに行列
多項式 $F(z)$ を用いて

$f(z):=v^{H}F(z)^{-1}v$ (2)

と定義する. このとき, 以下の定理が成り立っ.

定理 2行列多項式 $F(z)$ に対する Smithの標準形を $D(z)=$ diag $(d_{1}, \ldots, d_{n})$ とし, $P(z)F(z)Q(z)=$
$D(z)$ と表されるとする. $P(z),$ $Q(z)$ はベクトル多項式によって

$P(z)^{H}=(p_{1}(z), \ldots,p_{n}(z))$ ,

および

$Q(z)=(q_{1}(z), \ldots, q_{n}(z))$ ,

と表されるとする. また,

$\chi_{j}(z):=v^{H}Hq_{j}(z)p_{j}(z)^{H}v$ , $1\leq j\leq n$

とおく. このとき, 関数 $f(z)$ は次のように表される.

$f(z)= \sum_{j=1}^{n}\frac{\chi_{j}(z)}{d_{j}(z)}$ .
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この定理より, 関数 $f(z)$ は有理式であり, その分母は Smith の標準形で対角要素となる多項式
$d_{1}(z),$

$\ldots,$
$d_{n}(z)$ であることが分かる. このことから, 一般化固有値問題に対する方法であった文

献 [14] の方法と同様の手法が適用でき, 一般化固有値問題のときの $F(z)=zB-A$ を行列多項式

$F(z)= \sum_{i=0}^{l}z^{i}A_{i}$

に置き換えることで方法が拡張される.
$\Gamma\in \mathbb{C}$ を正の向きをもつ Jordan 曲線とし, $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{m}$ を $\Gamma$ 内にある相異なる固有値とする. ま

た, 複素モーメントを

$\mu_{k};=\frac{1}{2\pi i}\int_{\Gamma}z^{k}f(z)dz$, $k=0,1,$ $\ldots,$ $m-1$ , (3)

と定義し, $\mu_{k}$ から得られる Hankel行列 $H_{m}$ とその要素がシフトした Hankel行列 $H_{m}<$ を

$H_{m}:=[\mu_{i+j-2}]_{i,j=1}^{m}=$ $(\mu_{m-1}\mu_{1}\mu_{0}$
$\mu_{m}\mu_{2}\mu_{1}$

...

$\mu_{2m-2}\mu_{m-1}\mu_{m}:)$ ,

および

$H_{m}^{<}:=[\mu_{i+j-1}]_{i,j=1}^{m}=(\mu_{m}\mu_{2}\mu_{1}$
$\mu_{m+1}\mu_{3}\mu_{2}$

. . .

$\mu_{2m-1}\mu_{m+1}\mu_{m}:)$

とする. このとき次の定理が成り立っ.

定理 3 $xJ(z)\neq 0_{f}1\leq j\leq m$ のとき行列則 $H_{m}<-\lambda H_{m}$ の固有値は $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{m}$ で与えられる.

この定理より, 行列多項式 $F(z)$ の $\Gamma$ 内の固有値が Hankel 行列による行列束 $H_{m}-\lambda H_{m}$ の固
有値として求められることがわかる. $\lambda_{j}$ に対応する $H_{m}-\lambda H_{m}$ の固有ベクトルを $w_{j}$ とすると,
行列多項式 $F(z)$ の固有ベクトルは

$x_{j}=[s_{0}, s_{1}, \ldots, s_{m-1}]w_{j}$ , $j=1,2,$ $\ldots,$ $m$

によって求められる. ここで

$s_{k}= \frac{1}{2\pi i}\int_{\Gamma}z^{k}F(z)^{-1}vdz$ , $k=0,1,$ $\ldots,$ $m-1$ (4)

である.
Smith の定理では行列の基本変換が証明の基本となる. この基本変換の操作の解析関数に対す
る拡張を考えることで, Smith の定理は解析関数に拡張できる. この結果を用いると, 周回積分
を用いた固有値解法が, 解析関数を行列の要素にもっ非線形固有値問題に適用可能であることが
示される.
周回積分は, 図 1に示すように, ペクトル $v\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対するフィルターと見なすことができる. 入カ
したベクトルに含まれる固有ベクトル成分のうち, $\Gamma$ 外部の成分は $0$ となり, $\Gamma$ 内部の成分だけが
残る. さらに, $z^{k},$ $k=0,1,$ $\ldots$ によって複数のモーメントを観測することで $\Gamma$ 内の固有ベクトル
を抽出することが可能となる.
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図 1 A filter of spectral for an input vector

3 数値積分による近似

積分路 $\Gamma$ が, 中心 $\gamma$ , 半径 $\rho$ の円の場合には, 円周上に $N$ 個の等間隔点

$\omega_{j}:=\gamma+\rho e^{\frac{2ni}{N}(j+1/2)}$ , $j=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

をとり, この点での関数値

$f(\omega_{j})=v^{H}F(\omega_{j})^{-1}v$ , $j=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

を用いて, 数値積分を行う. このとき, 式 (3) は

$\hat{\mu}_{k}=\frac{1}{N}\sum_{j=0}^{N-1}(\frac{\omega_{j}-\gamma}{\rho})^{k+1}f(\omega_{j})$ , $k=0,1,$ $\ldots$

によって近似される. この $\hat{\mu}_{k}$ を用いて Hankel行列を

$\hat{H}_{m}:=[\hat{\mu}_{i+j-2}]_{i,j=1}^{m}=(\begin{array}{llll}\hat{\mu}_{0} \hat{\mu}_{1} \cdots \hat{\mu}_{m-1}\hat{\mu}_{l} \hat{\mu}_{2} \cdots \hat{\mu}_{m}\vdots \vdots \vdots\hat{\mu}_{m-1} \hat{\mu}_{m} \hat{\mu}_{2m-2}\end{array})$ ,

および

$\hat{\mu}_{m}^{<}:=[\hat{\mu}_{i+j-1}]_{i,j=1}^{m}=(\begin{array}{llll}\hat{\mu}_{1} \hat{\mu}_{2} .\cdot \hat{\mu}_{m}\hat{\mu}_{2} \hat{\mu}_{3} \hat{\mu}_{m+1}\vdots \vdots \vdots\hat{\mu}_{m} \hat{\mu}_{m+1} \cdots \hat{\mu}_{2m-1}\end{array})$

とする. これから得られる行列束 $\hat{H}_{m}<-\lambda\hat{H}_{m}$ の固有値を近似固有値 $\hat{\lambda}_{j}$ とする.
対応する固有ベクトルは

$\hat{x}_{j}=[\hat{\epsilon}_{0},\hat{s}_{1}, \ldots,\hat{s}_{m-1}]\hat{w}_{j}$ , $j=1,$ $\ldots,$ $m$

によって求められる. ここで $\hat{w}_{j}$ は $\hat{H}_{m}<-\lambda\hat{H}_{m}$ の $\hat{\lambda}_{j}$ に対応する固有ベクトルで,

$\hat{s}_{k}:=\frac{1}{N}\sum_{j=0}^{N-1}(\frac{\omega_{j}-\gamma}{\rho})^{k+1}F(\omega_{j})^{-1}vdz$, $k=0,1,$ $\ldots,$ $m-1$
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である.
数値積分では, 積分路 $\Gamma$ の近くに固有値があると積分誤差が大きくなり, それを十分に小さくする

ためには分点数 $N$ を大きくする必要がある. しかし, 実際には以下のようにすることで, $N$ をそれ
ほど大きくすることなく十分な精度の固有対が得られる. $M$ を $m$以上の整数とし, $\hat{\mu}_{0},$ $\ldots,\hat{\mu}_{2M-1}$

を要素にもつ Hankel 行列を $\hat{H}_{M}$ とする. その特異値を $\sigma_{1},$
$\ldots,$ $\sigma M$ とする. 適当な小さな値 $\delta$ に

対して,
$\sigma_{i}\geq\delta(1\leq i\leq K)$ and $\sigma_{i}<\delta(i>K)$ (5)

となる $K$ を求める. $K\cross K$ の $\hat{H}_{K}$ および $\hat{H}_{K}^{<}$ を用いることで積分誤差の影響が小さくなり, $N$

をそれほど大きくする必要がなくなる [16].
ブロック版では, ベクトル $v$ のかわりに, 適当な整数 $L$ に対して行列 $V\in \mathbb{C}^{nxL}$ を用い,

$f(z):=V^{H}F(z)^{-1}V$ (6)

とする. ここで $V$ の各列ベクトルは互いに独立であるとする. $f$ $F$は $L\cross L$ の行列となる. モーメ
ント $\mu_{k}$ は $L\cross L$ の行列

$\hat{M}_{k}=\frac{1}{N}\sum_{j=0}^{N-1}(\frac{\omega_{j}-\gamma}{\rho})^{k+1}.V^{H}F(\omega_{j})^{-1}V$, $k=0,1,$ $\ldots$

となり, $\hat{\mu}_{k}$ のかわりに $M_{k}$ を Hankel構造に並べたブロック Hankel行列とする. ブロックでないと
きと同様に, $\hat{H}_{K},\hat{H}_{K}<$ を特異値分解を用いて条件 (5) を満たすように決める. また, $\hat{S}=[\hat{S}_{1}, \ldots,\hat{S}_{M}]$

とする. このとき $M$ を $K/L$ よりも大きくなるようにあらかじめ設定しておく. 図 2にアルゴリ
ズムを示す.

Algorithm:
Input: $V\in \mathbb{C}^{nxL},$ $N,$ $M,$ $\gamma,$ $\rho,$

$\delta$

Output: $(\hat{\lambda}_{i},\hat{x}_{i}),$ $i=1,$ $\ldots,$
$K$

Step 1. Set $\omega_{j}arrow\gamma+\rho\exp(2\pi i(j+1/2)/N),j=0,$
$\ldots,$ $N-1$

Step 2. Solve $F(\omega_{j})Y_{j}=V,j=0,$
$\ldots$ , $N-1$ for $Y_{j}$

Step 3. Compute $\hat{S}_{k}$ and $\hat{M}_{k},$ $k=0,1,$ $\ldots,$ $2M-1$
Step 4. Evaluate $K$ such that the condition (5) is satisfied, and set $\hat{H}_{K}$ and $\hat{H}_{K}^{<}$

Step 5. Compute eigenpairs $(\hat{\zeta}_{j},\hat{w}_{j})$ of the matrix pencil $\hat{H}_{K}^{<}-\lambda\hat{H}_{K}$

Step 6. Set $\hat{\lambda}_{i}arrow\gamma+\hat{\zeta}_{i},$ $i=1,$ $\ldots K$
)

Step 7. Set $\hat{x}_{i}arrow\hat{S}(:, 1:K)\hat{w}_{i},$ $i=1,$ $\ldots,$
$K$

図 2 The block SS method for nonlinear eigenvalue problems

大規模固有値問題の反復解法では, 従来法のほとんどは近似固有ベクトルを与えて部分空間を
生成し, それを用いて近似固有ベクトルを更新する. これは, 部分空間を生成する内部反復, お

よび近似固有ペクトルを繰り返し更新する外部反復から構成される. そのため, 各反復ループ内
の細粒度の並列性となる. それに対して, SS法では近似固有ベクトルを更新する反復プロセスが
存在しない. また, 数値積分では, 分点の関数値は互いに独立に計算可能である. このために分
散した並列計算環境むきの実装が可能である.
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4 数値例

周回積分を用いた固有値解法を非線形固有値問題に適用した数値例を示す. 計算は MATLAB
を用い, 倍精度演算によって行った. 連立一次方程式は MATLAB のコマンド $\backslash$ を用いた. 疎行列
に対しては疎行列向きの直接解法が適用される. 計算環境は, OS は MacOSX, CPU は Core$2Duo$

$2.8GHz$ , メモリーは $4GB$ である. 非線形固有値問題のテスト行列を集めたソフトウエア [3] に収
録されている問題を用いた.

数値例 1 コンクリートの構造物の振動解析で現れる 2次の固有値問題 [5]

$F(z)=(1+\mu i)A_{0}+zA_{1}+z^{2}A_{2}$ .

行列の次元は $n=2,472$ である. $\mu=0.04$ とした.

円を中心 $\gamma=0.02i$ , 半径 $\rho=0.01$ とし, パラメータは $N=64,$ $M=12,$ $L=24,$ $\delta=10^{-10}$

とした. 計算時間は, 連立一次方程式を解くために 2550秒, すべての計算時間は 3308秒であっ
た. 2次の多項式のため, コンパニオン行列を用いた場合には 4, 944次元の固有値問題を解く必要
があるが, 提案手法では次元が増大することはない. 表 1に得られた固有値と残差を示す.

表 1 Numerical residuals in Example 1.

数値例 2Schr\"odinger作用素 $Hf(x)=f”(x)+(\cos(x)-e^{-x^{2}})f(x)$ に関連した 2次の固有値問題
[4]. 問題は

$F(z)=A_{0}-2zA_{1}+z^{2}A_{2}$

と表され, 行列の次元は 1,998次元である. $[-1/2,2]\cross[-10^{-1},10^{-1}]$ の領域に分布する固有値が
$H$ の固有値に非常に近いことが知られている.

円の中心を $\gamma=0.75$ , 半径を $\rho=1.25$ とし, 区間 $[-1/2,2]$ を含む円を設定した. パラメータは
$N=32,$ $M=16,$ $L=32,$ $\delta=10^{-10}$ とした. この結果, 区間 $[-1/2,2]$ にある 58個の固有値が
求まった. 計算時間は, 連立一次方程式を解くために 380秒, すべての計算時間は 802秒であっ
た. 行列の非零要素数は 11,980であり, 疎行列むきの解法を用いているために, 問題の次元数に
対して計算時間が比較的少ない. 表 2に得られた結果を示す. なお, 固有値の数が多いため一部
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の固有値のみ示している. 図 3に得られた固有値分布を示す. 0.5近傍にバンドギャップがあるこ
とがわかる.

数値例 3高速列車によって振動を受ける鉄道のレールの振動解析から現れる 2次の固有値問題 [12]

$F(z)=A_{0}+zA_{1}+z^{2}A_{0}^{T}$ .

ここで行列 $A_{0}$ は

$A_{0}=(\begin{array}{ll}0 0A 0\end{array})\in \mathbb{C}^{1005x1005}$

で, $A\in \mathbb{C}^{201x67}$ である. そのため, $A_{0}$ は rankが 67となり, 原点と無限遠点に数多くの固有値
がある.

円を中心 $\gamma=0.02i$ , 半径 $\rho=0.01$ とした. パラメータは $N=64,$ $M=12,$ $L=24$ とした.
$\Vert A_{0}\Vert_{1}=3.07\cross 10^{10},$ $\Vert A_{1}\Vert_{1}=1.90\cross 10^{11}$ である. 表 3に結果を示す. このように原点や無限遠
点に多くの固有値があるような問題であっても適用可能であることが分かる.
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$- 1.5$
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図 3 Distribution of eigenvalues in Example 2

数値例 4加速器の設計において現れる平方根を含む行列 [11]

$F(z)=K-zM+i\sqrt{z-\sigma_{1}^{2}}W_{1}+i\sqrt{z-\sigma_{2}^{2}}W_{2}$.
ここで, $n=9,956$ であり, $K,$ $M,$ $Wi,$ $W_{2}\in \mathbb{R}^{nxn}$ は対称で, $M$ は正定値である. $\sigma 1=0,$ $\sigma_{2}=$

0.043551とした.
複素平面上に 7個の円領域を設定し, それぞれの領域内の固有値を求めた. この問題では, 虚部が

正の固有値が必要となるため, 円の中心を実軸からずらして配置している. パラメータは $N=64$ ,
$M=12,$ $L=16,$ $\delta=10^{-10}$ とした. 図 4に得られた固有値の平方根 $\sqrt{\lambda_{j}}$ の複素平面上での分布
を示す. 図において, 円状に並んだ点は周回積分に用いた $\Gamma$ 上の分点を表し, $+$記号は得られた固
有値を表している. 得られた固有対の残差 $\Vert F(\hat{\lambda}_{j})_{\hat{X}j}\Vert_{2}$ の最大値は $16\cross 10^{-9}$ であった. 与えら
れた領域内の固有値を網羅的に求めることが可能であることが分かる.

図 4 Distribution of $\sqrt{\lambda_{j}}$ and circles in Example 4

5 おわりに

本論文では, 周回積分を用いた固有値解法である Block SS 法を, 非線形固有値問題に拡張する
方法にっいて述べた. この方法は行列多項式だけでなく解析関数などのより広いクラスの問題に
適用可能である. また, 与えられた円領域内の固有値をすべて求めることができる. 非線形固有
値問題の数値解法を前提としたモデリング手法の開拓や応用問題へ適用したときの有効性の検証
が今後の課題となる.
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