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1 Introduction
量子 Painleve 方程式とは, Painleve’方程式が解を解に移す変換として

持つアフィン Weyl 群対称性を受け継ぐ量子化のことである. ここで量子
化とは, Poisson 括弧と対応する交換関係もつ対象を指す. アフィン Weyl
群対称性を持つ量子化はすべての Painlev\’e 方程式に対して構成できる.
ただし.

$\acute$ PI は対称性を持たないが正準座標が分離している Hamiltonian
を持つので) その量子化は決定されているとみている.

Painleve 方程式はソリトン方程式に対する相似簡約で得られる. 一方,
ソリトン方程式の量子化は知られている. 量子 Painleve 方程式は量子ソ
リトン方程式からの何らかの簡約で得られることが期待されている.
また, Painlev\’e 方程式はモノドロミー保存変形から得られることが知ら

れている. 特に確定特異点型の線形微分方程式に対する変形を考え得ら
れる非線形微分方程式系, Schlesinger 系の特別な場合から $P_{VI}$ が得られ
る. 不確定特異点度を増やした場合からは残りの Painleve’方程式がすべ
て得られる. Schlesinger 方程式の Poisson 括弧を交換子に置き換える意
味での量子化は共形場理論における相関関数の満たす微分方程式である
Knizhnik-Zamolodchikov 方程式とみなせる. 古典と同様に Hamiltonian
reduction によって K $Z$ 方程式から量子 $P_{VI}$ が得られることが期待されて
いる. 現在までに不確定特異点度を増やした合流型 KZ 方程式から量子
$P_{VI}$ 以外の量子 Painlev\’e 方程式が得られることがわかっている.
上記の量子ソリトンとの関連, K$Z$ 方程式との関連は量子 Painleve’ 方
程式を研究する 2つの大きな筆者の動機である.
本稿では, 量子 PIV を用いて具体的に対称性を受け継ぐ量子化を構成
する計算をみる. その後一般的な構成を行う.
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2 Quantum $P_{IV}$

まず最初に, 古典 PIv を紹介する. 古典 PIv とは次の微分方程式系

$f_{1}’=f_{1}(f_{2}-f_{3})+\alpha_{1}$ ,

$f_{2}’=f_{2}(f_{3}-f_{1})+\alpha_{2}$ ,

$f_{3}’=f_{3}(f_{1}-f_{2})+\alpha_{3}$

のことである. ただし, $f_{i}=f_{i}(t),$ $/= \frac{d}{dt},$ $\alpha_{i}\in \mathbb{C}$ とする. 特にこの方程式
系は PIv の対称形式と呼ばれている. 以後, 添え字は $\mathbb{Z}/3\mathbb{Z}$ の元としてみ
る. $P_{IV}$ は Hamiltonian

$H_{IV}=f_{1}f_{2}f_{3}+ \frac{1}{3}(\alpha_{1}+2\alpha_{2})f_{1}-\frac{1}{3}(2\alpha_{1}+\alpha_{2})f_{2}+\frac{1}{3}(\alpha_{1}-\alpha_{2})f_{3}$ (1)

と Poisson 括弧

$\{f_{i,}.f_{i+1}\}=1$ , $\{f_{i}, \alpha_{j}\}=\{\alpha_{i}, \alpha_{j}\}=0$ (2)

で Hamiltonian 系
$f_{i}^{l}=$ $\{H., f_{i}\}+\delta_{i,0}$ (3)

として書かれる. ここで $\delta_{i0,)}$ は PIv の Hamiltonian が時間 $t$ によること

からくる.
アフィン Weyl群対称性について説明するために有理関数体 $K=\mathbb{C}(f_{i}, \alpha_{i})$

を用いる. $K$ 上の準同型 si $(i\in \mathbb{Z}/3\mathbb{Z})$ を

$s_{i}(f_{i})=f_{i}$ , $s_{i}(f_{i\pm 1})=f_{i\pm 1} \pm\frac{\alpha_{i}}{f_{i}}$ ,

Si $(\alpha_{i})=-\alpha_{i}$ , si $(\alpha_{i\pm 1})=\alpha_{i\pm 1}+\alpha_{i}$

で定める. このとき, 準同型 $s_{i}$ は $A_{2}^{(1)}$ 型のアフィン Weyl 群の表現を定
め, すなわち $s_{i}$ たちは次の関係式

$s_{1}^{2}=1$ , $(s_{i}s_{i+1})^{3}=1$

を満たし, PIv の解を解に移す変換, すなわち次式

$s_{i}(f_{j})’=s_{i}(f_{j})(s_{i}(f_{j+1})-s_{i}(f_{j-1}))+s_{i}(\alpha_{j})$

が成り立つ. これらのことから, PIv は $A_{2}^{(1)}$ 型アフィン Weyl 群対称性を
持つという.
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この $P_{IV}$ を Poisson 括弧を交換子に置き換える意味での量子化をア
フィン Weyl 群対称性を持つように構成しよう. 一つ目の問題はアフィン
Weyl 群の表現をどのように構成するかである. つまり, Poisson 括弧を交
換子に置き換えて出来る斜体, 生成元が $\hat{f}_{i},$

$\alpha_{i}i\in \mathbb{Z}/3\mathbb{Z}$ で定義関係式が

$[\hat{f}_{i},\hat{f}_{i+1}]=h$ , $[\hat{f}_{i}, \alpha_{j}]=[\alpha_{i}, \alpha_{j}]=0$ , $(h\in \mathbb{C})$ (4)

である $\mathbb{C}$ 上の斜体 $\mathcal{K}$ に $A_{2}^{(1)}$ 型のアフィン Weyl 群の表現で $h=0$ のと
きに古典 $P_{IV}$ のそれと一致するものをどのように構成するかである. こ

の問題は長谷川 $[$8] によって解かれた. 答えは, 単に si $(i\in \mathbb{Z})$ を生成元
に対して

$s_{i}(\hat{f}_{i})=\hat{f}_{i}$ , $s_{i}( \hat{f}_{i\pm 1})=\hat{f}_{i\pm 1}\pm\frac{\alpha_{i}}{\hat{f}_{i}}$ ,

$s_{i}(\alpha_{i})=-\alpha_{i}$ , $s_{i}(\alpha_{i\pm 1})=\alpha_{i\pm 1}+\alpha_{i}$ .

と定めればよい. ここで $Rf_{i}1$ は本来 $\hat{f}_{i}^{-1}$ と書くものだが, $\alpha_{i}$ とは可換なの
でこのように書く. $s_{i}$ たちは $\mathcal{K}$ の定義関係式を保存するため $\mathcal{K}$ 上の準
同型となり $A_{2}^{(1)}$ 型アフィン Weyl 群の表現を与える.

2つ目の問題は上記の $A_{2}^{(1)}$ 型アフィン Weyl 群対称性をもつ微分方程
式系で $h=0$ のとき古典 $P_{IV}$ に一致するものの構成である. PIv のハミ
ルトニアンにゐ

$\hat$

を代入して得られる量子 Hamiltonian ををどのように定
めるか (順序問題) を考えればよいが、 より具体的には古典のときの次
の関係式

$s_{i}(H_{IV})=H_{IV}+\delta_{i,0^{\frac{\alpha_{0}}{\hat{f}_{0}}}}$ (5)

を保つように量子 Hamiltonian を構成すれば, 後は古典と同様に $s_{i}$ が

B\"acklund 変換であることが証明される. Hamiltonian

$\hat{H}_{IV}=\hat{f}_{0}\hat{f}_{1}\hat{f}_{2}+h\hat{f}_{1}+\frac{1}{3}(\alpha_{1}-\alpha_{2})\hat{f}_{0}+\frac{1}{3}(\alpha_{1}+2\alpha_{2})\hat{f}_{1}-\frac{1}{3}(2\alpha_{1}+\alpha_{2})\hat{f}_{2}$

に対して j si の作用を計算すると, (5) を満たすことが分かる. この計算
を $s_{1}$ の場合に見る.

$s_{i}( \hat{H}_{IV})=(\hat{f}_{0}-\frac{\alpha_{1}}{\hat{f}_{1}})\hat{f}_{1}(\hat{f}_{2}+\frac{\alpha_{1}}{\hat{f}_{1}})+h\hat{f}_{1}+\frac{1}{3}(-\alpha_{1}-\alpha_{2}-\alpha_{1})(\hat{f}_{0}$
一

$\frac{\alpha_{1}}{\hat{f}_{1}})$

$+$十 $\alpha$ $1+2 \alpha_{2}+\alpha_{1})\hat{f}_{1}-\frac{1}{3}(-2\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha_{1})(\hat{f}_{2}+\frac{\alpha_{1}}{\hat{f}_{1}})$

$=\hat{H}_{IV}$ .
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まとめると $\mathcal{K}$ 上の $\mathbb{C}$-derivation $\partial_{IV}$ を

$\partial_{IV}(\hat{f}_{i})=\frac{1}{h}[\hat{H}_{IV},\hat{f}_{i}|+\delta_{i,0}$ (6)

で定めれば, $\partial_{IV}$ と $s_{i}$ は可換になる. $h=0$ のとき古典 PIV と微分方程
式 (6) が一致することは明らかであろう. 方程式 (6) を量子 PIv と呼ぶ.
同様な量子化を野海・山田による一般に高階の $A_{l}^{(1)}$ 型対称性を持つ微

分方程式系 [19] に対して構成することができる [14].
当初, 量子化された Hamiltonian は上記のように手で見つけたがその

後 Lax 形式を用いて理解されることが黒木によって指摘された [13]. そ
のことを量子 PIv の Lax 形式を具体的に書くことで説明しよう.
行列 $M,$ $B$ を

$M=\{\begin{array}{lll}\epsilon_{1} \hat{f}_{l} lz \epsilon_{2} \hat{f}_{2}\wedge\hat{f}_{3} z \epsilon_{3}\end{array}\}$ , $B=\{\begin{array}{lll}\hat{f}_{2}+\hat{f}_{l} l 00 \hat{f}_{3}+\hat{f}_{2} 1z 0 \hat{f}_{1}+\hat{f}_{3}\end{array}\}$ (7)

で定める. このとき次が成り立つ.

$[z\partial_{z}+M, \partial_{IV}+B]=0$ . (8)

すぐに確かめることが出来るが, 変数が非可換であるためこの式が成り立
つことは非自明なことである. さらに Hamiltonian $\hat{H}_{IV}$ は

$\frac{tr(A/I^{3})}{3}$の $z$ の係数 (9)

と同値である. また $B=(M^{2}z^{-1})\geq 0$ も成り立つ. ここで $\geq 0$ は単に上
三角行列に含まれるという意味である. このことは $M$ を一つ与えれば,
そこから性質の良い (非可換) 微分方程式系が得られることを示唆する.
この観点から得られたのが次節で紹介する $A$ 型に対する一般化である.

3 Quantum Painlev\’e Systems of type $A_{n-1}^{(1)}$

3.1 Lax equations
$\mathcal{K}_{m,n}(m, n\in \mathbb{Z}_{\geq 2})$ を次の生成元と関係式で定まる $\mathbb{C}$ 上の斜体とする.

生成元: $\hat{f}_{i,i+j},$
$\epsilon_{i}$ $(1 \leq i\leq n, 1\leq i\leq m-1)$ (10)
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関係式: $\epsilon_{i}$は他と可換,
$[\hat{f}_{ij},\hat{f}_{kl}]=h(\delta_{j,k},\hat{f}_{i,l+j-k}-\delta_{l_{\gamma}i}\hat{f}_{k,l+j-i})$ ,

(11)

(12)

ただし $h\in \mathbb{C}$ とし

$\hat{f}_{ij}=\{\begin{array}{l}1 (j-i=m)0 (j- i>m)\end{array}$ (13)

とする. 定義関係式は $\hat{f}_{ij+ns}$

)
を $z^{-s}E_{ji}$ と見たものに対応している. $(E_{ij}$

は行列単位) $e_{i_{2}j+ns}=z^{s}E_{ij}(1\leq i,j\leq n)$ とおく.

Definition 1 $\mathcal{K}_{m,n}[z, z^{-1}]$ を $z_{2}z^{-1}$ の多項式環とし, Mat $(n, \mathcal{K}_{m,n}[z, z^{-1}])$

の元である行列 $M$ を次で定める.

$M= \sum_{i=1}^{n}E_{ii}\epsilon_{i}+\sum_{i=1}^{n}\sum_{j=1}^{m}\hat{f}_{i,i+j}e_{i,i+j}$ . (14)

行列 $M$ の例として $m=3,$ $n=4$ のときを挙げる.

$M=\{\begin{array}{llll}\epsilon_{1} \hat{f}_{12} \hat{f}_{13} 1z \epsilon_{2} \hat{f}_{23} \hat{f}_{24}z\hat{f}_{35} z \epsilon_{3} \hat{f}_{34}z\hat{f}_{45} z\hat{f}_{46} z \epsilon_{4}\end{array}\}$ (15)

このように変数の場所と添え字が一致している.
$\partial_{z}$ を $\mathcal{K}_{m,n}[z, z^{-1}]$ の $\mathcal{K}_{m,n^{-}}$derivation で $z$ を 1に移すものとする.

Theorem2 $s,$ $k\in \mathbb{N}$ とし $mk>ns>m(k-1)$ と仮定する. このとき
$\mathcal{K}_{m,n}[z, z^{-1}]$ の生成元に対し変換 $\partial_{sk)}$ を次の Lax 方程式で定める.

$\partial_{s,k}(M)=[M, B_{s_{1}k}]+\kappa z\partial_{z}(B_{s_{1}k})$ , (16)

ただし $B_{s,k}=(M^{k}z^{-s})\geq 0,$ $\kappa\in \mathbb{C}$ とする. このとき, 変換 $\partial_{s,k}$ は
$\mathcal{K}_{m_{7}n}[z, z^{-1}]$ 上の $\mathbb{C}[z, z^{-1}]- der’ivation$ を定める.

derivation $\partial_{s,k}$ が $\mathcal{K}_{m,n}$ の定義関係式を満たすことが定理の主張である.
また条件 $mk>ns>m(k-1)$ は Lax 方程式の形から自然に要請される.
この定理の証明においては, $\hat{f}_{i_{9}i+m}=1$ である必要はない.
例として, $n=3,$ $m=2,$ $s=1,$ $k=2$ のときが量子 PIv である.
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3.2 Affine Weyl group symmetry

Definition 3行列 $G_{i}(1\leq i\leq n)$ を次で定義する.

$G_{i}= \exp(E_{i+1,i}\frac{\alpha_{i}}{\hat{f}_{i,i+1}})$ $(1 \leq i\leq n-1)$ , $G_{n}= \exp(z^{-1}E_{1,n}\frac{\alpha_{i}}{\hat{f}_{i,i+1}})$

(17)
ただし $\alpha_{i}=\epsilon_{i}-\epsilon_{i+1}(1\leq i\leq n-1),$ $\alpha_{n}=\epsilon_{n}arrow\epsilon_{1}+\kappa$ .

Proposition 4 $\mathcal{K}_{m,n}$ の生成元に対する変換 $s_{i}(1\leq i\leq n)$ を次で定
める.

$\kappa z\partial_{z}+s_{i}(M)=G_{i}(\kappa z\partial_{z}+M)G_{i}^{-1}$ . (18)

このとき 2 si は $\mathcal{K}_{n\iota,n}$ 上の準同型を定める

この命題も (18) で定義される変換 $s_{i}$ が定義関係式を満たすことを主張
している.

Theorem 5 (1) Si $(1 \leq i\leq n)$ は $\mathcal{K}_{m,n}$ 上に $A_{n-1}^{(1)}$ 型アフィン Weyl 群
の表現を構成する. すなわち次の関係式を満たす.

$s_{i}^{2}=1$ , $(s_{i}s_{j})^{3}=1(j=i\pm 1)\dot{\prime}$ $s_{i}s_{j}=s_{j}s_{i}(j\neq i\pm 1)$ , (19)

ただし $n=2$ のときは $(sisi\pm 1)^{3}=1$ はみたさない.

(2) $s,$ $k\in \mathbb{N}$ に対して, si $(1 \leq i\leq n)$ は $\partial_{s,k}$ と可換である.

すなわち前節で構成した Lax 方程式は $A_{n-1}^{(1)}$ 型のアフィンWeyl 群対称
性を持つ.

3.3 Hamiltonians
$g(z)\in \mathcal{K}_{m,n}[z_{i}z^{-1}]$ に対して $g_{i}$ を $z^{i}$ の係数とする.

Definition 6 (Hamiltonians) $s,$ $k\in \mathbb{N}$ に対して, $\hat{H}_{s_{2}k}\in \mathcal{K}_{m_{2}n}$ を次式で

定める.
$\hat{H}_{s,k}=\frac{tr(M^{k+1})_{s}}{k+1}$ . (20)
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$m=2,$ $n=3,$ $s=1,$ $k=2$ のとき

$\hat{H}_{1,2}=$ tr $( \frac{NI^{3}}{3})_{1}=\frac{1}{3}\sum_{i=1}^{3}\hat{f}_{i,i+1}\hat{f}_{i+1,i+2}\hat{f}_{i+2,i+3}+\sum_{i-arrow 1}^{3}\epsilon_{i}(\hat{f}_{i_{2}i+1}+\hat{f}_{i+2_{l}i+3})$ .

(21)
$\hat{H}_{1,2}$ は量子 $P_{IV}$ のハミルトニアンである $[$ 14$]$ .

$r\in \mathbb{N}$ に対して, $\overline{r}(0\leq\vec{r}\leq m-1)$ を $m$ で割ったあまりとする. 集合
$A_{m,n}$ を次で定める.

$A_{m_{t}n}=\{\begin{array}{lllllll} ns=mk (s,k)\in \mathbb{N}^{2} or mk>ns>m(k -1) \overline{ns}\geq\overline{n},\overline{2n} \cdots i\overline{n(s-l)}\end{array}\}$ .

(22)

Theorem7 $(s, k),$ $(s’, k’)\in A_{m,n}$ であればこのとき次が成立する.

$\frac{1}{h}[\hat{H}_{s,k},$ $M]=[M,$ $B_{s,k}]\}$ (23)

$[\hat{H}_{s},{}_{k_{\dot{r}}}\hat{H}_{s’,k’}]=0$ . (24)

この定理の証明は, 成分が非可換である行列 $A,$ $B$ に対して, tr(AB) $\neq$

tr $(BA)$ となることからくるおまけが $0$ になることを定義関係式から計
算する. 交換子を Poisson 括弧に置き換えて構成される古典系のときは,
tr $(AB)=$ tr$(BA)$ であることから計算は自明なものとなる.
古典系においては, すべての自然数 $s,$ $k$ に対して Hamiltonian $H_{s,k}$ は

相互に可換である. 量子系においては Hamiltonian の定義を変える必要
があると考えている. 一般にはトレースで定義された Hamiltonian に対
しては補正項を付け加えることで古典系と同数の可換な Hamiltonian を
構成することが出来る. 一つの具体例を挙げよう.

$n=4,$ $m=3$ とする. 簡便のため $\hat{f}_{i_{t}i+1}=\hat{f_{i}},\hat{f}_{i,i+2}=\hat{g}_{i}(i=1,2,3,4)$

とおく. $(s, k)=(1,2),$ $(2,3)$ は定理の条件を満たすので, 対するハミルト
ニアン

$\hat{H}_{1,2}=(\frac{tr(fl/I^{3})}{3})_{1}=\sum_{i=1}^{4}[\frac{1}{3}(\hat{f}_{i}\hat{f}_{i+1}\hat{g}_{i+2}+\hat{f}_{i+1}\hat{g}_{i+2}\hat{f}_{i}+\hat{g}_{i+2}\hat{f}_{i}\hat{f}_{i+1})$

$+\epsilon_{i}(\hat{f}_{i}+\hat{f}_{i+3}+\hat{g}_{i}\hat{g}_{i+2})]$ ,
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$\hat{H}_{2,3}=(\frac{t_{1}\cdot(Nl^{4})}{4})_{2}=\sum_{i=1}^{4}[\frac{1}{4}\hat{g}_{i}^{2}\hat{g}_{i+2}^{2}+\hat{f}_{i}\hat{f}_{i+1}+\hat{f}_{i}^{2}+\hat{f}_{i}(\hat{g}_{i+1}\hat{g}_{i+3}+\hat{g}_{i+1}\hat{g}_{i+2}+\hat{g}_{i}\hat{g}_{i+2})$

$+\epsilon_{i}(\hat{g}_{i}+\hat{g}_{i+3}+\hat{g}_{i+2})]+C_{2,3}$ ,

は可換である. ( $C_{2,3}$ は中心元) $(s, k)=(1,3)$ は条件を満たさず実際 $\hat{H}_{1,3}$

$\hat{H}_{1,3}=(\frac{tr(A/I^{4})}{4})_{2}=\sum_{i=1}^{4}[\frac{1}{4}\hat{f}_{i}\hat{f}_{i+1}\hat{f}_{i+2}\hat{f}_{i+3}+\vec{4}1_{(2\epsilon_{i}}+\epsilon_{i+1}+\epsilon_{i+2})\hat{f_{i}}\hat{f}_{i+1}\hat{g}_{i+2}$

$+ \frac{1}{4}(2\epsilon_{i}+\epsilon_{i+1}+\epsilon_{i+3})\hat{f}_{i}\hat{g}_{i+1}\hat{f}_{i+3}+\frac{1}{4}(2\epsilon_{i}+\epsilon_{i+2}+\epsilon_{i+3})\hat{g}_{i}\hat{f}_{i+2}\hat{f}_{i+3}$

$+ \epsilon_{i}^{2}(\hat{f}_{i}+\hat{f}_{i+3}+\hat{g}_{i}\hat{g}_{i+2})+\frac{1}{2}\epsilon_{i}\epsilon_{i+2}\hat{g}_{i}\hat{g}_{i+2}+\epsilon_{i}\epsilon_{i+1}\hat{f}_{i}]$ .

は $\hat{H}_{1,2},\hat{H}_{2_{1}3}$ とは可換でないが, 補正項を

$\hat{H}_{1,3}’=\hat{H}_{1,3}-\frac{h}{4}\sum_{i=1}^{4}\epsilon_{i}(\hat{f}_{i}+\hat{f}_{i+3}+\hat{g}_{i}\hat{g}_{i+2})$

と付け足した $\hat{H’}_{1,3}$ は $\hat{H}_{1,2},\hat{H}_{2,3}$ と可換になる.

4 量子 $P_{VI}$ の Hamiltonian
最後に, $D_{4}^{(1)}$ 対称性を持つ量子 PVI を説明する. まず, 古典 $P_{VI}$ の

Hamiltonian と $D_{4}^{(1)}$ 対称性を説明する.
古典 PVI の Hamiltonian は次式で与えられる.

$H_{VI}= \frac{1}{t(t-1)}[p^{2}q(q-1)(q-t)-p\{(\alpha_{0}-1)q(q-1)+\alpha_{3}q(q-t)+\alpha_{4}(q-1)(q-t)\}$

$+\alpha_{2}(\alpha_{1}+\alpha_{2})(q-t)]$ ,

ただし, $q_{)}p$ は $i$ の関数で $\alpha_{i}(i=0,1,2\}3,4)$ は複素数値のパラメータと
する. また $\alpha_{0}+\alpha_{1}+2\alpha_{2}+\alpha_{3}+\alpha_{4}=1$ と正規化しておく. このとき, 古
典 $p_{v\iota}$ は次の Hamiltonian 系

$\frac{dq}{dt}=\frac{\partial H}{\partial p}$ , $\frac{dp}{dt}=-\frac{\partial H}{\partial p}$ (25)

として書かれる.
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古典 PVI は B\"acklund 変換として $D_{4}^{(1)}$ 型アフィン Weyl 群の作用を持
つ. この作用を説明するため, 次の有理関数体

$K=\mathbb{C}(\alpha_{1}, \alpha_{2_{\dot{\prime}}}\alpha_{3_{i}}\alpha_{4}, q,p, t)$ (26)

と Poisson 括弧

$\{p\prime q\}=1$ , $\{p, \alpha_{i}\}=\{q, \alpha_{i}\}=\{p, t\}=\{q, t\}=\{t, \alpha_{i}\}=0$ $(1\leq i\leq 4)$

(27)
を導入する.
さらに靴を

$\varphi_{0}=q-t$ , $\varphi_{1}=1$ , $\varphi_{2}=-p$ , $\varphi_{3}=q-1$ , $\varphi_{4}=q$ (28)

によって導入し, 有理関数体 $K$ 上の準同型 $s_{i}(0\leq i\leq 4)$ を

$s_{i}(\alpha_{j})=\alpha_{j}-\alpha_{i}a_{ij}$ , $s_{i}( \varphi_{j})=\varphi_{j}+\{\varphi_{i}, \varphi_{j}\}\frac{\alpha_{i}}{\varphi_{i}}$ $(0\leq i_{i}j\leq 4)$ (29)

で定義する. ただし, $A=(a_{ij})$ は $D_{4}^{(1)}$ 型の Cartan 行列:

$A=\{\begin{array}{lllll}2 0 -1 0 00 2 -1 0 0-1 -1 2 -1 -10 0 -1 2 00 0 -l 0 2\end{array}\}$ (30)

である.
準同型 si $(0\leq i\leq 4)$ が $D_{4}^{(1)}$ 型アフィン Weyl 群の表現をあたえ, $\frac{d}{dt}$

と可換となる. この事実を持って $P_{VI}$ は $D_{4}^{(1)}$ 対称性を持つという.
上記の Poisson 括弧を交換子に置き換えた非可換代数を用意し, その上

に $D_{4}^{(1)}$ 型アフィン Weyl 群の表現とそれと可換なハミルトニアン作用を
構成する.
斜体 $\mathcal{K}$ を $\mathbb{C}$ 上 $\hat{q},\hat{p},$ $\alpha_{1},$ $\alpha_{2)}\alpha_{3},$ $\alpha_{4},$

$t$ で生成され次の関係式

$[\hat{\rho},\cdot\hat{q}]=h_{:}$

$[\hat{p}, \alpha_{i}]=[\hat{q}, \alpha_{i}]=\prime^{-}\backslash [\hat{p}, t]=[\hat{q}, t]=[t, \alpha_{i}]=0$
$(1\leq i\leq 4)$

(31)
で定まるものとする. 斜体 $\mathcal{K}$ の実現はたとえば Weyl 代数 $\mathbb{C}\langle\partial_{x},$ $x\rangle$ に $t$

を付加してできる斜体である.
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Hamiltonian の構成の仕方は原理的には量子 $P_{IV}$ のときと同じである.
Hamiltonian $\hat{H}_{VI}$ を次式

$t(t-1)\hat{H}_{VI}=_{\vec{6}}^{1}[\hat{q}\hat{p}(\hat{q}-1)\hat{p}(\hat{q}-t)+(\hat{q}-1)\hat{p}(\hat{q}-t)\hat{p}\hat{q}+(\hat{q}-t)\hat{p}\hat{q}\hat{p}(\hat{q}-1)+$

$(\hat{q}-t)\hat{p}(\hat{q}-1)\hat{p}\hat{q}+(\hat{q}-1)\hat{p}\hat{q}\hat{p}(\hat{q}-t)+\hat{q}\hat{p}(\hat{q}-t)\hat{p}(\hat{q}-1)]$

$+ \frac{1}{2}[(\alpha_{0}-1)(\hat{q}\hat{p}(\hat{q}-1)+(\hat{q}-1)\hat{p}\hat{q})+\alpha_{3}(\hat{q}\hat{p}(\hat{q}-t)+(\hat{q}-t)\hat{p}\hat{q})$

$\alpha_{4}((\hat{q}-1)\hat{p}(\hat{q}-t)+(\hat{q}-t)\hat{p}(\hat{q}-1))]+\alpha_{2}(\alpha_{1}+\dot{\alpha}_{2})(\hat{q}-t)$

(32)

で定める. $h=0$ であれば古典 $P_{VI}$ の Hamiltonian $H_{VI}$ と一致している.
なお上記は非可換定数 $h$ が明示されない形に書いている.
アフィン Weyl 群作用は古典の場合と同じように

$s_{i}(\alpha_{j})=\alpha_{j}-\alpha_{i}a_{ij}$ , $s_{i}( \varphi_{j})=\hat{\varphi}_{j}+\frac{1}{h}[\hat{\varphi}_{i},\hat{\varphi}_{j}]\frac{\alpha_{i}}{\hat{\varphi}_{i}}$ $(0\leq i,j\leq 4)$ (33)

ただし

$\hat{\varphi}_{0}=\hat{q}-t_{J}$. $\hat{\varphi}_{1}=1_{\dot{J}}$ $\hat{\varphi}_{2}=-\hat{p}$ , $\hat{\varphi}_{3}=\hat{q}-1$ , $\hat{\varphi}_{4}=\hat{q}$ (34)

と定めることができる.
$\mathcal{K}$ 上の derivation $\partial_{t}$ を

$\partial_{t}(\hat{q})=\frac{1}{h}[\hat{H}_{VI},\hat{q}]$ , $\partial_{t}(\hat{p})=\frac{1}{h}[\hat{H}_{VI},\hat{p}]$ (35)

で定めると, $s_{i}$ は $\partial_{t}$ と可換となり, また si $(0\leq i\leq 4)$ が $D_{4}^{(1)}$ 型アフィ
ン Weyl 群の表現を与える.
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