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1 序

この記事では, 無限離散群による標準確率空間上の保測作用で, エルゴード的かつ本質
的自由なものを扱う. このような作用の間には, 共役と軌道同値という 2つの同値関係が
導入され, この 2つの同値関係に関して, 様々な作用を分類するということが基本的な問
題として研究されている. 定義からすぐわかることだが, 共役な 2つの作用は軌道同値で
ある. 近年注目されている問題として, 2つの作用が軌道同値であるという仮定から, いつ
それらが共役になるかということを問う剛性問題がある.
筆者による 1つ目の講演では, 写像類群の作用についての剛性定理を述べた. この内容
と近年得られている他の剛性定理については, 筆者による日本語の文章 ([木 1], [木 2]) が
いくっかあるので, ここでは述べないことにする. 2つ目の講演では, この記事の表題をタ
イトルとして, 写像類群の作用で互いに共役でないものを具体的にたくさん構成する方法
について述べた. この記事では, この内容について述べることにする. 一般に, 与えられた
離散群の作用で互いに軌道同値でないものを構成することは難しい. しかし, 写像類群の
作用に関しては, 前述の剛性定理を用いると, 共役であることと軌道同値であることがほ
ぼ同値であることがわかるので, この記事で構成される写像類群の作用は, 実は互いに軌
道同値でないこともわかる.
軌道同値に関する一般的な概説記事として, [Ga], [S] を挙げる. 筆者による, 写像類群の

作用に関する剛性定理については, [Kl], [K2], [K4] を参照せよ.

2 定義と用語

この記事では, $\Gamma,$ $\Lambda,$
$\ldots$ 等は可算で離散な群 (ほとんどの場合, 無限群) を表す. 可算で

離散な群を単に離散群ともいう. また, $(X, \mu),$ $(Y, \nu),$ $\ldots$ 等は有限正測度をもつ標準 Borel
空間を表す. 特に, 確率測度をもつ標準 Borel 空間を標準確率空間という. ここで, 標準
Borel 空間とは, 可分で完備な距離空間からできる Borel 空間を意味する. 以下では, 離散
群による標準 Borel 空間上の様々な作用について論じるが, 作用は全て Borel 可測とする.
さらに, 断らない限り, 標準 Borel 空間の部分集合としては可測なものしか考えない.
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注意 2.1. 基本的な事実として, 濃度が等しい標準 Borel 空間は全て Borel 空間として同
型であることが知られている. 特に, 連続濃度をもつ標準 Borel 空間は Borel 空間として
単位区間に同型である. 標準 Borel 空間の基本性質に関する文献としては [Ke] がある.

定義 2.2. Borel 可測な作用 $\alpha:\Gamma$ へ $(X, \mu)$ に対し,

(i) $\alpha$ が保測 (measure-preserving) であるとは, 任意の $\gamma\in\Gamma$ と Borel 部分集合
$A\subset X$ に対し, $\mu(\gamma A)=\mu(A)$ となることをいう.

(ii) $\alpha$ が本質的に自由 (essentially free) であるとは, a.e. $x\in X$ に対し, その安定部
分群 $\{\gamma\in\Gamma:\gamma x=x\}$ が単位元のみからなるときをいう.

(iii) $\alpha$ がエルゴード的 (ergodic) であるとは, Borel 部分集合 $A\subset X$ が $r$-不変, す
なわち, $\gamma A=A$ が任意の $\gamma\in\Gamma$ について成り立つならば, $\mu(A)=0$ または,
$\mu(A)=\mu(X)$ が成り立っときをいう.

(iv) $\alpha$ が ef.mp. であるとは, $\alpha$ がエルゴード的, 本質的に自由, かつ, 保測であるとき
をいう.

例 2.3. $\Gamma$ を無限離散群とし, $(X_{0}, \mu_{0})$ を標準確率空間とする. さらに, $(X_{0}, \mu_{0})$ は非自明,
つまり, $\mu_{0}(\{x\})=1$ なる $x\in X_{0}$ は存在しないとする. このとき, 積空間 $(X_{0}, \mu_{0})^{\Gamma}=$

$\prod_{\Gamma}(X_{0}, \mu_{0})$ は標準確率空間となり, この上の $\Gamma$ の作用が次のように定義される :

$\gamma(x_{g})_{g\in\Gamma}=(x_{\gamma^{-1}g})_{g\in\Gamma},$ $\gamma\in\Gamma,$ $(x_{g})_{g\in\Gamma}\in X_{0}^{\Gamma}$ .
この作用 $\Gamma$ へ $(X0, \mu_{0})^{\Gamma}$ は e.f.m.p. である (例えば, [K3, Lemmas 2.4, 2.5] を見よ). こ

のような作用を Bernoulli 作用と呼ぶ. このことから特に, 任意の無限離散群は e.f.m.p.
作用をもつことがわかる.

2つの e.f.mp. 作用 $\alpha:\Gamma\subset\sim(X, \mu)$ と $\beta$ :Aヘ $(Y, \nu)$ が与えられたとき, それらの間に
以下のような 2つの同値関係を考えたい. $(X, \mu)$ と $(Y, \nu)$ が測度空間として同型である
とは, 可測部分集合 $X‘\subset X,$ $Y’\subset Y$ で補集合が測度 $0$ になるものと, $X’$ と $Y’$ の間の
Borel 同型写像 $f$ で (正の定数倍を除いて) 測度を保っものがあるときをいう. そのよう
な $f$ を測度空間の間の同型写像という. 以下の 2つの同値関係は測度 $0$ の集合を無視し
て定義されるものだから, 以後, 至る所で測度 $0$ の集合を除くといった類いの注意書きが
必要になるが, 逐一述べることはしない.

定義 2.4. 2つの e.f. $m.p$ . 作用 $\alpha:\Gamma r\sim(X, \mu)$ と $\beta$ :A $r\sim(Y, \nu)$ が共役 (conjugate) で
あるとは, 測度空間の間の同型写像 $f:(X, \mu)arrow\simeq(Y, \nu)$ と同型 $F:\Gammaarrow\simeq$ A で次を満たすも
のがあるときをいう:

$f(\gamma x)=F(\gamma)f(x)$

が任意の $\gamma\in\Gamma$ と a.e. $x\in X$ に対して成り立っ.

定義 2.5. 2つの e.f.m.p. 作用 $\alpha:\Gamma$ へ $(X, \mu)$ と $\beta:\Lambda$ ヘ $(Y, \nu)$ が軌道同値 (orbit
equivalent, OE) であるとは, 測度空間の間の同型写像 $f$ : $(X, \mu)arrow\simeq(Y, \nu)$ で次を満たす
ものがあるときをいう:

$f(\Gamma x)=\Lambda f(x)$

が a.e. $x\in X$ に対して成り立つ.
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注意 26. 定義から明らかに, 共役な作用は OE である. 2つの作用が OE であるとは, そ
の作用からできる軌道の空間が同型であるという言い方もできよう. 注意として, 無限離
散群による efmp. 作用 $\Gamma’\backslash (X,\mu)$ が与えられたとき, その基本領域で可測なものは取
れない. つまり, 可測部分集合 $F\subset X$ で,

$\bullet\mu(\bigcup_{\gamma\in\Gamma}\gamma F)=\mu(X)$ ,

$\bullet$ 任意の相異なる $\gamma\iota,$ $\gamma 2\in\Gamma$ に対し, $\mu(\gamma_{1}F\triangle\gamma_{2}F)=0$

が成り立つようなものは存在しない. 基本領域が取れない故, 2つの作用による軌道の空
間が同型であるかどうかを判定するのは, 一般には容易ではない.

3 写像類群の作用の剛性
$M$ を向き付け可能でコンパクトかつ連結な曲面とする (境界があってもよい). 以下, 曲

面と言えば, これらの条件を満たすものを指す. $M$ の種数が $g$ で, 境界の連結成分の個数
が $p$ のとき, $M$ を $M_{g,p}$ と書くこともある. このとき, $\kappa(M)=3g+p-4$ とおく. $M$ の

写像類群 $\Gamma(M)^{o}$ を $M$ の自己微分同相写像のアイソトピー類全体からなる群で定義する.
$\Gamma(M)^{\theta}$ は有限生成群であることが知られている. 写像類群の基本的な性質については, [Iv]
が詳しい. 以下では, 常に $\kappa(M)>0,$ $M\neq M_{1,2},$ $M_{2,0}$ を仮定する.

定理 3.1 ([K2, Theorem 1.3]). $\Gamma$ を $\Gamma(M)^{O}$ の有限指数部分群とし, $\alpha:\Gamma$ へ $(X, \mu)$ と

$\beta:\Gamma r\sim(Y, \nu)$ を e.f.m.p. 作用とする. $\alpha$ は aperiodic, 即ち, 任意の $\Gamma$ の有限指数部分
群も $(X, \mu)$ 上エルゴード的に作用するとする. このとき, $\alpha$ と $\beta$ が OE ならば, $\alpha$ と $\beta$

は共役である.

後の節では定理 31しか使わないが, より強い, 以下のような主張を示すことができる:

定理 3.2 ([K2, Theorem 1.1]). $\Lambda$ を離散群とし, $\Gamma’\backslash (X, \mu)$ と $\Lambda$ へ $(Y, \nu)$ を OE なる

e.f.m.p. 作用とする. このとき, この 2つの作用はほとんど共役 (virtually conjugate) で
ある.

ここでは, 2つの作用がほとんど共役であるということの定義は述べないが, 結論から導
かれる事実として, 群の短完全列 $1arrow Narrow\Lambdaarrow\Gammaarrow 1$ で, $N$ が有限となるものが存在
するということを言及しておく. 定理 32のように, 任意の離散群の作用と OE であると
いう仮定から, ほとんど共役であるという結論が導かれるような作用は (OE の意味で) 超
剛的 (superrigid) であるという. 定理 3.2は, 任意の $\Gamma$ の $e.f$.m.p. 作用は超剛的である
ということを主張している. 定理 31, 32の証明に関する概説記事として, [K4] を挙げて
おく.

注意 3.3. 他にも多くの超剛的な作用が見つかっている. 超剛的な作用の最初の例は,
IFNrrman [Fl] により発見された. 例えば, $n\geq 3$ のときの標準的作用 $SL_{n}(\mathbb{Z})r\sim \mathbb{R}^{n}/\mathbb{Z}^{n}$ は

超剛的である. Furman は他にも, $\mathbb{R}$-階数が 2以上の非コンパクト型の単純 Lie 群の格子
部分群の作用で超剛的なものを指摘している. 他の超剛的な作用を扱っている論文として,
[$F2|$ , [Io], [MS], [Pl], $[P2|$ を挙げておく.
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4 写像類群による Bernoulli 作用
一般に, 与えられた群の作用で互いに OE でないものを構成することは難しい. この節で

は, 写像類群の作用で互いに共役でないものを具体的に構成する. 構成の仕方は Bernoulli
作用のそれとよく似ており, 一般化された Bernoulli 作用というものを用いて構成する. こ

れらの作用は aperiodic であることが証明できるから, 写像類群の作用の剛性 (定理 3.1)
を用いると, それらが互いに OE でないこともわかる. 4.1節で, 一般化された Bemoulli
作用を紹介し, その作用のエルゴード性と本質的自由性について述べる. 42節では, エル
ゴード分解の内容について簡単に述べる. これは, 次の小節で一般化された Bernoulli 作用
を分類するときに用いられる. 43節で, 写像類群による, ある種の一般化された Bemoulli.
作用を共役について分類するという結果を述べ, その証明を与える. なおこの節の内容の
詳しい証明等については, [K3] を参照せよ. 他の離散群による一般化された Bemoulli 作
用の分類結果として, [PV] を挙げておく.

4.1 一般化された Bernoulli 作用に対するエルゴード性と本質的自由性
$\Gamma$ を無限離散群, $K$ を $\Gamma$ が作用する可算集合とする. $(X_{0}, \mu_{0})$ を標準確率空間で, 非自

明, つまり, $(X_{0}, \mu_{0})$ は原子 (atom) を持ってもいいが, ただーつの原子からは成らないと
する. ($x\in X_{0}$ が $(X_{0},$ $\mu_{0})$ の原子であるとは, $\mu o(\{x\})>0$ となるときをいう) このとき,
積空間 $(X_{0}, \mu_{0})^{K}=\prod_{K}(X_{0}, \mu_{0})$ 上の $\Gamma$ の保測作用が次のようにして定義される :

$\gamma(x_{k})_{k\in K}=(x_{\gamma^{-1}}k)_{k\in K}$, $\gamma\in\Gamma,$ $(x_{k})_{k\in K}\in X_{0}^{K}$ .

このような作用は, 一般化された Bernoulli 作用と呼ばれることがある. このような作
用がいっエルゴード的または本質的自由になるかについては, 次の補題から知ることがで
きる:

補題 4.1 ( $[K3$ , Lemma 2.3]). $\Gamma,$ $K,$ $(X_{0}, \mu_{0})$ を上と同じものとし, 上記のような作用
$\alpha:\Gamma$ へ $(X0, \mu 0)^{K}$ を考える.

(i) $\alpha$ がエルゴード的であるためには, 作用 $\Gamma r\backslash K$ の全ての軌道が無限個の元から成
ることが必要十分である.

(ii) $\alpha$ が本質的自由であるためには, 次の 2つの条件が成り立つことが必要十分である:

$\bullet$ 任意の無限位数の元 $\gamma\in\Gamma$ に対し, $k\in K$ で $\langle\gamma\rangle k$ が無限集合であるようなも
のが存在する. ここで, $\langle\gamma\rangle$ は $\gamma$ で生成される無限巡回群を表す;

$\bullet$ 任意の有限位数の元 $\gamma\in\Gamma\backslash \{e\}$ に対し, $K$ の部分集合 $\{k_{n}\}_{n\in N}$ で, (a) 各
$n\in N$ に対し, $\langle\gamma\rangle k_{n}$ が 2個以上の点から成る;(b) 各 $n\neq m\in N$ に対し,
$\langle\gamma\rangle k_{n}\cap(\gamma\rangle k_{m}=\emptyset$ が成り立つようなものが存在する.
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42 エルゴード分解

一般にエルゴード的でない離散群の保測作用 $\Gamma_{\Gamma\backslash }(X, \mu)$ が与えられたとき, $(X, \mu)$ を分

解することにより, 作用 $\Gamma$ ヘ $(X, \mu)$ を $\Gamma$ のエルゴード的保測作用に分解するという操作
が知られている. この操作は, 作用 $\Gamma$ へ $(X,\mu)$ のエルゴード分解 (ergodic decomposition)
と呼ばれ, 分解の仕方の一意性も知られている. 後の小節で, 写像類群の一般化された
Bernoulli 作用を分類する際に, この操作が重要な役割を果たすことになる. この小節では,
エルゴード分解の内容について簡単に記す. 参考文献として, [Gl] を挙げておく.
標準確率空間 $(X, \mu),$ $(Y, \nu)$ の間の Borel 写像 $\pi:Xarrow Y$ で $\pi_{*}\mu=\nu$ (つまり, 任意

の Borel 部分集合 $A\subset Y$ に対し, $\mu(\pi^{-1}(A))=\nu(A)$ が成り立つ) となるものがあった
とする. 各 $y\in Y$ に対し, $X_{y}=p^{-1}(y)$ とおく. このとき, 次のような $\mu$ の $\nu$ 上の測度
分解 (measure disintegration) が取れることが知られている ( $[G1$ , Theorem $A.7]$ ): 各
$y\in Y$ に対し, $X$ 上の確率測度 $\mu_{y}$ で, $\mu_{y}(X_{y})=1$ であって, $\mu=\int_{Y}\mu_{y}d\nu(y)$ となるもの

が存在する. この最後の等式は, 各 Borel 部分集合 $A\subset X$ に対し, 関数 $Y\ni y\mapsto\nu_{y}(A)$

は Borel 可測であって, $\mu(A)=\int_{Y}\mu_{y}(A)d\nu(y)$ が成立するということを意味する. この測
度分解について, 分解の仕方の一意性も知られている. つまり, 各 $y\in Y$ に対し, $X$ 上の

確率測度 $\mu_{y}’$ で, $\mu_{y}’(X_{y})=1$ であって, $\mu=\int_{Y}\mu_{y}’d\nu(y)$ となるものがあれば, $\nuarrow a.e$ . $y\in Y$

に対し, $\mu_{y}=\mu_{y}’$ が成り立っ.
$\Gamma$ へ $(X, \mu)$ を離散群 $\Gamma$ の標準確率空間 $(X, \mu)$ 上の保測作用とする. このとき, 標準確

率空間 $(Y, \nu)$ と Borel 写像 $\pi:Xarrow Y$ で $\pi_{*}\mu=\nu$ であって, 次を満たすようなものが存
在する ([Gl, Theorem 8.7]): $\mu=\int_{Y}\mu_{y}d\nu(y)$ を $\mu$ の $\nu$ 上の測度分解とする.

(i) 任意の $\gamma\in\Gamma$ と $\mu- a.e$ . $x\in X$ に対し, $\pi(\gamma x)=\pi(x)$ が成り立っ;

(ii) $\nu-$ae $y\in Y$ に対し, 作用 $\Gamma$ へ $(X_{y}, \mu_{y})$ は保測かっエルゴード的である;

(iii) $(Z, \eta)$ を標準確率空間, $\rho:Xarrow Z$ を $\rho_{*}\mu=\eta$ なる Borel 写像とし, $\mu=\int_{Z}\tilde{\mu}_{z}d\eta(z)$

を $\mu$ の $\eta$ 上の測度分解とする. $\rho$ は $\Gamma c\sim(X,\mu)$ に関して, (i) のように不変であっ
て, $\eta- a.e$ . $z\in Z$ について, 作用 $\Gamma r\backslash (\rho^{arrow 1}(z),\tilde{\mu}_{z})$ はエルゴード的であるとする. こ

のとき, Borel 写像 $\phi:Zarrow Y$ で, $\eta- a.e$ . $z\in Z$ に対し $\mu_{\phi(z)}=\tilde{\mu}_{z}$ なるものが存在
する.

この $\pi:(X, \mu)arrow(Y, \nu)$ を作用 $\Gamma$ へ $(X, \mu)$ に関するエルゴード分解 (ergodic decom-
position) という. (iii) はエルゴード分解の一意性を示しており, これを用いると, $(Y, \nu)$

の確率空間としての同型類は, 作用 $\Gamma r\sim(X, \mu)$ の共役不変量であることが証明される. 次
の補題は容易に示すことができる.

補題 4.2. $(X, \mu),$ $(Y, \nu)$ を標準確率空間, $\Gamma r\backslash (X, \mu)$ を離散群 $\Gamma$ のエルゴード的保測作
用とする. $\Gamma$ の保測作用 $\Gamma’\backslash (X\cross Y, \mu x\nu)$ を

$\gamma(x,y)=(\gamma x,y)$ , $\gamma\in\Gamma,$ $x\in X,$ $y\in Y$

で定義する. このとき, 射影 $X\cross Yarrow Y$ は作用 $r,\backslash (X\cross Y, \mu\cross\nu)$ に関するエルゴード
分解である.
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43 分類結果

$M$ を $\kappa(M)=3g+p-4>0,$ $M\neq M_{1,2},$ $M_{2,0}$ なる曲面, $\Gamma$ を $M$ の写像類群 $\Gamma(M)^{\theta}$

の有限指数部分群とする. 次の集合 $V(M),$ $S(M)$ を定義する:

$\bullet$ $V(M):=M$ 上の本質的な単純閉曲線のアイソトピー類全体. ここで, $M$ 上の単純
閉曲線が本質的であるとは, 一点や $M$ の境界成分とアイソトピックにならないとき
をいう.

$\bullet$ $S(M):=V(M)$ の空でない有限部分集合で, $M$ 上互いに交わらないように実現で
きるようなもの全体.

$V(M)$ を頂点集合, $S(M)$ を単体の集合とする単体複体 $C(M)$ が構成される. 写像類群
$\Gamma(M)^{o}$ は, $C(M)$ 上単体複体の同型として作用している. この $C(M)$ はカーブ複体 (curve
complex) と呼ばれ, 写像類群の研究では重要な役割を果たす. 実際, 定理 3.1, 3.2の証明
でもこの単体複体は用いられているが, カーブ複体についてはこれ以上述べない.

定理 43 ( $[K3$ , Theorem 1.1]). 上の記号で, $\sigma,$ $\tau\in S(M)$ をとり, それらが属する $\Gamma$ の作
用に関する軌道 $K=\Gamma\sigma,$ $L=\Gamma\tau\subset S(M)$ を考える. $\Gamma$ は $K,$ $L$ 上自然に作用することに
注意する. $(X_{0}, \mu_{0}),$ $(Y_{0}, \nu_{0})$ を非自明な標準確率空間とし, 一般化された Bemoulli 作用

$\alpha_{0}:\Gamma$ へ $(X_{0}, \mu_{0})^{K}$ , $\beta_{0}:\Gamma r\sim(Y_{0}, \nu_{0})^{L}$

を考える. このとき, 次の 2条件は同値である:

(i) $\alpha 0$ と $\beta 0$ は共役である.

(ii) $(X_{0}, \mu_{0})$ と $(Y_{0}, \nu_{0})$ は確率空間として同型であって, ある $g\in\Gamma(M)^{0}$ が存在して,
$gK=L,$ $g\Gamma g^{arrow 1}=\Gamma$ が成り立っ.

注意 4.4. (a) 定理 4.3で, (ii) から (i) が従うことは容易に示せる.

(b) 補題 41と作用 $\Gamma(M)^{\theta}$ へ $S(M)$ に関する基本的な事実を用いると, 定理 43の $\alpha_{0}$

と $\beta_{0}$ は共に e.f.m.p. であって, aperiodic でもあることが証明できる. よって) 定理
3.1 (ii) を用いると, 定理 43における 2条件 (i), (ii) は次の条件とも同値である:
(iii) $\alpha 0$ と $\beta 0$ は OE である.

(c) 非自明な標準確率空間は互いに非同型なものが連続濃度個存在するので, 上の (b) か
ら, $\Gamma$ の efmp. 作用で互いに OE でないものが連続濃度個存在することが従う.

以下で定理 43の $(i)\Rightarrow(ii)$ の証明を与えるが, 簡単のため, $\sigma,$ $\tau\in S(M)$ がそれぞれ 1
つの元から成るとき, つまり, $\sigma=\{\alpha\},$ $\beta=\{\beta\},$ $\alpha,$ $\beta\in V(M)$ とかけるとして証明を与
える. 各 $\delta\in V(M)$ に対し, その $\Gamma$ における安定部分群を

$\Gamma_{\delta}=\{\gamma\in\Gamma:\gamma\delta=\delta\}$

と表すことにする. 次の補題は作用 $\Gamma(M)^{\Phi}$ へ $V(M)$ に関する基本的な事実を用いると証
明できる.
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補題 45. 任意の $\delta\in V(M)$ に対し, 作用 $\Gamma_{\delta}$ へ $V(M)\backslash \{\delta\}$ の各軌道は無限個の元から
成る.

定理 43の $(i)\Rightarrow(ii)$ の証明に移る. $K=\Gamma\alpha,$ $L=\Gamma\beta\subset V(M)$ に対し, 2つの作用

$\alpha_{0}:\Gamma$ へ $(X_{0}, \mu_{0})^{K}$ , $h:\Gamma’\backslash (Y_{0}, \nu_{0})^{L}$

が共役であると仮定する. つまり, 同型写像 $f;(X_{0}, \mu_{0})^{K}arrow\simeq(Y_{0}, \nu_{0})^{L}$ と同型 $F;\Gammaarrow\simeq\Gamma$

で,
$f(\gamma x)=F(\gamma)f(x)$ , $\forall\gamma\in\Gamma,$ $\mu_{0}^{K}- a.e$ . $x\in X_{0}^{K}$

となるものが存在するとする. Ivanov による写像類群の自己同型に関する定理 ([Iv, The-
orem 8. $5.A$] $)$ から, $g\in\Gamma(M)^{O}$ で,

$F(\gamma)=g\gamma g^{-1}$ , $\forall\gamma\in\Gamma$

なるものが唯一存在する. $F(\Gamma_{\alpha})=\Gamma_{g\alpha}$ であることに注意する.

主張 1. $g\alpha\in L$ である. (これより, $\Gamma=F(\Gamma)=g\Gamma g^{-1}$ であることを用いると, $gK=L$
がわかる)

証明. $g\alpha\not\in L$ とする. 作用 $\Gamma_{g\alpha}r\sim L$ の全ての軌道は無限個の元から成る (補題 45) から,
作用 $\Gamma_{g\alpha}\subset\sim(Y0, \nu 0)^{L}$ はエルゴード的である (補題 41 $(i)$ ). 一方, 作用 $\Gamma_{\alpha}c\sim(X0, \mu 0)^{K}$

はエルゴード的ではない. なぜならば, Borel部分集合 $A\subset X_{0}$ で, $0<\mu_{0}(A)<1$ なるも

のをとると,
$\{(x_{k})_{k\in K}\in X_{0}^{K}:x_{\alpha}\in A\}$

は $\Gamma_{\alpha}$ の作用で不変で, その測度は $\mu_{0}(A)$ と一致する. これは, $f$ と $F$ を通して, 2つの

作用 $\Gamma_{\alpha}$ へ $(X_{0}, \mu_{0})^{K},$ $\Gamma_{g\alpha}$ へ $(Y_{0}, \nu_{0})^{L}$ が共役になることに反する. 口

主張 2 $\bullet$ 作用 $\Gamma_{\alpha}$ へ $(X_{0}, \mu_{0})^{K}$ に関して, 射影

$(x_{0,\mu 0)^{K}}arrow(x_{0,\mu 0)},$ $(x_{k})_{k\in K}\mapsto x_{\alpha}$

はエルゴード分解を与える.

$\bullet$ 作用 $\Gamma_{g\alpha}$ へ $(Y_{0}, \nu 0)^{L}$ に関して, 射影

$(Y_{0}, \nu_{0})^{L}arrow(Y_{0}, \nu_{0})$ , $(y_{l})_{l\in L}\mapsto y_{g\alpha}$

はエルゴード分解を与える.

補題 41(i) と補題 45より, 作用 $\Gamma_{\alpha^{\Gamma}}\vee(X_{0}, \mu_{0})^{K\backslash \{\alpha\}}$ がエルゴード的であることがわ

かるので, $(X_{0}, \mu_{0})^{K}\simeq(X_{0}, \mu_{0})^{K\backslash \{\alpha\}}\cross(X_{0}, \mu_{0})$ と分解して, 補題 42を適用することで
主張 2は示せる. エルゴード分解の一意性を用いると, $(X_{0}, \mu_{0})$ と $(Y_{0},$ $\nu_{0})$ が確率空間と
して同型であることがわかる. これで, 定理 43の $(i)\Rightarrow$ (ii) が証明された.
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