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\S 1. 序文
このノートでは対数的ベクトル場, 斎藤自由因子, 一意化微分方程式系などに関する話題を中心に最近

の進展中の研究の概要を説明する.
よく知られていることだが, 4次式 $P(t)=t^{4}+xt^{2}+yt+z$ の判別武は

$F_{A,1}=16x^{4}z-4x^{3}y^{2}-128x^{2}z^{2}+144xy^{2}z-27y^{4}+256z^{3}$

である.
$V^{0}$ $=$ $2x\partial_{x}+3y\partial_{y}+4z\partial_{z}$

$V^{2}V^{1}$
$==$ $4z \partial_{x}-\frac{(1}{2}xy\partial_{y}+\frac{1}{4}(8xz-3y^{2})\partial_{z}3y\partial_{x}+4z-x^{2})\partial_{y}-\frac{1}{2}xy\partial_{z}$

とおくと, $V^{j}F_{A,1}/F_{4,1}$ は $x,$ $y,$ $z$ の多項式になる $(j=0,1,2)$ . $V^{0}F_{A,1}=12F_{A,1}$ となることは, $x,$ $y,$ $z$ に

重み 2, 3, 4をつけたとき, $F_{A,1}$ は 12次の重みつき斉次多項式であることを意味する. 残りのものについて
は一言では説明できない. これらのベクトル場の係数を成分にもつ行列

$M=(2x4z3y$ $4z-x^{2}- \frac{1}{2}xy3y$ $\frac{1}{4}(8_{XZ-3y^{2})}^{-\frac{41}{2}xy}z)$

を定めると, その行列式 $\det(M)$ は $F_{A,1}$ の定数倍である. また, $R=C[x, y, z]$ とおくと $L=RV^{0}+RV^{1}+$

$RV^{2}$ は $R$ 上のリー環になる.
4次式 $P(t)$ から出発して $F_{A,1}$ を導いたが, 行列 $M$ から始めても $F_{A,1}$ とベクトル場 $V^{0},$ $V^{1},V^{2}$ は求ま

る. そこで, 未知数 $a_{k}(k=1,2, \ldots, 7)$ を係数にする $x,$ $y,$ $z$ の重みつき多項式を成分にもつ

$M=(\begin{array}{lll}2x 3y 4z3y a_{1}z+a_{2^{X^{2}}} a_{3}xy4z a_{4}xy a_{5}xz+a_{6}y^{2}+a_{7}x^{3}\end{array})$

の形の行列から出発して 4次式の判別式と同じような性質を持つ多項式が存在する力 $\searrow$ という問題を考える.
つまり, 「 $M$ からベクトル場 $V^{0},$ $V^{1},$ $V^{2}$ を構成し, 一方では $F=\det(M)$ とおいたとき, $V^{j}F/F(j=0,1,2)$

が多項式になるような定数 $a_{k}(k=1,2, \ldots, 7)$ を求めよ」 という問題である. 諸々の事情から, $F$ は $z$ の 3
次式であると仮定する. つまり, $a_{1}\neq 0$ を仮定する. ところで, $a_{k}=0(k\geq 2)$ とすれば, $F=-16a_{1}z^{3}$

となり, あまり面白くない. そこで, $F$ は $a_{1}(z+bx^{2})^{3}$ ではない, という仮定もつける. この問題に対す
る答えだが, $F_{A,1}$ 以外にもう一つの多項式が存在する. その多項式は

$F_{A,2}=2x^{6}-3x^{4}z+18x^{3}y^{2}-18xy^{2}z+27y^{4}+z^{3}$

である. 少し正確にいえば, 上の問題の答えになる行列からその行列式として得られる多項式は適当な (重
みつき) 座標変換によって, $F_{A,1},$ $F_{A,2}$ のいずれかになる, ということである.

$F_{A,2}$ は 30年以上前に佐藤幹夫先生が概均質ベクトル空間の研究の過程で発見したものである. 残念な
がら筆者は当時この多項式の意義等に関して佐藤先生の見解をあまり伺うことはできなかったし, また現
在でもはっきりした意味を見出しているとはいえない. 一方では, 斎藤恭司先生はその頃から孤立特異点の
半普遍変形族のパラメータ空間の判別式の研究から対数的ベクトル場, 斎藤白由因子 (ここではこう呼ぶ)
などの概念を定式化してその理論を展開していた (cf. [20]). さらに斎藤自由因子に沿った対数的ベクトル
場から超幾何微分方程式に関するシュワルツの理論の多変数版といえる対数的積分 $n$」能接続の概念を提出
して, その一意化微分方程式を導びいた (cf. [19]). $C^{3}$ の超曲面 $F_{A,j}=0(j=1,2)$ は斎藤自由因子の典型
的な例である. 斎藤理論では, その背景に孤立特異点の半普遍変形族があり, その性質を取り出して理論を
構成しているように見える. 筆者はこの幾何学的な背景を忘れて, 純粋に斎藤自由因子の定義から出発して
斎藤理論を展開することに関心をもった. 斎藤自由因子の構成とその性質, 一意イヒ微分方程式の構成などに
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関して 3変数というかなり限定した場合だけを扱っているが, [19] の内容を豊富にする結果が得られた. か
なりコンピュータに依存しているため, 式が長くなり見通しの悪い形の結果になるのが欠点だが, 具体的な
式であるから, 整理することでその意味をより深めることができるものと期待している. たとえば, 求めら
れた -s意化微分方程式はアヅペルの超幾何微分方程式系とは異なる自明でない解空間が 3次元である 2変
数の微分方程式系になってぃる. ユニタリ鏡映群と関係した斎藤自由因子の場合は Dubrovin-Mazzocco[9],
Boalch[6] などが求めたパンルヴエ VI の伏数関数解と関孫してぃるようである. このような微分方程武を
具体的に求めたことになる.

\S 2. 17種類の多項式
この節は $[$25$]$ の概説である.
序文にあるように, 発端はある種の性質をもっ多項式を分類することであった. それを定武化する. $x,$ $y,$ $z$

を変数, $p,$ $q,$ $r$ を $p<q<r$ が成り立っ自然数とする. $p,$ $q,$ $r$ は共廁数を持たないと仮定する. $($X, $y,$ $z)$ 空
間上の次のような 3個のベクトル場 $V^{0},$ $V^{1},$ $V^{2}$ を定義する :

(1) $\{\begin{array}{l}V^{0} = px\frac{\partial}{\partial x}+qy\frac{\partial}{\partial y}+rz\frac{\partial}{\partial z},V^{1} = qy\frac{\partial}{\partial x}+h_{22}(x,y, z)\frac{\partial}{\partial y}+h_{23}(x,y, z)\frac{\partial}{\partial z},V^{2} = rz\frac{\partial}{\partial x}+h_{32}(x, y, z)\frac{\partial}{\partial y}+h_{33}(x,y, z)\frac{\partial}{\partial z},\end{array}$

ここで, $h_{ij}(x, y, z)$ は $x,$ $y,$ $z$ の多項式である. また $V^{0},$ $V^{1},$ $V^{2}$ から $3\cross 3$ 行列 $M$ を以下のようにして定義
する :

(2) $M=(\begin{array}{llll}px qy rz qy h_{22}(x,y,z) h_{23}(x,y z)rz h_{32}(X_{|}y_{l}z) h_{33}(x,y,z) \end{array})$ .

まず「重みつき斉次性」 について復習する. $x,$ $y,$ $z$ の関数 $f(x, y, z)$ が $(p, q, r)$ 型重みつき斉次多項武であ
るとは, 適当な自然数 $d$ に対して $V_{0}f=df$ が成り立つことである. このとき, $d$ は $f$ の次数という. 明ら
かに $x,$ $y,$ $z$ の次数はそれぞれ $p,$ $q,$ $r$ である. $V_{0},$ $V_{1},$ $V_{2}$ に対する条件を考える :

条件 2.1
(i) $[V_{0}, V_{1}]=(q-p)V_{1},$ $[V_{0}, V_{2}]=(r-p)V_{2}$ .
(ii) 次を満たす多項式 $f_{j}(x, y, z)(j=0,1,2)$ が存在する :

$[V_{1}, V_{2}]=f_{0}(x, y, z)V_{0}+f_{1}(x, y, z)V_{1}+f_{2}(x, y, z)V_{2}$ .
(iii)

$\underline{\partial h_{22}}$

は零でない定数
(iv) $g_{\iota\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{式}\det(M)}$ は $z^{3}$ の定数倍でない.

問題 22上の条件 21を満たすベクトル場の三つ組 $\{V_{0}, V_{1}, V_{2}\}$ を, 重みつき座標変換を除いて分類せよ.

$V_{0},$ $V_{1},$ $V_{2}$ が条件 21を満たし, $\det(M)$ が重復因子をもたない多項式のとき, $\det(M)=0$ で定まる超
曲面は斎藤自由因子になる. (斎藤自由因子につぃては次節においてより一般的な形で説明する. )

問題 22に対する解答は次の定理であたえられる.

定理 23 $x,$ $y,$ $z$ を変数, $p,$ $q,$ $r$ を $p<q<r$ であるような自然数とする. $p,$ $q,$ $r$ は共約数をもたないとす
る. このとき, 次が成り立つ.

(i) もし $(p, q, r)\neq(2,3,4),$ $(1,2,3),$ $(1,3,5)$ であれば, 条件を満たすベクトル場の三つ組 $\{V_{0}, V_{1}, V_{2}\}$

は存在しない.
(ii) もし $(p,q, r)$ が (2, 3, 4), (1, 2, 3), (1, 3, 5) のいずれかであれば, $F=\det(M)$ の形の多項式 $F(x, y, z)$

は重みつき座標変換によって次のいずれかと一致するようにできる :
(ii.1) $(p, q, r)=(2,3,4)$ の場合 (この場合は $A_{3}$ 型鏡映群に対応する)
$F_{A,1}=16x^{4}z-4x^{3}y^{2}-128x^{2}z^{2}+144xy^{2}z-27y^{4}+256z^{3}$ .
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$F_{A,2}=2x^{6}-3x^{4}z+18x^{3}y^{2}-18xy^{2}z+27y^{4}+z^{3}$.
(ii 2) $(p, q, r)=(1,2,3)$ の場合 (この場合は $B_{3}$ 型鏡映群に対応する)
$F_{B,1}=z(x^{2}y^{2}-4y^{3}-4x^{3}z+1Sxyz-27z^{2})$ .
$F_{B,2}=z(-2y^{3}+4x^{3}z+18xyz+27z^{2})$ .
$F_{B,3}=z(-2y^{3}+9xyz+45z^{2})$ .
$F_{B,4}=z(9x^{2}y^{2}-4y^{3}+18xyz+9z^{2})$ .
$F_{B,5}=xy^{4}+y^{3}z+z^{3}$ .
$F_{B,6}=9xy^{4}+6x^{2}y^{2}z-4y^{3}z+x^{3}z^{2}-12xyz^{2}+4z^{3}$ .
$F_{B,7}= \frac{1}{2}xy^{4}-2x^{2}y^{2}z-y^{3}z+2x^{3}z^{2}+2xyz^{2}+z^{3}$ .
(ii 3) $(p, q, r)=(1,3,5)$ の場合 (この場合は $H_{3}$ 型鏡映群に対応する)
$F_{H,1}=-50z^{3}+(4x^{5}-50x^{2}y)z^{2}+(4x^{7}y+60x^{4}y^{2}+225xy^{3})Z- \frac{135}{2}y^{5}-$ 115じ 8 $y^{4}-10x^{6}y^{3}-$ 4;じ $9_{y}2$

$F_{H,2}=100x^{3}y^{4}+y^{5}+40x^{4}y^{2}z-10xy^{3}z+4x^{5}z^{2}-15x^{2}yz^{2}+z^{3}$ .
$F_{H,3}=8x^{3}y^{4}+108y^{5}-36xy^{3}z-x^{2}yz^{2}+4z^{3}$ .
$F_{H,4}=y^{5}-2xy^{3}z+x^{2}yz^{2}+z^{3}$ .
$F_{H,5}=x^{3}y^{4}-y^{5}+3xy^{3}z+z^{3}$ .
$F_{H,6}=x^{3}y^{4}+y^{8}-2x^{4}y^{2}z-4xy^{3}z+x^{5}z^{2}+3x^{2}yz^{2}+z^{3}$ .
$F_{H,7}=xy^{3}z+y^{5}+z^{3}$ .
$F_{H,S}=x^{3}y^{4}+y^{5}-8x^{4}y^{2}z-7xy^{3}z+16x^{5}z^{2}+12x^{2}yz^{2}+z^{3}$.

1990年前後には, 現在ほどコンピュータも性能がよくなかったが, 同僚だった大久保謙二郎先生から数
式処理システムを数学研究に応用することを勧められた. 推奨された REDUCE という数式処理システム
を使って上の結果を導いた. [24] に発表したが, それにある多項式はもう少し複雑な表示をしている. それ
を整理すると上のようになった.

$F(x, y, z)$ をこれらの多項式のひとつとすれば, $F$ の複素ベキ $F^{\epsilon}$ のみたす微分方程式系はいわゆる単純
ホロノミック系になる. このような性質を満たすようにするためにベクトル場 $V^{0},$ $V^{1},$ $V^{2}$ の $\partial_{x}$ の係数を
線形項だけになるようにした. 不思議なことに, 分類された多項式は階数 3の既約な実鏡映群の判別式と
さらにそれらと重みが同じものしか得られなかった. 階数 3の既約な実鏡映群は $A_{3},$ $B_{3},$ $H_{3}$ の 3種類であ
る. このことが $F_{A,j},$ $F_{B,j},$ $F_{H,j}$ と書いている理由である. $F_{A,1},$ $F_{B,1},$ $F_{H,1}$ はそれぞれ $A_{3},$ $B_{3},$ $H_{3}$ 型実
鏡映群の判別式であり, $F_{A,2}$ は佐藤先生の発見したものである.

[24] を講究録に発表したときには気づかなかったが, 最近これらの式と例外型単純特異点との問に関係
があることがわかった. それを説明する. 4次方程式の判別式から定まる $C^{3}$ の超曲面 $F_{A,1}=0$ は「ツバメ
の尾」 といわれており, その形状はよく知られている. $x\neq 0$ である $x$ を固定して, この超曲面を $yz$ 平面
の曲線とみると, 特異点が 3点あり, そのうち 2つは $A_{2}$ 特異点であり, もう 1つは $A_{1}$ 特異点である. そ
して, $x=0$ のときは, $F_{A,1}(0, y, z)=0$ は原点のみに $E_{6}$ 型特異点をもつ. 視点を変えて $x$ をパラメータ
とみる. $yz$ 平面の曲線族 $C_{x}:F_{A,1}(x, y, z)=0$ は, $x=0$ のときには $E_{6}$ 型特異点であり, $x\neq 0$ のとき
には $A_{2}+A_{2}+A_{1}$ 型の特異点になるような変形族であることを意味する. ここでディンキン図形を思い起
こす. $E_{6}$ 型ルート系のディンキン図形からひとつの単純ルートに対応する丸をとれば $A_{2}+A_{2}+A_{1}$ 型の
ディンキン図形が得られる. 曲線族 $F_{A,1}=0$ は $E_{6}$ 型ルート系と階数が 1つ $\triangleright$ がった $A_{2}+A_{2}+A_{1}$ 型ルー
ト系の組 $(E_{6},2A_{2}+A_{1})$ とみることができる. 曲線族 $F_{A,2}=0$ について同じことを考えると, $(E_{6}, A_{5})$ が
対応することがわかる.
実は $A_{3}$ 型の場合には条件を一言では説明できなかったが, $B_{3},$ $H_{3}$ 型の場合は説明は単純である. 容易

に類推できるが, $B_{3}$ 型の多項式は $F_{B,j}(j=1,2, \ldots, 7)$ があるが, それらは $E_{7}$ 型ルート系の階数が 1だ
け $\triangleright$がった部分ルート系と対応している. $E_{8}$ 型の場合も同様である. 特に? $F_{B_{3},1}$ は $E_{7}$ 型ルート系の部分
ルート系 $A_{2}+A_{3}+A_{1}$ と対応しており, $F_{H_{3},1}$ は $E_{8}$ 型ルート系の部分ルート系 $A_{2}+A_{4}+A_{1}$ と対応して
いる.
関連する話題について言及しておく. この節で定めた 17種類の多項式から定義される $C^{3}$ の因子の補空

間の基本群の構造については斎藤石部 [23] で研究されている (石部 [16] も参照). またこれらの多項式の $b$

関数は中山-関口 ([18]) で決定されている.
単純ホロノミヅク系を見つけるという立場を離れて, 斎藤自由因子を定める多項式を見つけるという立

場にたてば, (1) で定めたベクトル場の形を少し修正してもよい. このようにすると, 孤立特異点の変形との
関係で数多くの斎藤自由因子を構成することが可能である. 実際, アーノルドの例外的孤立特異点の 14族
と呼ばれる孤立特異点があるが, それらの中で 8種類のものについては, 1 パラメ $-$タの変形族に注目する
ことで斎藤自由因子を数多く構成することができた. [26] にアイデアを説明しているので, 関心のある読者
はそれを参照してほしい.
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注意 24ここに, 多項式 $F_{A,1},$
$\ldots,$

$F_{H,S}$ それぞれの場合に対応する行列 $M$ を与えておく. (xl, $x2$ ,x3
は $x,$ $y,$ $z$ のことである. $)$

$MF_{-}\{A, 1\}=\{\{2*x1,3*x2,4*x3\},$ $\{3*x2, -x12+4*x3, -1/2*xl*x2\}$ ,
$\{4*x3_{*}-1/2*xl*x2_{b} 1/4*(8*xl*x3-3*x2^{-}2)\}\}$

$MF_{-}\{A, 2\}B\{\{2*x1,3*x2,4*x3\},$ $\{3*x2, 1/2* (x3- xl-2),6*xl*x2\}$ ,
$\{4*x3, -2*xl*x2, 16*x1^{\wedge}3+24*x2^{-}2-8*xl*x3\}\}$

$MF_{-}\{B.\downarrow\}=\{\{x1,2*x2,3*x3\}, \{2*x2, xl*x2+3*x3,2*xl*x3\}, \{3*x3,2*xl*x3, x2*x3\}\}$

$MF_{-}\{B, 2\}=\{\{x1,2*x2,3*x3\},$ $\{2*x2, -2/3*(2*xl*x2-9*x3), -4*xl*x3\}$ ,
$\{3*x3, -2/3*(x2^{\wedge}2+3*xl*x3), -2*x2*x3\}\}$

$MP_{-}\{B,3\}*\{\{x1,2*x2.3*x3\}$ , $\{2*x2, -3/5*(xl*x2-5*x3), -6/5*xl*x3\}$ ,
$\{3*x3, -3/5*x2^{\wedge}2, -6/5*x2*x3\}\}$

$MF_{-}\{B_{*}4\}=\{\{x1,2*x2.3*x3\}. \{2*x2,3(3*xl*x2+x3), 6*xl*x3\}, \{3*x3,0, -3*x2*x3\}\}$
$NF_{-}\{B, 5\}\sim\{\{x1,2*x2,3*x3\},$ $\{2*x2, 24*xl*x2+2*x3, -2*x2^{\wedge}2-32*xl*x3\}$ ,

$\{3*x3, -9*x2^{-}2, -12*x2*x3\}\}$

$MF_{-}\{B, 6\}=\{\{x1,2*x2,3*x3\}$ . $\{2*x2,3*xl*x2+5/2*x3,9/2*x2^{\wedge}2+15/2*xl*x3\}$ ,
$\{3*x3,3/4*(15*x2^{\wedge}2+xl*x3), 18*x2*x3\}\}$

$MF_{-}\{B,7\}\sim\{\{x1,2*x2,3*x3\}_{*}\{2*x2, 1/3*(-4*xl*x2+7*x3), x2^{\wedge}2-14/3*xl*x3\}_{\iota}$

$\{3*x3_{*}3/2*(7*x2^{\wedge}2-6*xl*x3), 12*x2*x3\}\}$

$W_{-}\{H_{*}1\}=\{\{x1,3*x2,5*x3\},$ $\{3*x2,2*x3+2*x1^{arrow}2*x2,7*xl*x22+2*x14*x2\}$ ,
$\{5*x3,7*x1*x2^{\wedge}2+2*x1^{\wedge}4*x2_{*} 1/2*(15*x2^{-}3+4*x1^{\wedge}4*x3+18*x1^{\wedge}3*x2^{arrow}2)\}\}$

$MF_{-}\{H_{*}2\}\in\{\{x1,3*x2,5*x3\},$ $\{3*x2,36*x1^{-}2*x2+6*x3,90*x1*x2^{\wedge}2+90*x1^{-}2*x3\}$ ,
$\{5*x3,$ $-10/3*(12*x1^{-}3-55*x2)*xl*x2$ ,

$-50/3*(6*x1^{\wedge}3*x2^{-}2-x2^{-}3*6*x1^{\wedge}4*x3-18*xl*x2*x3)\}\}$

$MF_{-}\{!i.3\}=\{\{x1,3*x2,5*x3\},$ $\{3*x2, 1/10*(x1^{\wedge}2*x2+2*x3), 23/10*xl*x2^{-}2+3/20*x1^{\wedge}2*x3\}$ ,
$\{5*x3.5*xl*x22, 15/2*x2(2*x2^{-}2+xl*x3)\}\}$

$MF_{-}\{\ddagger i,4\}=\{\{x1,3*x2,5*x3\},$ $\{3*x2, 1/5*(-4*x1^{-}2*x2+6*x3). 2/5*x1*x2^{\wedge}2-2*x1^{\wedge}2*x3\}$,
$\{5*x3, -20/3*x1*x2^{\wedge}2,10/3*x2*(x2^{-}2-5*xl*x3)\}\}$

$W_{-}\{H_{*}5\}=\{\{x1,3*x2_{*}5*x3\},$ $\{3*x2, -9/5* (4*x1^{\wedge}2*x2- X3), -3/5*x1(9*x2^{-}2+16*xl*x3)\}$ ,
$\{5*x3, -15*x1*x2^{\wedge}2. -5*x2(x2^{-}2+4*xl*x3)\}\}$

$MF_{-}\{H,6\}=\{\{x1,3*x2,5*x3\},$ $\{3*x2, -3/5*(3*x1^{-}2*x2-4*x3), -18/5*x1*(-x2^{\wedge}2+2*xl*x3)\}$ ,
$\{5*x3, -5/3*x1*(-8*x2^{\wedge}2+5*xl*x3), 10/3*x2*(2*x2^{\wedge}2+ xl*x3)\}\}$

$MF_{-}\{Ii,7\}\approx\{\{x1,3*x2,5*x3\},$ $\{3*x2, -3/5*(2*x1^{\wedge}2*x2+x3), -3/5*x1(-x2^{\wedge}2+3*xl*x3)\}$ ,
$\{5*x3_{*} 10/3*x1*x2^{\wedge}2, -5/3*x2*(x2^{\wedge}2-3*xl*x3)\}\}$

$MF_{-}\{H,8\}\sim\{\{x1,3*x2,5*x3\},$ $\{3*x2_{i}-3/5*(24*x1^{\wedge}2*x2-7*x3). -9/5*x1(-3*x2^{-}2+28*xl*x3)\}$ ,
$\{5*x3, -5/3*x1*(7*x2^{\wedge}2+20*xl*x3), 5/3*x2*(7*x2^{\wedge}2-52*xl*x3)\}\}$

\S 3. 振れのない積分可能接続
斎藤自由因子に付随する積分可能接続について調べることがこのノートの目的である. そのために積分可

能接続について斎藤 [19] の内容を紹介する. より広い視点からの理論展開は斎 1 [22] にある. Aleksandrov[3]
にも関連する話題が書かれている.
このノートでは 3変数の場合に重点をおいているが, 少し一般的に定式化する. $X=C^{n}$ として, 普通

の座標を $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots,x_{n})$ とする. $F(x)=F(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ を次の条件を満たし重複因数をもたない
多項式とする.

(Cl) あるベクトル場 $E= \sum_{i=1}^{n}m_{i}x_{i}\partial_{x}$ : に対して $EF=dF$ を満たす. ここで, $m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$
$m_{n},d$ は

$0<m_{1}\leq m_{2}\leq\cdots\leq m_{n}$ を満たす正整数である.
(C2) $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ の多項式 $a_{ij}(x)$ を成分とする $n$ 次正方行列 $M=(a_{ij}(x))_{1<ij<n}$ で $\det M$ は

$-$
$F$ の零でない定数倍になるものが存在する.

(C3) (C2) の行列 $M$ の成分から構成された $n$ 個のベクトル場 $V^{i}= \sum_{j=1}^{n}a_{ij}(x)\partial_{x_{j}}(i=1,2, \ldots, n)$ に
$x^{k}\backslash 1$して次が成り立つ :

(C3.a) $V^{1}=E$

(C3 b) $V^{i}F(x)=c_{i}(x)F(x)$ が成り立つような多項式果 $(x)$ が存在する.
(C3.c) $[E, V^{i}]=k_{i}V^{i}$ となる定数醜が存在する.
(C4 d) 任意の $i,j$ に $xL1\backslash$して $[V^{i}, V^{j}]$ は $\sum_{k=1}^{n}RV^{k}$ に含まれている. ここで $R=C[x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}]$ とす

る.
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$F(x)$ が上の条件を満たすとき, $X$ の超曲面 $D=\{x\in X;F(x)=0\}$ を斎藤自由因子という. 斎藤自
由因子についての基本文献は [20] である.

$L(D)= \{V=\sum_{j}^{n}=1aj(x)\partial_{x_{g}};aj(x)\in R, VF/F\in R\}$ とおくと, $L(D)$ はリー環になるが, 斎藤自由
因子の基本的な性質のひとつは

$L(D)= \sum_{j=1}^{n}RV^{j}$

が成り立つことである.
行列 $M$ から 1次外微分形式 $\omega j$ を

$(\omega_{1}\omega_{2} . . . \omega_{n})=(dx_{1}dx_{2}\cdots dx_{n})M^{-1}$

で定義する. さらに $\vec{\omega}=(\omega_{1}\omega_{2}\cdots\omega_{n})$ とおく. 定義より, $V^{i},$
$\omega_{i}$ は斉次であり, その次数は $\deg V^{i}=$

$-\deg\omega_{i}=d_{i}$ である. 以下では簡単のため $0=d_{1}<d_{2}<\cdots<d_{n}$ を仮定する.
$\omega_{1},\omega_{2},$ $\ldots,$

$\omega_{n}$ から生成される $R$加群 $(R=C[x_{1}, \ldots, x_{n}])$ を $\Omega_{X}^{1}(\log D)$ と書く. 正確には, $\Omega_{X}^{1}(\log D)$

は次のように定義される. $\Omega_{X}^{\rho}$ を $X$ 上の多項式を係数にもつ $p$ 次微分形式全体からなる $R$-加群とする. こ

のとき,
$\Omega_{X}^{1}(\log D)=\{\omega;F\omega\in\Omega_{X}^{1}, Fdu\in\Omega_{X}^{2}\}$

超曲面 $D:F(x)=0$ が斎藤白由因子のときは, $\Omega_{\chi}^{1}(\log D)$ の $R$-加群としての生成系として $\omega_{1},$ $\omega_{2},$ $\ldots,$
$\omega_{n}$

をとることができる.

定義 3.1. $\Omega_{X}^{1}(\log D)$ から $\Omega_{X}^{1}(\log D)\otimes\Omega_{X}^{1}(\log D)$ への写�が $D$ に沿って対数的極をもつ接続である
とは, 次の条件が成り立つときにいう.

(1) $\nabla(\omega+\omega’)=\nabla\omega+\nabla\omega’$ $(\forall\omega,\omega’\in\Omega_{\chi}^{1}(\log D))$

(2) $\nabla(f\omega)=df\otimes\omega+f\nabla\omega$ $(\forall f\in R, \forall\omega\in\Omega_{\chi}^{1}(\log D))$

接続�はそれぞれの整数 $p>0$ に対して, 上の条件 (1), (2) が成り立つように $\Omega_{X}^{p}(\log D)\otimes\Omega_{X}^{1}(\log D)$

から $\Omega_{X}^{p+1}(\log D)\otimes\Omega_{\chi}^{1}(\log D)$ への接続へと拡張される. 特に次のライプニヅツの法則が成り立つ :
(3) $\nabla(\eta\otimes\omega)=d\eta\otimes\omega+(-1)^{P}\eta$ A $\nabla\omega$ for any $\eta\in\Omega_{X}^{p}(\log D)$ and $\omega\in\Omega_{\chi}^{1}(\log D)$ .
[19] にしたがって, 次の� $^{}$.対する概念を導入する.

定義 3.2.
(1) �は積分可能である. $\Leftrightarrow\nabla\circ\nabla=0$ .
(2) $\nabla$ : $\Omega_{\chi}^{1}(\log D)arrow\Omega_{\chi}^{1}(\log D)\otimes\Omega_{X}^{1}(\log D)$ と $\wedge:\Omega_{\chi}^{1}(\log D)\otimes\Omega_{X}^{1}(\log D)arrow\Omega_{\chi}^{2}(\log D)$ の合成が

外微分と一致するとき, �は根れがないという.

接続�に対して,

$\nabla\omega_{i}=\sum_{j=1}^{n}\omega_{i^{j}}\otimes\omega_{j}$

となるような 1次微分形式 $\omega_{i^{j}}\in\Omega_{X}^{1}(\log D)(i,j=1,2, \ldots, n)$ が存在する.
定義より,

$\omega_{i^{j}}=\sum_{k=1}^{n}\Gamma_{i^{jk}}\omega_{k}$

が成り立つような $\Gamma_{i^{jk}}\in R$ が存在する.
$\Gamma^{k}$ を $(i,j)$ 成分が $\Gamma_{i^{jk}}$ である $n\cross n$ 行列として, $\Omega=\sum_{k=1}^{n}\Gamma^{k}\omega_{k}$ とおく. すると, $\omega\iota^{j}$ は $\Omega$ の $(i,j)$

成分である. 行列 $\Omega$ を�の接続行列という.

補題 3.3.
(1) $\Omega$ が積分可能であることと $d\Omega=\Omega\wedge\Omega$ は同値である.
(2) $\Omega$ が搬れのないことと $d^{t}\vec{\omega}=\Omega\wedge^{t}\tilde{\omega}$ は同値である.

補題 3.3は次のように述べることができる :
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(a 1) $\Omega$ が積分可能であることと $d \omega_{i^{j}}=\sum_{k=1}^{n}\omega_{i}^{k}\wedge\omega_{k^{j}}$ は同値である.
(a.2) $\Omega$ が擬れのないことと $d \omega_{i}=\sum_{j}^{n}=1\omega_{i^{j}}\wedge\omega_{j}$ は同値である.

定義より $\Omega$ は $(d_{j}-d_{i})$ 次斉次である.
$\Gamma=\neg(\Gamma^{1}\Gamma^{2}\cdots\Gamma^{n})$ とおいて, $\vec{\Gamma}’=\vec{\Gamma}\cdot {}^{t}M^{-1}$ によって $\vec{\Gamma^{1}}=(\Gamma^{\prime 1}\Gamma^{\prime 2}\cdots\Gamma^{rn})$ を定める. $\Gamma^{\prime i}$ は $nxn$ 行

列である. すると

$\Omega=\overline{\omega}\cdot\iota\vec{\Gamma}(=\omega_{1}\Gamma^{1}+\cdots+\omega_{n}\Gamma^{n})=(dx_{1}dx_{2} ... dx_{n})\cdot{}^{t}\vec{\Gamma}^{l}=\Gamma^{\prime 1}dx_{1}+\Gamma^{\prime 2}dx_{2}+\cdots+\Gamma^{\prime n}dx_{n}$

が成り立つ. 次の補題は定義から直ちにしたがう.

補題 34. $\Omega$ が積分可能であることと $[ \Gamma^{\prime i}, \Gamma^{\prime j}]=\frac{\partial\Gamma^{rj}}{\partial x_{i}}-\frac{\partial\Gamma^{\prime i}}{\partial_{Xj}}(\forall i,j)$が成り立つことは同値である.

$X$ 上の関数 $f(x)$ に対して, $\vec{V}(f)=(V^{1}f, V^{2}f, \cdots, V^{n}f)$ とおく. すると

$df= \sum_{i=1}^{n}\frac{\partial f}{\partial x_{i}}dx_{i}=\vec{\omega}\cdot{}^{t}\vec{V}(f)$

が成り立っ.

定義 35. 1次微分形式 $\eta\in\Omega_{X}^{1}(\log D)$ は, $\nabla\eta=0$ が成り立つとき, 水平であるという.

$\eta=\sum_{j=1}^{n}h_{j}\omega_{j}$ for $h_{j}\in R$ を $\Omega_{\chi}^{1}(\log D)$ t $\breve$-含まれている 1次微分形式とする. このとき $\vec{h}=(h_{1}h_{2}\cdots h_{n})$

とおく. $\nabla^{t}\vec{\omega}=\Omega\otimes t_{\vec{\omega}}$ だから,

$\nabla\eta=d\vec{h}\otimes t_{\vec{\omega}}+\vec{h}\nabla^{t}\vec{\omega}=(d\vec{h}+\vec{h}\Omega)\otimes t_{\tilde{\omega}}$

がわかる. したがって, $\nabla\eta=0$ より $d\vec{h}+\tilde{h}\Omega=0$ が導かれる. この議論より次の補題が得られる.

補題 36. もし $\eta=\vec{h}\cdot{}^{t}\vec{\omega}$ が水平であれば, $d\tilde{h}+\overline{h}\Omega=0$が成り立つ.

当面, 水平条件を忘れて

(A) $d\tilde{h}+\vec{h}\Omega=0$

を $\vec{h}=(h_{1}h_{2}\cdots h_{n})$ に $\rangle^{t}\perp\iota$する微分方程式とみる. $\Omega$ 対する積分可能条件は

$d(\vec{h}\Omega)=d\vec{h}\wedge\Omega+\tilde{h}d\Omega=\vec{h}(-\Omega\wedge\Omega+d\Omega)=0$

を導くので, (A) もまた積分可能である. 他方,

$d \vec{h}+\vec{h}\Omega=\sum_{k=1}^{n}V^{k}\vec{h}\cdot\omega_{k}+\sum_{k=1}^{n}\vec{h}\Gamma^{k}\omega_{k}=\sum_{k=1}^{n}(V^{k}\vec{h}+\vec{h}\Gamma^{k})\omega_{k}$,

が成り立つから,
$V^{k}\overline{h}+\tilde{h}\Gamma^{k}=\tilde{0}$ $(k=1,2, \ldots, n)$

がわかる. その結果, 系 (A) は次と同値であることがわかる.

(A’) $V^{k}h_{j}+ \sum_{i=1}^{n}h_{i}\Gamma_{i}^{jk}=0$ $(\forall k,j)$

命題 37. $\Omega$ は振れがないと仮定する. このとき, 1次外微分形武 $\eta\in\Omega_{X}^{1}(\log D)$ が水平であることと
次の条件を満たす関数 $f(x)$ が存在することは同値である :
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(a) $\eta=df$

(b) $V^{k}V^{j}f+ \sum_{i=1}^{n}\Gamma_{i^{jk}}V^{i}f=0$ $(\forall j, k)$ .

証明は省略する.
$f(x)$ を $X$ 上の関数として方程式系

(B) $V^{k}V^{j}f+ \sum_{i=1}^{n}\Gamma_{t^{jk}}V^{i}f=0$ $(\forall j, k)$ .

を定義する. 方程式系 (B) は�に関する一意化方程式系と呼ばれる.

命題 3.8. $\Omega$ を $D$ に沿って対数的極をもつ接続の接続行列とする. このとき次が成り立つ.
(i) $\Omega$ が族れのない接続行列のとき,

$[V^{i}, V^{j}]= \sum_{k=1}^{n}(\Gamma_{k^{\iota j}}-\Gamma_{k^{ji}})V^{k}$ $(\forall t,j)$

(ii) $\Omega$ が積分可能のとき,

$(V^{i} \Gamma^{j}-V^{j}\Gamma^{i})+\sum_{k=1}^{n}\Gamma^{k}(\Gamma_{k^{ji}}-\Gamma_{k^{ij}})=[\Gamma^{i},\Gamma^{j}]$ $(\forall i,j)$

証明は省略する.
あたえられた積分可能接続に対して, 一種のゲージ変換を施して擢れのない積分可能な接続を構成で

きるための判定条件を調べる. これまでのように, 斎藤自由因子 $D$ に沿った積分可能接続を $\Omega=\Gamma^{1}\omega_{1}+$

$\Gamma^{2}\omega_{+}\cdots+\Gamma^{n}\omega_{n}$ とする. このとき, $d\Omega=\Omega\wedge\Omega$ が成り立つ. $\Gamma^{jk}$ を $\Gamma^{k}$ の $i$ 番目の縦ベクトルとする. そ
して $n\cross n$ 行列 $P=(\Gamma^{11}\Gamma^{12}\cdots\Gamma^{1n})$ を定義する.

$P$ が可逆であれば, $\tilde{\Omega}=P^{-1}\Omega P-P^{-1}dP$ を定義できる. 次の補題は簡単に示せる.

命題 39. $\Omega$ が積分可能でしかも $P$ が町逆であれば, $\tilde{\Omega}$ は根れのない積分 $\mathfrak{o}$J
$\circ$

能接続である.

与えられた積分可能接続 $\Omega$ に?$\iota\grave$して, これまでの議論から次が成り立っている :
(Dl) それぞれの $\omega_{j^{k}}$ は重みつき斉次でその次数は $\deg\omega_{t^{j}}=d_{j}-d_{i}$ .
(D2) それぞれの $\Gamma_{i^{jk}}$ は重みつき斉次でその次数は $\deg\Gamma_{i^{jk}}=-d_{i}+d_{j}+d_{k}$ .
今, 次の条件を考える :

(D3) $\Gamma_{i^{1i}}\neq 0$ $(\forall i=1,2, \ldots, n)$ .

条件 (D3) が成り立つとき, 成分が定数である適当な対角行列 $Q$ をとり, $\Omega$ を $Q^{-1}\Omega Q$ によって置き換
えれば, はじめから $\Gamma_{i^{1i}}=s_{0}(i=1,2, \ldots, n)$ となるような零でない定数 $s_{0}$ が存在すると仮定してよい. そ
してこのように修正した $\Omega$ から始めれば, 上で定義した $P$ は仮定 $0=d_{1}<d_{2}<\cdots<d_{n}$ より, 上三角行
列でさらに DJ逆になるので, $\tilde{\Omega}$ を定めることができるが, これは搬れのない積分 [$\ddagger$J能接続である. この接続
行列を $\tilde{\Omega}=\sum_{k=1}^{n}\overline{\Gamma}^{k}\omega_{k}$ で表す. $\tilde{\Gamma}^{k}$ は $n\cross n$ 行列である. その $(i,j)$-成分を $\tilde{\Gamma}\iota^{jk}\in R$ で表す. $\tilde{\Omega}^{t_{\vec{6}1}}=s_{0^{t}}\vec{\omega}$

だから,
$\tilde{\Gamma}_{i}^{1j}=\delta_{i^{j}}s_{0}$ $(\forall i,j)$

がわかる.
当面の間, 条件 (D3) を仮定する. ここで Aleksandrov(cf. [AA], Cor. 32) によって示された式:

$\Gamma_{i}^{j1}-\Gamma_{i}^{1j}=-d_{j}\delta_{i^{j}}$ $(\forall i,j)$

を思い出す. この式から
$\Gamma_{i}^{j1}=(s_{0}-d_{j})\delta_{i^{j}}$ $(\forall i,j)$

が成り立つ. これは $\tilde{\Gamma}^{1}$ は対角行列でその $i$ 次対角成分は $s_{0}-d_{i}$ であることを意味する.
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$\vec{h}$ を $dh+h\Omega=0$の解とする. このとき, とくに

$V^{1}h_{j}+ \sum_{i=1}^{n}\tilde{\Gamma}_{i}^{j1}h_{i}=0$.

が成り立つ. $\Gamma_{i^{j1}}=(s_{0}-d_{j})\delta_{i^{j}}$ であるから,

$\sum_{i=1}^{n}\tilde{\Gamma}_{i}^{j1}h_{i}=\sum_{i=1}^{n}(s_{0}-d_{j})\delta_{i}^{j}h_{i}=(s_{0}-d_{j})h_{i}$

がわかる. したがって
$V^{1}h_{i}+(s_{0}-d_{i})h_{i}=0(i=1,2, \ldots, n)$

が得られる. このことは, それぞれの $h_{i}$ はー (so-di) 次斉次式であることを意味する.

(SUE) $V^{k}V^{j}f+ \sum_{i=1}^{n}\tilde{\Gamma}_{i}^{jk}V^{i}f=0$ for $(\forall k,j)$

を $\tilde{\Omega}$ に関する一意化方程式とする. すでに注意したように, $\tilde{\Gamma}^{1}$ は対角行列でしかも $\Gamma_{i}^{11}=s_{0}\delta_{i1}$ が成り立っ
ている. このとき, とくに

$V^{1}V^{1}f+s_{0}V^{1}f=0$

を得る. したがって, $V^{1}f=0$ あるいは $V^{1}f=-s_{0}f$ が成り立つ.
$V^{1}f=0$ が成り立つ場合を考える. (SUE) の $j=1$ に対する微分方程式は

$V^{k}V^{1}f+s_{0}V^{k}f=0$

である. $So\neq 0$ だから
$V^{k}f=0$ $(k=1,2, \cdots, n)$

を得る.
次に $V^{1}f=-s_{0}f$ が成り立つ場合を考える. すると

$V^{1}V^{j}f+(s_{0}-d_{j})V^{j}f=0$

が成り立つことがわかる. 他方では, (SUE) の $k=1$ に対する微分方程式は

$V^{1}V^{j}f+\tilde{\Gamma}_{j}^{j1}V^{j}f=0$

である. すると,
$(-s_{0}+d_{j}+\tilde{\Gamma}_{j}^{j1})V^{j}f=0$

がわかる. $\tilde{\Gamma}_{j}^{j1}=s_{0}-d_{j}$ だから, これは自明な微分 fj程武である.
$\lambda_{\backslash }^{-}\#$果と しで, (SUE) は次のふたつの微分方程武系に分解されることがわかる :

(DR) $V^{k}f=0$ $(k=1,2, \ldots, n)$ .
(SUEa) $V^{1}f+s_{0}f=0$ , $V^{k}V^{j}f+ \sum_{i=1}^{n}\tilde{\Gamma}_{i}^{jk}V^{t}f=0$ $(i,j=2,3, \ldots, n)$

(DR) は
$\partial_{x_{k}}f=0$ $(k=1, \ldots, n)$

になる. 一方では, (SUEa) は

(SUEa’) $V^{1}f+s_{0}f=0$ , $V^{k}\tilde{V}(f)+\nabla(f)\tilde{\Gamma}^{k}=\vec{0}$ $(k–:2, \ldots, n)$

と書き直せる. $vj=V^{j}f$ として, $\vec{v}={}^{t}(v_{1},$ $v_{2},$ $\ldots,$
$v_{n})$ とおけば, $V^{1}v_{j}=(-s0+d_{j})v_{j}$ $(j=1,2, \ldots,n)$

が成り立つ. したがって, $A_{1}’$ を $(i,j)$成分が $\delta_{ij}(-s_{0}+d_{j})$ であるような $n$次正方行列とすれば, $V^{1}\vec{v}=A_{1}’\vec{v}$

が成り立つ. さらに, $A_{k}’=-{}^{t}\tilde{\Gamma}^{k}$ $(k=1,2, \ldots , n)$ とおけば, (SUEa’) はげに対する微分方程式系
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(SUEa”) $V^{k}\vec{v}=A_{k}’\vec{v}$ $(k=1,2, \ldots, n)$

定義より, $A_{k}’$ の $($ 1, $j)$ 成分は $-\delta_{jk}s0$ である. $v_{1}=V_{1}f=$ -so $f$ であるから, $u_{1}=f=- \frac{1}{s_{0}}v_{1},$ $u_{j}=$

$vj(j=2, \ldots, n)$ として, (SUEa’) は $\vec{u}={}^{t}(u_{1},$ $u_{2},$ $\ldots,$
$u_{n})$ に対する微分方程式系に書き直すことができる.

それを

(Su) $V^{k}\vec{u}=A_{k}\vec{u}$ $(k=1,2, \ldots, n)$

とする. $A_{1}=A_{1}’$ であるが, $k=2,$ $\ldots,$
$n$ に対しては, $A_{k}$ は $A_{k}’$ と少し異なり, とくに $A_{k}$ の $($ 1, $j)$ 成

分は $\delta_{jk}$ である. さらに, $u_{k}=V^{k}u1(k=2, \ldots, n)$ も成り立つ.
以上をまとめると次のことがわかったことになる. 斎藤自由因子 $D$ に対して, $D$ の沿って対数的極をも

つ積分可能接続�をとる. �の接続行列が条件 (D3) を満たせば, 白然に $D$ の沿って対数的極をもつ擢れ
のない積分可能接続�を構成でき, この�に対する一意化方程式系は本質的に (Su) の形に表される. 次
節以降では, (Su) を一意化微分方程式系あるいは一意化方程式系と呼ぶことにする.

\S 4. 一意化微分方程式の例 I
一意化微分方程式系と古典的な微分方程式との関係をみるために, $F(x_{1}, x_{2})=x_{1}^{n}-x_{2}^{2}$ の場合を例に

とって, 一意化微分方程式を導いてみる. 簡単のため, $n$ は 2以上の奇数とする.
$D=\{(x_{1}, x_{2});F(x_{1}, x_{2})=0\}$ とおけば, $D$ が斎藤白由因子であることは知られている. ベクトル場

$V^{1},$ $V^{2}$ を
$V^{1}$ $=$ $2x_{1}\partial_{x_{1}}+nx_{2}\partial_{x_{2}}$

$V^{2}$ $=$ $2x_{2}\partial_{x_{1}}+nx_{1}^{n-1}\partial_{x_{2}}$

で定義すれば, $V^{1},$ $V^{2}$ は $R=C[x_{1}, x_{2}]$ 上の $L(D)$ の生成系である.
一意化微分方程式を求めるために, 定数 $p_{1},p_{2},$ $q$ として $2\cross 2$ 行列

$A_{1}=(\begin{array}{ll}p_{1} 00 p_{2}\end{array})$

を定義する. そして微分方程式系

$(D)_{n}$ $V^{i}\vec{u}=A_{i}\vec{u}$ $(i=1,2)$

$A_{2}=(\begin{array}{ll}0 lqx_{1}^{n-2} 0\end{array})$

を考える. ここで, $\vec{u}={}^{t}(u_{1}u_{2})$ である. 簡単な計算より,

$\{\begin{array}{ll}u_{2} = V^{2}u_{1},p_{2} = p_{1}+n-2,V^{1}u_{1} = p_{1}u_{1},V^{2}V^{2}u_{1} = qx_{1}^{n-2}u_{1}\end{array}$

を得る.
$v=F^{p}-\#_{nu_{1}}$ とおく. すると, $V^{1}F=2nF,$ $V^{2}F=0$ が成り立つから,

$V^{1}v=0,$ $V^{2}V^{2}v=qx_{1}^{n-2}v$

がわかる. このことに注意して, $z= \frac{x_{1}^{n}}{x_{2}^{2}}$ とおいて, $v(x_{1}, x_{2})=\varphi(z)$ に $x^{\iota_{4}}1$する微分方程式を求める. 直接

1$|$こより,

$V^{2}z=2n \frac{x_{1}^{n-1}}{x_{2}}(1-z)$ , $V^{2}V^{2}z=x_{1}^{n-2}(1-z)\{4n(n-1)-6n^{2}z\}$

を得る. $V^{2}V^{2}v=qx_{1}^{n-2}v$ は $V^{2}V^{2}\varphi(z)=qx_{1}^{n-2}\varphi(z)$ と同じであるから,

$4n^{2}z(1-z)^{2}\varphi’’(z)+\{4n(n-1)-6n^{2}z\}(1-z)\varphi’(z)-q\varphi(z)=0$
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が導かれる. いま $\psi(w)=\varphi(1-w)$ とおけば,

$(1-w)w^{2} \psi’’(w)-\{\frac{n-1}{n}-\frac{3}{2}(1-w)\}w\psi’(w)-\frac{q}{4n^{2}}\psi(w)=0$

これはガウスの超幾何微分方程式に還元される. とくに, $q=q_{0}^{2}-(2-n)^{2}$ となるように $q_{0}$ を定めれば,

$F( \frac{n-2+2q_{0}}{4n}, \frac{n-2-2q_{0}}{4n};\frac{1}{2};\frac{1}{w})$

がその解になることがわかる. したがって

$(x_{1}^{n}-x_{2}^{2})p \#_{n}F(\frac{2-n-2q_{0}}{4n}, \frac{2-n+2q_{0}}{4n};\frac{1}{2};-\frac{x_{2}^{2}}{x_{1}^{n}-x_{2}^{2}})$

は一意化 b方$7fi$式 $(D)_{n}$ のひとつの解になる.
$n$ が偶数の場合には, 一意化方程式が超幾何微分方程式に還元されるかどうかはわからない.

\S 5. 実鏡映群, ユニタリ鏡映群と一意化方程式系
$V_{R}$ を $n$ 次元実ベクトル空間として, $G$ を $V_{R}$ を標準表現空間とする既痢実鏡映群とする. $V$ を $V_{R}$ の複

素化とし, $\xi=$ $(\xi_{1},\xi_{2}, \ldots , \xi_{n})$ を $V$ の線形座標とする. $G$ は $\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}+\cdots+\xi_{n}^{2}$ を不変にする直交群の部分
群であるとしてよい. $S=C[\xi_{1}, \xi_{2}, \ldots,\xi_{n}]$ を $V$ の座標環とする. $R=S^{G}$ を $(\xi_{1},\xi_{2}, \ldots,\xi_{n})$ の不変多項式
からなる $S$ の部分環とする. このとき, 代数的に独立な $P_{j}\in R(j=1,2, \ldots, n)$ で $R=C[P_{1}, P_{2}, \ldots, P_{n}]$

となるものが存在する. 各 $P_{j}$ は斉次式としてよい. したがって,

$\deg_{\xi}P_{1}\leq\deg_{\xi}P_{2}\leq\cdots\leq\deg_{\xi}P_{n}$

とする. とくに, $P_{1}=\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}+\cdots+\xi_{n}^{2}$ とする. $\xi_{\vee}$対して $\pi(\xi)=(P_{1}(\xi), P_{2}(\xi), \ldots, P_{n}(\xi))$ とおくと,
$\pi$ は $V$ から $W=C^{n}$ への写像を定める.

$G$の鏡映 $s$ に対して $s$ で不変になる $V$ の超平面 $H_{s}$ はある 1次武 $\alpha_{s}\in S$によって $H_{\epsilon}=\{\xi\in V;\alpha_{s}(\xi)=0\}$

と表示できる. $\mathcal{R}$ を $G$ の鏡映全体の集合として, 各 $s\in \mathcal{R}$ に対して, $\alpha_{5}$ をひとつ定める. (定数倍を除い

て$*$あて$\alpha$ る Vg
$arrow$

’–
$\geq$

g
$\hslash\grave|\grave$

t
$\llcorner$

-

$\supset$か

$\not\in$66. こ)$*\Pi\iota$

&
$= \prod_{G\text{の^{}\epsilon}57_{W^{1\rfloor \text{式}\succeqAa\text{う}}}^{\alpha_{\epsilon}\text{と}*\langle}}\backslash$ . $\Pi^{2}$ は $P_{1},$ $P_{2},$

$\ldots,$
$P_{n}$ の多項武して表 “示できる. この多項

$\emptyset \mathfrak{x}\gtrless,$ $s\in \mathcal{R}$ に封 $bTs^{2}=1$ “か 6, $\Pi^{2}$ は $G_{-}^{-}*arrow ae$

式を $F_{G}(P_{1}, P_{2}, \ldots, P_{n})$ とする. したがって

$\Pi^{2}(\xi)=F_{G}(P_{1}(\xi), P_{2}(\xi), \ldots,P_{n}(\xi))$

が成り立つ. 斎藤によって, $\partial_{P_{n}}^{n}$ F始は零でない定数であり,

$D_{G}=\{x=(x_{1},x_{2}, \ldots,x_{n})\in W;F_{G}(x_{1},x_{2}, \ldots,x_{n})=0\}$

は $W$ 上の斎藤白由因子になることが証明されている.

$m_{ij}= \frac{1}{2}\sum_{k=1}^{n}\frac{\partial P_{i}}{\partial\xi_{k}}\frac{\partial P_{j}}{\partial\xi_{k}}$

は $R$ に含まれ, $m_{ij}$ を $(i,j)$ 成分とする $n$ 次正方行列を $M$ とする. 定義より, $M$ は対称行列である.

$V^{j}= \sum_{i=1}^{n}m_{ij}\partial_{P_{j}}$ $(j=1,2, \ldots,n)$

とおくと,

$V^{1}= \sum_{j=1}^{n}(\deg P_{j})\partial_{P_{j}}$ ,

$L(D_{G})= \sum_{j=1}^{n}RV^{j}$
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などがわかる.
一意化微分方程式との関係を調べる. $V$ の座標関数 $\xi_{1},$ $\xi_{2},$

$\ldots,$
$\xi_{n}$ は

(E) $\partial_{\xi_{i}}\partial_{\zeta_{j}}u=0$ $(i,j=1,2, \ldots, n)$

の解である. 実際には, 定数もこの微分方程式系の解になる. 定数を除外するには,

(Ea) $( \sum_{j=1}^{n}\xi_{j}\partial_{\xi_{j}}-1)u=0$

もこの微分方程式系に付け加える必要がある. $(E)+$ (Ea) を $P=(P_{1}, P_{2}, \ldots, P_{n})$ を使って表したものが一
意化方程式系 (Su) にあたるものになる. 実際に書き下すことは大変である.
ユニタリ鏡映群の場合にも実鏡映群と同じような議論を展開することが可能であるが, 一部の議論が統

一的に扱えない. もっとも重要な違いは, 判別式の零点として定義される超曲面が斎藤自由因子になること
の証明である. 実鏡映群のときには定義より 2次の不変式が存在することがわかるので, それを使って対
数的ベクトル場を構成することができた. しかし, ユニタリ鏡映群の場合には 2次の不変式が存在しない
ので, この議論は適用できない. 次節で議論する階数 3のユニタリ鏡映群の場合には個別に対数的ベクト
ル場を構成することによって, この障害を乗り越えることは $D\int$能である. また, 階数 3の場合のユニタリ
鏡映群の場合には, 本質的には $(E)+(Ea)$ にあたるものを原岡-加藤 [14] が求めている.

注意 5.1. 最近, 石部正氏から教えていただいたが, Bessis-Michel [5] は階数 5までの既約なユニタリ鏡映
群の判別式に沿っての対数的ベクトル場を決定している.

\S 6. 階数 3の既約な鏡映群
ここでは, 階数 3の既約な鏡映群について基本的な事栢を復習する. 主要な文献としては Shephard-Todd

[27] をあげておく.
こので扱うのは, $A_{3},$ $B_{3},$ $H_{3}$ 型実鏡映群と [27] で No24,$No.25,No.26,No.27$ と番号のついたユニタリ鏡

映群である. $H_{3}$ 型実鏡映群は [27] では No 23になっている. $G$ をこれらの群のいずれかとする. 断りなく
前節の記号を使う. (ユニタリ鏡映群の場合も記号を同じように使うことにする. ) このとき t $P_{1},$ $P_{2},$ $P_{3}$ を
代数的に独立な $G$-不変斉次多項式として, $k_{j}=\deg_{\xi}(P_{j})$ とする. $k_{1}\leq k_{2}\leq k_{3}$ としてよい. $(k_{1}, k_{2}, k_{3})$

を最大公約数で割ったものを $(k_{1}’, k_{2}’, k_{3}’)$ とする. 後の都合もあり, $P_{1},$ $P_{2},$ $P_{3}$ をそれぞれ $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ で表す
ことにする. $G$ の判別式を $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ で表した多項式を $F_{G}(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ と書くことにする.

A3, $B_{3},$ $H_{3}$ の $i8\square <,$ $G-*ae$式 $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ を $\perp\mp\cdot\langle$ と $*\iota tf,$ $F_{W(A_{3})},$ $F_{W(B_{3})},$ $F_{W(H_{3})}h$そ $*\iota$ぞれ定$gg_{2.3}$

$^{}.$ある $F_{A,1},$ $F_{B,1},$ $F_{H,1}\}^{-}.ft$る. No.25, No $6$ の $\text{場_{}D}^{A}\}^{}.$ も $G-*ae$式 $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}k$ 上 $-\mp\cdot\langle$ と $*l\mathfrak{l}f,$ それぞ $*t$

$F_{A,1},$ $F_{B,1}$ になる.

group order $k_{1},$ $k_{2},$ $k_{3}$ degree $(k_{1}’, k_{2}’, k_{3}’)$

\S 7. 階数 3の既約ユニタリ鏡映群の場合の一意化方程式系
この節では 3次元空間に作用するユニタリ鏡映群の判別武が定める斎藤自由因子に対する一意{ 行程式

系を構成する. 7,8年前にロシア人数学者 AAleksandrov教授と偶然交流する機会があり, 彼に刺激されて
斎藤自由因子に付随する積分可能接続の構成に関心をもった. しかしながら, その計算には数十の変数の
1次式, 2次式からなる連立方程式を解く必要があり, 現実的でなくそのままにしていた. ところが, 昨年
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(2008年) 春, 琉球大学の加藤満生氏が [14] の結果を説明してくれた. はじめはその内容と斎藤自由因子に
付随する積分可能接続との関連を認識していなかったのだが, 少し考えてみて, 重要な関連がわかった. ま
ず, 階数 3のユニタリ鏡映群の判別武の零点集合が斎藤自由因子になることに気づいた. このこと白体は筆
者の認識不足の側面もある. ところで, 数年前にアーノルドの意味での例外的特異点の 14族の中の 8種類
に関連する斎藤白由因子を相当数構成していた ([26] 参照). ユニタリ鏡映群 $G_{336},$ $G_{2160}$ の判別式はその
ときに分類していた斎藤自由因子族に含まれてぃた. そして, 原岡-加藤 [14] の結果がら, 階数 3のユニタ
リ鏡映群 $W(A_{3}),$ $W(B_{3}),$ $W(H_{3}),$ $G_{336},$ $G_{2160}$ の判別式に付随する積分 $\mathfrak{o}$J 能接続に封応する一意化方程式
系で, モノドロミー群が有限になる場合にその一意化方程式系を構成できたことになる. このような経緯
があって, 一意化方程式の構成を本格的に取り組むことにした. この節では, $W(A_{3})$ の判別式に付随する
一意化方程式系は斎 1[20] で扱ゎれてぃる. このでは主にユニタリ鏡映群 $W(B_{3}),$ $W(H_{3}),$ $G_{336},$ $G_{2160}$ の
判別式に付随する一意化方程武系を示し, 特別な場合にそれの解の構或につぃて議論する. 解の構或は難
しく今後の問題として残される.

\S 71. $A_{3}$ 型実鏡映群の判別式の場合
この場合には, 斎藤 [19] が詳しく調べている ([22] においても言及している). このノートの原型ともい

える.

\S 72. $B_{3}$ 型実鏡映群の判別式とユニタリ鏡映群 $G_{1296}$ の判別式の場合
この場合, 行列

$M=(\begin{array}{lll}x_{1} 2x_{2} 3x_{3}2x_{2} x_{1}x_{2}+3x_{3} 2x_{1}x_{3}3x_{3} 2x_{1}x_{3} x_{2}x_{3}\end{array})$

から議論をはじめる. $M$ の行列式は次の多項式ゐと (定数倍を除いて) 一致する.

$f_{0}=x_{3}(-x_{1}^{2}x_{2}^{2}+4x_{2}^{3}+4x_{1}^{3}x_{3}-1Sx_{1}x_{2}x_{3}+27x_{3}^{2})$

$fo$ は $W(B_{3})$ の判別式である.
$V_{0},$ $V_{1},$ $V_{2}$ を

${}^{t}(V_{0},$ $V_{1},$ $V_{2})=M^{t}(\partial_{x_{1}}, \partial_{x_{2}}, \partial_{X_{S}’})$

によって定義されるベクトル場とする. このとき,

$[V_{0}, V_{1}]=V_{1},$ $[V_{0}, V_{2}]=2V_{2},$ $[V_{1}, V_{2}]=-x_{3}V_{0}+x_{1}V_{2}$

$V_{0}f_{0}=9f_{0},$ $V_{1}f_{0}=4x_{1}f_{0},$ $V_{2}f_{0}=x_{2}f_{0}$

が成り立つ. 行列 $A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3}$ を次のように定める.

$A_{3}A_{2}A_{1}$ $===$ $\{\begin{array}{l}s_{0}o^{0} 1+s_{0}00 2+s_{0}00)-(-1+2k_{1}-s_{0})s_{0}x_{2} k_{1}x_{1}\end{array}$$-(-1+3k_{1}-2s_{0})s_{0}x_{3}0$ $01$ $(1+k_{1})x_{1}1+s_{0}0)$

$-(-2+3k_{10}-2s_{0})s_{0}x_{3}0$ $(1-3k_{1^{0}}+2s_{0})x_{3}0$ $(2k_{1}-s_{0})x_{2}k_{1}x_{1}1)$

$A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3}$ から定義できるベクトル値未知関数 $\tilde{u}={}^{t}(u,$ $V_{1}u,$ $V_{2}u)$ に村する次の微分方程式系を考える.

$(B_{\{eo,k_{1}\}})$ $V_{j}\vec{u}=A_{j+1}\vec{u}$ $(j=0,1,2)$

これは $f_{0}=0$ に沿った振れのない積分可能接続に関する一意化方程式系のひとつである.
実鏡映群 $W(B_{3})$ の場合, 標準表現空間の線形座標系を $t=(t_{1}, t_{2}, t_{3})$ とすれば,

$x_{1}$ $=t_{1}^{2}+t_{2}^{2}+t_{3}^{2}$

$x_{2}$ $=t_{1}^{2}t_{2}^{2}+t_{1}^{2}t_{3}^{2}+t_{2}^{2}t_{3}^{2}$

$x_{3}$ $=t_{1}^{2}t_{2}^{2}t_{3}^{2}$
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としてよい. $t_{1},$ $t_{2},$ $t_{3}$ は $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ の多価関数とみなせる. このとき, $t_{1},$ $t_{2},$ $t_{3}$ の満たす微分方程武系は
$s o=k_{1}=\frac{1}{2}$ の微 $i*/h\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}_{f}^{-\text{式_{}*}^{f}}\backslash (B_{\{1/2,1/2\}})$ になる.
他 b, ユニタリ鏡映@f $G_{1296}$ の $\text{場_{}D}^{A}$ , 標準表現空間の線形座標系 $t=(t_{1}, t_{2}, t_{3})$ を適当にとれば, 次で

定義される $t$ の多項式 $y_{1},$ $y_{2},$ $y_{3}$ を $G_{1296}$ 不変式環の生成元になる. (原岡-加藤 [14] にある生成系である. )

$y_{1}$ $=$ $t_{1}^{6}$ – $10b_{1}^{3}t_{2}^{3}+b_{2}^{6}$ – $10t_{1}^{3}t_{3}^{3}-10t_{2}^{3}t_{3}^{3}+t_{3}^{6}$

$y_{2}$ $=$ $(t_{1}^{3}+t_{2}^{3}+t_{3}^{3})((t_{1}^{3}+t_{2}^{3}+t_{3}^{3})^{3}+216(t_{1}t_{2}t_{3})^{3})$

$y_{3}$ $=$ $((t_{1}^{3}-t_{2}^{3})(t_{2}^{3}-t_{3}^{3})(t_{3}^{3}-t_{1}^{3}))^{2}$

$x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ を
$x_{1}=y_{1},$ $x_{2}=(y_{1}^{2}-y_{2})/3,$ $x_{3}=16y_{3}$ ,

によって定義すれば, $G_{1296}$ の判別式は定数倍を除いてんに一致する. さらに, $t_{1},$ $t_{2},$ $t_{3}$ は $x_{1},x_{2},$ $x_{3}$ の多
価関数とみなせる. このとき, $t_{1},$ $t_{2},$ $t_{3}$ の満たす微分方程式系は $s_{0}=1/6,$ $k_{1}=1/3$ の場合の微分方程式系
$(B_{\{1/6,1/3\}})$ になる.
微分方程式系 $(B_{\{\epsilon_{0},k_{1}\}})$ の解を求めることはまだできていない. そこで, $x_{1}=0$ に方程式を制限してみ

る. すると解として

$3F_{2}(- \frac{s_{0}}{6},$ $\frac{2-s_{0}}{6},$ $\frac{4-s_{0}}{6}\frac{1}{2},$ $\frac{s_{0}-2k_{1}+2}{2};-\frac{27x_{3}^{2}}{4x_{2}^{3}})$

を得る. $sF_{2}$ は一般超幾何関数である. 同じようにして, 超曲面 $4x_{2}-x_{1}^{2}=0$ と超平面 $x_{2}=0$ に制限する
ことも考える. まず, $4x_{2}-x_{1}^{2}=0$ に制限すると解が

$3F2( \frac{2-s_{0}}{3},$ $\frac{1-s_{0}}{3},$ $- \frac{s_{0}}{3};-s_{0}+k_{1}+\frac{1}{2},$ $s_{0}-2k_{1}+1; \frac{54x_{3}}{x_{1}^{3}})$

である常微分方程式が得られる. また $x_{2}=0$ に制限すると, 解が

$3F2( \frac{-s_{0}+2}{3}\cdot\frac{-s_{0}+1}{3},$ $- \frac{s_{0}}{3};\frac{2-k_{1}}{2},$ $\frac{3-k_{1}}{2};-\frac{27x_{3}}{4x_{1}^{3}})$

である常微分方程式が得られる.
この意味は次のように解釈できる. $x_{1}=0$ の場合を説明する. $W(B_{3})$ との関係では, $x_{1}=t_{1}^{2}+t_{2}^{2}+t_{3}^{2}$

だから, $x_{1}=0$ は $t$ 空間の 2次曲面 $t_{1}^{2}+t_{2}^{2}+t_{3}^{2}=0$ を表す. これを射影化すれば, $P^{2}$ の 2次曲面になる.
方では, 一般超幾何関数 $3F_{2}(a_{1)}a_{2}, a_{3}, b_{1}, b_{2};x)$ の満たす微分方程式には 3個の独立解が存在する. それを

$\varphi_{1}Ba\text{ら^{}\varphi}1_{\varphi_{1}}^{\varphi}i_{\varphi_{2}}^{\text{と}}\ovalbox{\tt\small REJECT})\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{る_{}}^{}}^{hr_{f}^{Q}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x_{1}=}^{(B_{\{\epsilon_{0}}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{3}^{\text{トロ}}2$

て定
$\simrightarrow+2|\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{へ}}^{(\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

みが定義できたことになる. G1296の場合には, $P^{2}$ の 6次曲線 $t_{1}^{6}-10t_{1}^{3}t_{2}^{3}+t_{2}^{6}-10t_{1}^{3}t_{3}^{3}-10t_{2}^{3}t_{3}^{3}+t_{3}^{6}=0$

から $P^{2}$ への埋め込みをあたえたことになる.

\S 73. $H_{3}$ 型実鏡映群の判別式の場合
この群は Shephard-Todd [27] では No 23である.
はじめに

$P(t)=t^{6}+y_{1}t^{5}+y_{2}t^{3}+y_{3}t+ \frac{1}{20}y_{2}^{2}-\frac{1}{4}y_{1}y_{3}$

で定義される $t$ の 6次武 $P(t)$ の判別式を計算する. 結果は次で定義される多項式 $g_{0}$ の平方 $g_{0}^{2}$ になる.

$g_{0}=125y_{1}^{3}y_{2}^{4}+864y_{2}^{5}-1250y_{1}^{4}y_{2}^{2}y_{3}-9000y_{1}y_{2}^{3}y_{3}+3125y_{1}^{5}y_{3}^{2}+25000y_{1}^{2}y_{2}y_{3}^{2}+50000y_{3}^{3}$

$P(t)$ は本質的にはクラインの著書 (「正 20面体と 5次方程式」 ) $\}$こある. もともとはヤコビが導入したよ
うである. 係数 $(y_{1}, y_{2}, y_{3})$ を関係式

$\{\begin{array}{l}y_{1} = -4x_{1}y_{2} = 10x_{1}^{3}-25x_{2}y_{3} = -4x_{1}^{5}+50x_{1}^{2}x_{2}-50x_{3}\end{array}$

で定めるように $(x_{1}, x_{2},x_{3})$ に変換すると, 行列

$M=(3x_{2}5x_{3}x_{1}$ $7x_{1}x_{2}^{2}+2x_{1}^{4}x_{2}2x_{3}+2x_{1}^{2}x_{2}3x_{2}$ $\frac{1}{2}(15x_{2}^{3}+4x_{1}^{4}x_{3}+18x_{1}^{3}x_{2}^{2})7x_{1}x_{2}^{2}+2x_{1}^{4}x_{2}5x_{3})$
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の行列式は (定数倍を除いて)90と一致する. この行列 $M$ は矢野関口 [31] において得られている. いうま
でもなく, $90$ は $W(H_{3})$ の判別式であり, \S 2で与えられた $F_{H,1}$ と一致する. $(x,$ $y,$ $z$ をそれぞれ $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$

に置き挨える必要があるが ) $F_{H,1}(x)=0$ で定まる $C^{3}$ の斎藤自由因子に沿って封数囚なベクトル場を構
或できる. それらは

$(\begin{array}{l}V_{0}V_{1}V_{2}\end{array})=M(\begin{array}{l}\partial_{x_{1}}\partial_{x_{2}}\partial_{x\underline{l}}\end{array})$

である. (前節の記号では $V^{1},$ $V^{2},$ $V^{3}$ であるべきだが, 記号を少し変えてある. ) 当面の間 t $f_{0}=F_{H,1}$ と
おく. 簡単に

$[V_{0}, V_{1}]=2V_{1},$ $[V_{0}, V_{2}]=4V_{2},$ $[V_{1}, V_{2}]=(4x_{1}^{3}x_{2}+2x_{2}^{2})V_{0}+4x_{1}x_{2}V_{1}$

がわかり, また
$V_{0}f_{0}=15f_{0},$ $V_{1}f_{0}=2x_{1}^{2}f_{0},$ $V_{2}f_{0}=2x1(2x_{1}^{3}+5x_{2})f_{0}$

は直接計算によって確かめられる.
この場合にひとつの一意化方程式を与える.

$A1=\{\{s0,0_{*}0\}, \{0,2+s0,0\}, \{0,0,4+s0\}\}$ ;
$A2=\{\{0, 1, 0\}$ ,

$\{2/225*xl*((-4+5*r2-2*s0)*(2+20*r2+s0)*xl^{\wedge}3+15*(12-55*r2+50*r2^{\wedge}2+6*s0-$
$5*r2*s0)*x2),$ $1/15*(8+5*r2\dagger 4*sO)*xl^{-}2,$ $r2\}$ ,

$\{(4*(-4+5*r2-2*s0)*(8+5*r2+4*s0)*xl^{\wedge}6+20*(arrow 16-200*r2+275*r2^{\wedge}2+164*s0-10*r2*s0-$

$4*s0^{\wedge}2)*x1^{-}3*x2+225*(-20*r2+25*r2^{\wedge}2+8*s0)*x2^{\wedge}2-600*(-4+5*r2-2*s0)*xl*x3)/900$,
$1/15*xl*((8+5*r2+4*s0)*xl^{\wedge}3+10*(8+5*r2+s0)*x2),$ $1/15*(4-5*r2+2*s0)*xl^{\wedge}2\}\}$ ;

$A3=\{\{0,0, 1\}$ ,
$\{(4*(-4+5*r2-2*s0)*(8+5*r2+4*s0)*xl^{-}6+20*(-16-200*r2+275*r2^{\wedge}2-16*s0-10*r2*s0-$
$4*s0^{\wedge}2)*x1^{arrow}3*x2+1125*r2*(-4+5*r2)*x2^{\wedge}2-600*(-4+5*r2-2*s0)*xl*x3)/900$ ,
$1/15*xl*((8+5*r2+4*s0)*xl^{-}3+10*(2+5*r2+s0)*x2),$ $1/15*(4-5*r2+2*s0)*xl^{\wedge}2\}$ ,

$\{(4*(-4+5*r2-2*s0)*(8+5*r2+4*s0)*xl^{\wedge}8+20*(-4+5*r2-2*s0)*(-1+5*r2+4*s0)*x1^{-}5*x2+$
$25*(-104-130*r2+325*r2^{\wedge}2+40*s0+25*r2*s0-8*s0^{arrow}2)*x1^{-}2*x2^{\wedge}2-300*(-4+5*r2-8*s0)*$

$x1^{\wedge}3*x3-750*(-4+5*r2-2*s0)*x2*x3)/450,1/4*(4+5*r2)*x2*(4*xl^{-}3+5*x2)$ ,
$1/15*xl*(-(-16+5*r2-S*s0)*xl^{-}3-10*(-4+5*r2-2*s0)*x2)\}\}$ ;

とおいたとき, $\vec{w}={}^{t}(w_{1},$ $w_{2},$ $w_{3})$ に対する微分方程式系

$(H_{\{so,r_{2}\}})$ $V_{j}\overline{u}=A_{j+1}\tilde{u}(j=0,1,2)$

は一意化方程式になる. パラメータは $s_{0},$ $r_{2}$ である. 定義より, $w_{2}=$ Viwi, $W_{3}=V_{2}w_{1}$ である. $u=$
$f_{0}^{-(s_{0}+2)/15}w_{1}$ として, $(H_{\{s_{0},r_{2}\})}$ を $\vec{u}={}^{t}(u_{1\}u_{2},$ $u_{3})={}^{t}(u,$ $V_{1}u,$ $V_{2}u)$ にっ $Aa$ての微分方 f呈武系にすると,
$(H_{\{-2,r_{2}\}})$ が得られる.

$(H_{\{-2,1\}})$ はモノドロミー群が $W(H_{3})$ になる微分方程式系である. 本質的には原岡-加藤 [14] によって
求められている. こ相 $h$ \S 5で議論してぃた場合でもある.

$r_{2}=0$ の
$|^{II}Jae_{g_{D}^{-2,r2}}h(H\infty_{1_{\llcorner}^{}}$

は
の $\beta*g,J$める $$ とてあ

$\text{る_{}\frac{B1^{\backslash }}{\Leftrightarrow---\wedge}},B\}f_{X}$

り
$(H\{,)|hi\mathfrak{F}$を

$\not\in^{\theta}\supset.$

い
$\mathfrak{B}\dot{x}*\iota \text{ば^{し}}$

微
$ii\prime b.\ovalbox{\tt\small REJECT}=B;$

て
$\text{あ_{}D}$
る
系

(H) $\{\begin{array}{l}V_{0}u=-2uV_{1}u=0\{V_{2}^{2}+4x_{1}^{2}(3x_{2}^{2}+2x_{1}x_{3})\}u=0\end{array}$

を $\#_{J}$える $.uB^{1_{\llcorner}^{\backslash }}$ の微
$.$

分
$E\ovalbox{\tt\small REJECT}^{u}f^{-*\text{系_{}\grave{I}\text{しめ}1^{^{\backslash }}.\not\in\wedge \text{し}\gamma_{-\text{多}\downarrow F3P(t)k\text{使_{}2}f.-\dagger}^{\vec{u}={}^{t}(u,V_{1}u,V_{2}|h(H}}^{\text{の解てあ}*\iota lf.\text{の}\mathfrak{g}*t}}f^{\tau}(H)$の解の
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成 $|^{arrow}.\supsetA\backslash$て $lh,.\S_{\theta i\text{て}\cdot \text{表せる}f^{i}\text{ろ}}^{-2,0\})t^{}\cdot.x\text{る_{}\dot{2}}}$
.
と予想してぃ

る. 具体的には, 適当な道 $C$ に沿った定積分

$\int_{C}P(t)^{-1/2}dt$

が (H) の解になるだろうということである.
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この予想を支持する計算結果を与える. (H) を超平面 $x_{1}=0$ に制限すると, $x_{3}$ についての微分方程式

$(\partial_{x_{J}}^{2}$. $+ \frac{60x_{3}^{2}}{27x_{2}^{5}+20x_{3}^{3}}\partial_{x_{3}}+\frac{64x_{3}}{5(27x_{2}^{5}+20x_{3}^{3})}I^{u}=0$

を得る. 簡単な計算によって

$\frac{1}{x_{2}}F(\frac{2}{15},$ $\frac{8}{15},$ $\frac{2}{3};-\frac{20x_{3}^{3}}{27x_{2}^{5}}I$

はこの微分方程式の解になる. 他方,

$Q(t)=t^{6}-25x_{2}t^{3}-50x_{3}t+ \frac{125}{4}x_{2}^{2}$

とおく. これは $P(t)$ を $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ の多項式とみて, $P(t)|_{x_{1}=0}$ とすることで得られる. すると直接計算に
よって,

$(\partial$

$=$ $\partial_{t}\{$

$x_{3}2 \frac{5(x_{2}^{3}t_{2}^{3}+\frac{60x_{3}^{2}}{2x_{2}x_{3}t^{4}-127x_{2}^{5}+20x_{3}^{3}}\partial_{xs}+\frac{64x_{3}}{5(27x^{5}+20x_{3}^{3})40x_{3}^{2}t^{*}-210x2^{+20x_{3}^{3})}5}1_{x_{3}t+225x_{2}^{4})}^{Q(t)^{-1/2}}}{2(27x}Q(t)^{-3/2}$

$+ \frac{18x_{2}t^{3}-160x_{3}t-225x_{2}^{2}}{25(27x_{2}^{5}+20x_{3}^{3})}Q(t)^{-1/2}\}$

がわかる. 結果として, 適当な道 $C$ をとれば, 定数倍を除いて

$\frac{1}{x_{2}}F((\frac{2}{15},$ $\frac{8}{15},$ $\frac{2}{3};-\frac{20x_{3}^{3}}{27x_{2}^{5}})=\int_{C}\frac{dt}{(t^{6}-25x_{2}t^{3}-50x_{3}t+\frac{125}{4}x_{2}^{2})^{1/2}}$

が成り立つことはもっともらしい. 同じようにして, (H) を超曲面 $x_{2}= \frac{2}{5}x_{1}^{3}$ に制限することで, 微分方程式

$( \partial_{x_{3}}^{2}+\frac{50(8x_{1}^{\text{\’{o}}}+25x_{3})}{(8x_{1}^{5}-25x_{3})(24x_{1}^{5}+25x_{3})}\partial_{x_{3}}-\frac{750(4x_{1}^{5}-5x_{3})}{(8x_{1}^{5}-25x_{3})^{2}(24x_{1}^{5}+25x_{3})})u=0$

を得る. $\eta$ を $\eta=\frac{8x_{1}^{6}-25x_{3}}{32x_{1}^{5}}$ のよ $\circ$て定義すれば, $F( \frac{8}{15},$ $\frac{2}{15};\frac{2}{3};\eta)$ がこの微分方程武の解}こなることがわ

かる. したがって, この場合にも適当な道 $C$ をとれば

$F( \frac{8}{15},$ $\frac{2}{15};\frac{2}{3};\eta)=\int_{C}\frac{dt}{(P(t)|_{x_{2}arrow 2x_{1}^{3}/5})^{1/2}}$

が成り立つことはもっともらしい.
実は $x\iota=0$ や $x_{2}= \frac{2}{5}x_{1}^{3}$ に制限することなく, $\{V_{2}^{2}+4x_{1}^{2}(3x_{2}^{2}+2x_{1}x_{3})\}P^{-1/2}=\partial_{t}R(t, x)$ の形の等式

が成り立つ. (H) の解が $P(t)$ を使った式の定積分表示をもとだろうという予想を立て, そのような多項式
を探して, それをクラインの著書に見出したのだが, このアイデアは, 斎藤 [19] にある. そこでは $A_{3}$ 型の
場合にこの小節と平行した議論が展開されている. 逆にみれば, ユニタリ鏡映群の場合の一意化方程式系,
あるいはより一般に斎藤自由因子に関する一意化方程武系の中で [19] の議論が適用できる場合があるかど
うかを調べることは, 一意化方程式系の解の構成を考える上で大変重要な問題であろうと思われる.

\S 74. ユニタリ鏡映群 $G_{336}$ の判別式の場合
G336はクラインの 4次曲線と関係する群である. この場合に一意化微分方程式系をあたえる.
まず次の 7次多項武からはじめる.

$P(t)$ $=$ $t^{7}- \frac{7}{2}(c_{1}-1)x_{1}t^{5}-\frac{7}{2}(c_{1}-1)x_{2}t^{4}-7(c_{1}+4)x_{1}^{2}t^{3}-14(c_{1}+2)x_{1}x_{2}t^{2}$

$+ \frac{7}{2}\{(3c_{1}-7)x_{1}^{3}-(c_{1}+5)x_{2}^{2}\}t+\frac{1}{2}(7c_{1}-131)x_{1}^{2}x_{2}+x_{3}$

$(c_{1}^{2}=-7)$

$P(t)$ の判別式は $f_{0}^{2}$ である. ただし, $f_{0}$ は次の式である.

$fo$ $=$ $204Sx_{1}^{9}x_{2}-22016x_{1}^{6}x_{2}^{3}+60032x_{1}^{3}x_{2}^{5}-1728x_{2}^{7}+256x_{1}^{7}x_{3}-1088x_{1}^{4}x_{2}^{2}x_{3}$

$-1008x_{1}x_{2}^{4}x_{3}+88x_{1}^{2}x_{2}x_{3}^{2}-x_{3}^{3}$
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$f_{0}$ はユニタリ鏡映群 $G_{336}$ の判別式である. $(P(t)$ はクライン全集第 II巻 406 ページに与えられているもの
と本質的に同じである. $f_{0}$ もクラインが求めている. )
ベクトル場 $V_{0},$ $V_{1},$ $V_{2}$ を

${}^{t}(V_{0},$ $V_{1},$ $V_{2})=M^{t}(\partial_{x_{1}}, \partial_{x_{2}}, \partial_{x_{3}})$

で定義する. ここで

$M=$ $(2x_{1}7x_{3}x_{2}^{2}$ $-56x_{1(2-}^{-\frac{3_{1}x}{X_{1}1\}x_{3}}213x_{2}^{2})$ $28(32x_{1}^{6}-40x_{1}^{3}x_{2}^{2}-84x_{2}^{4}+59x_{1}x_{2}x_{3})- \frac{4}{3}x_{1}(28x_{1}^{3}x_{2}-128x_{2}^{3}+3x_{1}x_{3})7x_{3})$

である. $V_{0},$ $V_{1},$ $V_{2}$ は $f_{0}=0$ に沿って対数的なベクトル場の生成系である. 次の関係式は簡単に示せる.

$[V_{0},$ $V_{1}]=4V_{1},$ $[V_{0}, V_{2}]=5V_{2},$ $[V_{1}, V_{2}]= \frac{7}{3}(-8x_{1}^{3}x_{2}+76x_{2}^{3}-5x_{1}x_{3})V0-616x_{1}x_{2}V_{1}-\frac{2}{3}x_{1}^{2}V_{2}$

$V_{0}f_{0}=21f_{0},$ $V_{1}f_{0}=- \frac{14}{3}x_{1}^{2}f_{0},$ $V_{2}f_{0}=3724x_{1}x_{2}f_{0}$

行列 $A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3}$ を次であたえる.

$A1=\{\{s0,0,0\}, \{0, sO+4,0\}, \{0_{*}0, sO+5\}\}_{l}$.
$A2=\{\{0, 1, 0\}$ ,

$\{1/162*xl*(4*(-1+c4-sO)*(S+c4+2*s0)*xl^{\wedge}3-3*(24+43*c4+5*c4^{\wedge}2+24*s0+19*c4*sO)*x2^{-}2)$ ,
$1/9*(-10+c4-4*s0)*xl2$ , $(c4*x2)/504\}$ ,

$\{-7/54*(8*(-152+37*c4+7*c4^{\wedge}2-172*s0-14*c4*s0-3S*s0^{\wedge}2)*x1^{\wedge}3*x2-$

$18*(8*c4+c4^{\wedge}2+76*s0)*x2^{\wedge}3+3*(S+c4+3S*sO)*x1*x3),$ $-14/3*(-20+5*c4-38*s0)*xl*x2$ ,
$-1/9*(8+c4+2*s0)*xl^{-}2\}\}$ ;

$A3=\{\{0,0, 1\}_{*}$

$\{-7/54*(8*(-152+37*c4+7*c4^{\wedge}2-190*s0-14*c4*s0-3S*sO^{\wedge}2)*x1^{\wedge}3*x2-$

$18*c4*(8+c4)*x2^{\wedge}3+3*(S+c4+S*s0)*xl*x3),$ $-14/3*(-152+5*c4-38*s0)*xl*x2$ ,
$-1/9*(2+c4+2*s0)*xl^{\wedge}2\}$ ,

$\{98/9*(48*(-24+5*c4+c4^{\wedge}2-36*s0-c4*s0)*xl^{\wedge}5+4*(-440+97*c4+19*c4^{\wedge}2-65S*sO-S9*c4*sO-$

$722*s0^{r}2)*x1^{\wedge}2*x2^{-}2+3*(S+c4+3S*sO)*x2*x3),$ $-1176*(-2+c4)*(2*xl^{\wedge}3-x2^{-}2)$ ,
$14/3*(190+5*c4+76*s0)*xl*x2\}\}$ ;

これらの行列から一意化方程式系を定義できる. 毎 $={}^{t}(w_{1},$ $w_{2},$ $w_{3})$ に対して微分方程式系

$(K_{\{\epsilon 0,c_{4}\}})$ $V_{j}\tilde{w}=A_{j+1}\vec{w}$ $(j=0,1,2)$

がひとつの一意化方程式系である. $s_{0},$ $c_{4}$ はパラメータである. 定義より, $w_{2}=V_{1},$ $w_{3}=V_{2}w_{1}$ が成り立つ.
$u=f_{0}^{-(so+1)/21}w_{1}$ として, $(K_{\{s0,c_{4}\}})$ を $\vec{u}={}^{t}(u,$ $V_{1}u,$ $V_{2}u)$ についての微分方程式にすると, $(K_{\{-1,c_{4}\}})$ が
得られる.

$(K_{\{-1,-9}\})h\yen$ ドロミー群が $G_{336}$ になる微分方程武系である. \S 73において言及したことだが, こ
の微分 $h\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\cong r\}fiK$質的には原岡-加藤 [14] によって求められている.
一方では, $(K_{\{-1,c_{4}\}})$ の解を構成することだが, $c_{4}=0$ ときは \S 73と同じく少し構造が簡単になる. $A_{j}$

に $s_{0}=-1,$ $c_{4}=0$ を代入すると次の $A_{j}^{(0)}$ が得られる :

$A_{0}^{(0)}=(\begin{array}{lll}-l 0 00 3 00 0 4\end{array})$ , $A_{1}^{(0)}=$ $( \frac{7}{3}(8x_{1}^{3}x_{2}-76x_{2}^{3}+5x_{1}x_{3})00$ $-84x_{1}x_{2}- \frac{2}{3}x_{1}^{2}1$ $- \frac{2}{3}x_{1}^{2}00)$ ,

$A_{2}^{(0)}=(\begin{array}{lll}0 0 l0 532x_{1}x_{2} 0l96(32x_{1}^{5}-1l2x_{1}^{2}x_{2}^{2}-5x_{2}x_{3}) 2352(2x_{1}^{3}-x_{2}^{2}) 532x_{1}x_{2}\end{array})$

このとき, $(K_{\{-1,0\}})$ は

$V_{j}(\begin{array}{l}uV_{1}uV_{2}u\end{array})=A_{j}^{(0)}(\begin{array}{l}uV_{1}uV_{2}u\end{array})$ $(j=0,1,2)$
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であたえられ, これは $V_{1}u=0$ であたえられる商をもつ. 実際, $V_{1}u=0$ とすれ}f, $(\begin{array}{l}uV_{2}u\end{array})\}$こ対する方

程式系は次のようになる.

(3) $\{\begin{array}{l}V_{0}[Matrix] = [Matrix][Matrix]V_{1}[Matrix] = [Matrix][Matrix]\text{巧} [Matrix] = [Matrix][Matrix]\end{array}$

$P(t)$ を導入した理由は次の予想であった. つまり, 道 $C$ を適当にとれば定積分で定義される $(x_{1}, x_{2}, x_{3})$

の関数

$\int_{C}P(t)^{-2/7}dt$

は (3) の解になるだろう. この根拠は前小節の議論である. しかしながら, この予想の形では成り立たない
ようである.
微分方程式系 (3) の制限を調べる.
(Rl) 超 $+\grave$

$j$面 $x_{1}=0$ への制限
この場合, (3) から

$( \partial_{x_{3}}^{2}+\frac{18x_{3}^{2}}{7(1728x_{2}^{7}+x_{3}^{3})}\partial_{xs}+\frac{10x_{3}}{49(1728x_{2}^{7}+x_{3}^{3})})u=0$

が得られる. これはガウスの超幾何微分方程式に還元される. ひとつの解は

$x_{2}^{-1/3}F( \frac{1}{21},$ $\frac{10}{21};\frac{2}{3};-\frac{x_{3}^{3}}{1728x_{2}^{7}})$

で表される.
(R2) 超平面 $x_{2}=0$ への制限
この場合, (3) から

$( \partial_{x}^{2_{3}}-\frac{256x_{1}^{7}+11x_{3}^{2}}{7x_{3}(256x_{1}^{7}-x_{3}^{2})}\partial_{x_{3}}+\frac{3}{49(-256x_{J}^{7}+x_{3}^{2})}I^{u}=0$

が得られる. ひとつの解は

$x_{1}^{-1/2}F( \frac{1}{14},$ $\frac{3}{14};\frac{3}{7};\frac{x_{3}^{2}}{256x_{1}^{7}})$

で表される.

$(K_{\{\epsilon_{O},c4\}})$ のモノドロミー群が $G_{336}$ になる場合に, $x_{1}=0$ や $x_{2}=0$ に制限したものを扱うと F. ク ラ
インの考察していたことと結びつきがでてくる. $G_{336}$ の標準表現空間の線形座標系 $t=(t_{1}, t_{2}, t_{3})$ を上手に
とれば, $x_{1}=t_{1}^{3}t_{2}+t_{2}^{3}t_{3}+t_{3}^{3}t_{1}^{}$. とれる. このとき, $x_{1}=0$ はクラインの 4次曲線 $t_{1}^{3}t_{2}+t_{2}^{3}t_{3}+t_{3}^{3}t_{1}=0$

になる. –JJでは, $(K_{\{s_{0},c_{4)}})$ を $x_{1}=0$ に制限して得られる微分方程武は一般超幾$| I1\int\}\mathfrak{B}u$ $3F2$ を解にもつ.
この議論は \S 72のときと $\mp’\uparrow\vec{\tau}$している. この一般超幾何関数は Halphan[13]とによって決
定されている. この一般超幾何関数を並べて写像を作れば, $P^{2}$ のクラインの 4次曲線 $t_{1}^{3}t_{2}+t_{2}^{3}t_{3}+t_{3}^{3}t_{1}=0$

から $P^{2}$ への埋め込み写像を構成できる. この写像はクラインの 4次曲線 $t_{1}^{3}t_{2}+t_{2}^{3}t_{3}+t_{3}^{3}t_{1}=0$ の一意化
をあたえている. $x_{2}=0$ のときも同じようにして, 一般超幾何関数をつかって, $P^{2}$ の 6次曲線から $P^{2}$ へ

の埋め込み写像を構成できる.

注意 741. $G_{336}$ の判別式と関連した話題をいくつか挙げておく.

$P(t)=t^{7}+x_{1}t^{5}+ \frac{25}{28}x_{1}^{2}t^{3}+x_{2}t^{4}+\frac{5}{7}x_{1}x_{2}t^{2}+\frac{4}{7}x_{2}^{2}t+x_{3}$
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とおく. 多項武 $P(t)$ の判別式は $f_{K5}^{2}$ の形になる. ただし, $f_{K5}$ は次式で定められた $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ の多項式で
ある.

$f_{K5}$ $=$ $-80000x_{1}^{6}x_{2}^{3}-2367792x_{1}^{3}x_{2}^{5}-35271936x_{2}^{7}+525000x_{1}^{7}x_{3}+15820875x_{1}^{4}x_{2}^{2}x_{3}$

$+336063168x_{1}x_{2}^{4}x_{3}-635304600x_{1}^{2}x_{2}x_{3}^{2}+2490394032x_{3}^{3}$

$f_{K5}$ も斎藤自由因子になる.
$G_{336}$ の判別式も $f_{K5}$ も, 変数 $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ に重み 2, 3, 7をあたえて次数を 21とした重みつき斉次多贋式で

あり, しかも斎藤自由因子を定義する. 一般に, 変数 $x_{1},$ $x_{2)}x_{3}$ に重み 2, 3, 7をつけ, $x_{1}=0$ のときに (定数
倍の座標変換を除いて) $x_{2}^{7}+x_{3}^{3}$ となる多項式でその零点集合が定める超曲面が斎藤自由因子になるものは 8
種類あり, それらは b-のものである. $G_{336}$ の判別式は重みつき座標変換によって $kn6$ になる. $kn1,$

$\ldots,$
$kn7$

は係数が実数だが, $kn8$ の場合だけは複素数である. $kn6$ のときには対応する一意化方程式系が存在する
が, その他では $kn2$ のときにも対応する一意化方程式系を構成できた. 他の場合には一意化方程式系は存
在しない. $f_{KS}$ は座標変換によって $f_{kn5}$ に移る. ここで, 一意化方程式系が存在することは, 振じれのの
ない積分可能な接続で条件 (D3) を満たすものが存在するという意味で使用したことに注意しておく.

knl $=$ xl $-6*x2^{\wedge}3/32+3*x1^{\wedge}3*x2^{\wedge}5/2S+3*x2^{-}7/49-3/16*x1^{\wedge}4*x2^{\wedge}2*x3-3/7*x1*x2^{*}4*x3+x3^{\wedge}3$;
kn2 $=-1/S64*x1^{\wedge}6*x2^{\wedge}3+5*x1^{-}3*x2^{\wedge}5/S4+3*x2^{\wedge}7/49-1/4S*x1^{rightarrow}4*x2^{\wedge}2*x3-3/7*x1*x2^{*}4*x3+x3^{\wedge}3$;
kn3 $=x1^{\wedge}3*x2^{\wedge}5/21+3*x2^{\wedge}7/49-3/7*x1*x2^{-}4*x3+x3^{\wedge}3$ ,
kn4 $=3*x2^{\wedge}7/49-3/7*$xl $*x2^{\wedge}4*x3+x3^{\wedge}3$ ;
kn5 $=7S125*x1^{-}9*x2/200120949+44375*xl^{\wedge}6*x2^{\wedge}3/4S40416+107*x1^{\wedge}3*x2^{\wedge}5/1372+3*x2^{\wedge}7/49-$

$6250*x1^{\wedge}7*x3/3176523-1375*x1^{\alpha}4*x2^{\wedge}2*x3/16464-3/7*x1*x2^{\wedge}4*x3+x3^{\wedge}3$ ;
kn6 $=(64*x1^{\wedge}9*x2)/S23543+(2OS*x1^{\wedge}6*x2^{\wedge}3)/4537S9+(6S*x1^{\wedge}3*x2^{\wedge}5)/1029+(3*x2^{\wedge}7)/49+$

$(4S*x1^{\wedge}7*x3)/117649-(40*xl^{\wedge}4*x2^{\wedge}2*x3)/1029-(3/7)*xl*x2^{-}4*x3+x3^{\wedge}3$ ;
kn7 $=-44S*x1^{\wedge}9*x2/243+16*x1^{\wedge}6*x2^{-}3/9-4*x1^{\wedge}3*x2^{\wedge}5/7+3*x2^{\wedge}7/49-112*x1^{\wedge}7*x3/27+$

$8/3*x1^{\wedge}4*x2^{\wedge}2*x3-3/7*x1*x2^{\wedge}4*x3+x3^{-}3$ ;
kn8 $=-752*x1^{\wedge}9*x2/S23543-(2017*I*x1^{\wedge}9*x2)/(S23543*Sqrt[3])-397*x1^{\wedge}6*x2^{\wedge}3/33614+$

$(323*I*Sqrt[3]*x1^{-}6*x2^{-}3)/33614+39*x1^{\wedge}3*x2^{-}5/6S6+(9/6S6)*I*Sqrt[3]*x1^{r}3*x2^{\wedge}5+$

$3*x2^{\wedge}7/49+1763*x1^{\wedge}7*x3/23529S-(249*I*Sqrt[3]*x1^{\wedge}7*x3)/235298+3/6S6*x1^{-}4*x2^{-}2*x3-$

\S 75. ユニタリ鏡映群 $G_{2160}$ の場合
この場合, $t$ の 6次多項式

$P(t)=t^{6}+y_{1}t^{5}+y_{2}t^{4}+y_{3}t^{3}+y_{4}t^{2}+y_{5}t+y_{6}$

から出発する. 係数 $y_{j}(j=1,2, \ldots, 6)$ を次のような $x_{j}(j=1,2,3)$ の多項式になるようにする.

$yl=xl$
$y2=(5/16)*(9+sr)*x2_{*}$
$y3=(5/64)*(11+3*sr)*xl*x2$ ,
$y4=(5/512)*(37+45*sr)*x2^{\wedge}2$ ,
$y5=(61+5*sr)*(-64*xl^{\wedge}3*x2+373*x1*x2^{\wedge}2+15*sr*x1*x2^{\wedge}2+2*x3))/12288$ ,
$y6=(-279+145*sr)*(-512*xl^{\wedge}4*x2+2864*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+1425*x23+135*sr*x2^{\wedge}3+$

$16*xl*x3)/353S944$ ,

ただし, $sr^{2}=-15$ とする.
このとき, $P(t)$ の判別式は $f_{0}^{2}$ になる. ここで允は次の多項式である :

$fo$ $=$ $65536x_{1}^{11}x_{2}^{2}-1765376x_{1}^{9}x_{2}^{3}+17406016x_{1}^{7}x_{2}^{4}-73887360x_{1}^{5}x_{2}^{5}+107371008x_{1}^{3}x_{2}^{6}$

$+34338816x_{1}x_{2}^{7}-4096x_{1}^{s}x_{2}x_{3}+96640x_{1}^{6}x_{2}^{2}x_{3}-707952x_{1}^{4}x_{2}^{3}x_{3}+1622592x_{1}^{2}x_{2}^{4}x_{3}$

$+186624x_{2}^{5}x_{3}+64x_{1}^{5}x_{3}^{2}-15S4x_{1}^{3}x_{2}x_{3}^{2}+712Sx_{1}x_{2}^{2}x_{3}^{2}+9x_{3}^{3}$

119



多項式んはユニタリ鏡映群 $G_{2160}$ の判別式とみなせる. (この判別式は原岡-加藤 [14] からとった. ) とく
に, $f_{0}$ は次の行列の行列式に一致する.

ベクトル場 $V_{0},$ $V_{1}$ ,巧を次で定義する.

$(\begin{array}{l}V_{0}V_{1}V_{2}\end{array})=M(\begin{array}{l}\partial_{x_{1}}\partial_{x_{2}}\partial_{x_{3}}\end{array})$

すると, $V_{0},$ $V_{1}$ , Vろは $D$ : $f_{0}=0$ に沿って対数的ベクトル場のなすリー環の生成系になる. 直接計算によって

$[V_{0}, V_{1}]=3V_{J},$ $[V_{0}, V_{2}^{1}]=4V$

$[V_{1}, V_{2}]$ $=$ $\frac{1}{540}(3200x_{1}^{5}x_{2}-16412x_{1}^{3}x_{2}^{2}-18056x_{1}x_{2}^{3}-80x_{1}^{2}x_{3}-307x_{2}x_{3})V_{0}$

$- \frac{8}{135}(474x_{1}^{4}-4102x_{1}^{2}x_{2}+7209x_{2}^{2})V_{1}-\frac{1}{54}x_{1}(6x_{1}^{2}-73x_{2})V_{2}$

$V_{0}f_{0}=15f_{0}$ , $V_{1}f_{0}=- \frac{5}{108}x_{1}(8x_{1}^{2}-105x_{2})f_{0}$ , $V_{2}f_{0}= \frac{4}{27}(632x_{1}^{4}-4875x_{1}^{2}x_{2}+5346x_{2}^{2})f_{0}$

少し長いが行列 $A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3}$ を次であたえる. $(A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3}$ の計算には神戸大学の野呂正行教授にお世話
になった. )

$A1\cdot\{\{s0,0.0\}. \{0.3+s0.0\}, \{0.0,4+s0\}\}$ ;
$A2=\{\{0.1.0\}$ ,

$\{1/2099520*(320*(1+172S*hl-4*s0)*(3+S64*hl+s0)*xl^{-}6-$
$120*(47+5S752*hl-2S0*s0)*(3+S64*hl+s0)*xl^{\wedge}4*x2+36*(2115+2967S40*h1+$
$679311360*h1^{\wedge}2-15S70*s0-2515104*h1*s0-6125*s0^{\wedge}2)*x1^{-}2*x2^{\wedge}2-$

$3SSS*(15+30240*hl+7464960*hl^{\wedge}2-175*s0+2S512*h1*s0)*x2^{\wedge}3+45*(3+S64*h1-35*s0)*$
$xl*x3)$ . $-1/Sl0*xl*((55+4276S*hl+40*s0)*xl^{\wedge}2-3*(255+S3376*hl+175*s0)*x2)$ ,
$-1/6*hl*(xl^{-}2-6*x2)\}$ .

$\{1/656100*(-252S0*(1+172S*hl-4*s0)*(3+S64*hl+s0)*xl^{\wedge}7+120*(9S79+1645S336*h1+$
$3920596992*h1^{arrow}2-42907*s0-16232S32*h1*s0-17560*s0^{\wedge}2)*x1^{\wedge}5*x2-$

$36*(123660+210094560*hl+5025037S240*hl^{\wedge}2-72lS60*s0-210720096*hl*s0-$
$30S135*s0^{\wedge}2)*x1^{\wedge}3*x2^{\wedge}2+1944*(345+3546720*h1+992S396S0*h1^{-}2-14S15*s0+$

$625SS16*h1*s0-5775*s0^{\wedge}2)*x1*x2^{-}3-45*(147+42336*h1-1625*s0)*x1^{-}2*x3-$
$3645*(5+1440*hl+44*s0)*x2*x3)$ . $(4*(316*(-15+25704*hl+10*s0)*xl^{-}4-$
$3*(-16645+1530316S*hl+Sl25*s0)*xl^{\wedge}2*x2-2430*(56+1440*hl-11*s0)*x2^{\wedge}2))/2025$ .
$(xl*(2*(-S5+4276S*hl-20*s0)*xl^{\wedge}2-3*(-715+166752*h1-175*s0)*x2))/1620\}\}$ ;

$A3=\{\{0,0.1\}$ ,
$\{1/656100*(-252S0*(1+172S*hl-4*s0)*(3+S64*hl+s0)*xl^{\wedge}7+120*(9S79+1645S336*h1+$
$3920596992*h1^{\wedge}2-75307*s0-16232S32*h1*s0-17560*s0^{-}2)*x1^{\wedge}5*x2-36*(123660+$
$210094560*hl+5025037S240*hl^{-}2-1275765*s0-210720096*h1*s0-30S135*s0^{\wedge}2)*x1^{-}3*x2^{-}2+$
$1944*(345*3546720*hl+992S396S0*hl^{\wedge}2-3530*s0+625SS16*h1*s0-5775*s0^{\wedge}2)*x1*x2^{\wedge}3-$

$45*(147+42336*hl-37S5*s0)*xl^{-}2*x3-6075*(3+S64*h1-35*s0)*x2*x3),$ $4*(632*(15+$
$12S52*hl+5*s0)*xl^{\wedge}4-3*(24375+1530316S*h1+S125*s0)*x1^{\wedge}2*x2-2430*(-33+1440*h1-$
$11*s0)*x2^{\wedge}2)/2025,$ $xl*(2*(5+4276S*hl-20*s0)*xl^{\wedge}2-3*(15+166752*h1-$
$175*s0)*x2)/1620\},$ $\{1/S20125*(4*(1997120*(1+172S*h1-4*s0)*(3+S64*h1+s0)*x1^{\wedge}S-$
$120*(6S0901+124696SS64*hl+3026503S02SS*hl^{-}2-3612193*s0-142163596S*h1*s0-$
$1027000*s0^{\wedge}2)*x1^{-}6*x2+36*(6514065+14746523040*h1+370669602S160*h1^{\wedge}2-67397S05*s0-$
$17324S51104*h1*s0-16957205*s0^{\wedge}2)*x1^{\wedge}4*x2^{\wedge}2-972*(-235065+392096160*h1+$
$132420925440*h1^{\wedge}2-37123S5*s0+12S6S130SS*h1*s0-1072500*s0^{\wedge}2)*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}3+$
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$1574640*(5+1440*hl-11*s0)*(-5+S640*hl+33*s0)*x2^{\wedge}4+45*(4503+1296S64*h1-$
$144155*s0)*xl^{\wedge}3*x3+3645*(740+213120*h1+5S91*sO)*x1*x2*x3))$ ,
$-16*(4992S*(-25+6004S*hl)*xl^{\wedge}5-192*(-44Sl5+S47952S2*hl)*xl^{-}3*x2-$
$1620*(4469+1982880*h1)*x1*x2^{\wedge}2+180225*x3)/10125$ ,
$-S*(632*(-10+6426*h1-5*sO)*x1^{-}4-3*(-16250+76515S4*h1-S125*sO)*x1^{\wedge}2*x2-$
$2430*(22+720*hl+11*s0)*x2^{-}2)/2025\}\}$ ;

これらの行列から一意化方程式系を定義できる. $\tilde{w}={}^{t}(w_{1},$ $w_{2},$ $w_{3})$ に対して微分方程式系

$(V_{\{s0,h_{1}\}})$ $V_{j}w^{\prec}=A_{j+1}\vec{w}$ $(j=0,1,2)$

がひとつの一意化方程式系である. $s_{0},$ $h_{1}$ は媒介変数である.
$s_{0}=^{\underline{1}},$ $h_{1}=- \frac{19}{6184}$ のときには, この方程式系のモノドロミー群は $G_{2160}$ になる. この微分方程式は本

質的には鷲岡-加藤 [14] によ って求められている. L.Lachtin [17] はこの–意化方程武を $x_{1}=0$ に制限して
得られる常微分方程式は

$3F2( \frac{7}{30’}\frac{13}{30},$ $\frac{5}{6};\frac{3}{4},$ $\frac{5}{4};J)$

を解にもつことを示している.
$(V_{\{so,h_{1}\}})$ の定義より. $w_{2}=V_{1},$ $w_{3}=V_{2}w_{1}$ が成り立つ. $u=f_{0}^{-(so+3)/15}w_{1}$ として, $(V_{\{\epsilon\text{。},h_{1}\}})$ を

$u\neg={}^{t}(u,$ $V_{1}u,$ $V_{2}u)$ についての微分方程式にすると, $(V_{\{-3,h_{1}\}})$ が得られる.
$h_{1}=0$ のときには p $(V_{\{-3,h_{1}\}})$ は商を もつ. 実際,

(V)
$V_{1}u$ $=$ $\frac{1}{162}x_{1}(13x_{1}^{2}-162x_{2})u$

$V_{j}(\begin{array}{l}uV_{2}u\end{array})$ $=$ $B_{j+1}(\begin{array}{l}uV_{2}u\end{array})$ $(j=0,1,2)$

がそうである. ここで, $B_{j}(j=1,2,3)$ は次の行列である.

$B1=\{\{-3,0\}, \{0,1\}\}$ ;
$B2=\{\{1/162*xl*(13*xl^{\wedge}2-162*x2), 0\}$ ,

$\{1/43740*(-9S592*x1^{\wedge}7+1926304*x1^{\wedge}5*x2-10970316*x1^{-}3*x2^{\wedge}2+17754552*x1*x2^{\wedge}3-$

$15066*x1^{-}2*x3+30861*x2*x3),$ $-1/162*xl*(5*xl^{\wedge}2-57*x2)\}\}$ ;
$B3=\{\{0,1\}$ ,

$\{1/164025*(4*(6490640*x1^{\wedge}S-1S0214176*x1^{\wedge}6*x2+999OS4132*x1^{\wedge}4*x2^{\wedge}2-$

$71205S040*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}3-1244595456*x2^{\wedge}4+2995542*x1^{arrow}3*x3-665577*x1*x2*x3))$ ,
$-8/405*(632*x1^{\wedge}4-4875*x1^{\wedge}2*x2+5346*x2^{\wedge}2)\}\}$ ;

この小節のはじめにあたえた 6次多項式の係数 $y_{1},$
$\ldots,$

$y_{6}$ を $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ の式におきかえて得られる多項
式を $Q(t)$ としたとき, 方程式系 (V) と $Q(t)$ との関係だが, 適当な有理数 $r$ をとり, 適当な道 $C$ をとれば

$u(x_{1},x_{2},x_{3})= \int_{C}Q(t)^{r}dt$

の形の関数が (V) の解になるだろうと予想して, $Q(t)$ を求めた. 計算してみると, このままでは予想は成
り立たないようである. 何らかの修正が必要と思われる.

\S 8. 17種類の斎藤自由因子と一意化微分方程式
定理 23で求めた 17種類の多項式から定義できる斎藤自由因子に関する振れのない積分可能な接続が存

在するかどうかを調べ, 存在する場合にそれらをすべて分類することは興味深い問題である. この節では,
条件 (D3) を満たすそのような接続を決定したので, その結果を報告する. 条件 (D3) をつけないと分類が
煩雑になり, しかも応用上おもしろいのはこの条件をつけたものである.

定理 81. 17種類の多項武の中で, $x^{\iota}A1$応する斎藤自由因子が条件 (D3) を満たす擢れのない積分可能な
接続が存在する多項式は

$F_{A,1},$ $F_{B,1},$ $F_{B,2},$ $F_{B,3},$ $F_{B,4},$ $F_{B_{l}6},$ $F_{H,1},$ $F_{H,2},$ $F_{H,3}$
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である.

注意 82. $F$ を定理 23で求めた 17種類の多項式のひとつとする. このとき, $C^{3}$ における斎藤自由因
子 $D:F=0$ の補集合 $Z=C^{3}-D$ の基本群は斎藤-石部 [23] によって決定されている. その結果をみると,
$F=F_{B,5},$ $F_{B,7},$ $F_{H,4}$ , $F_{H,5}$ , $F_{H,6}$ , $F_{H,7}$ , $F_{H,S}$ の場合には, $\pi(Z, *)=Z$ に $f_{\sigma}t$ リ, 残りの場合には $\pi(Z, *)\neq Z$

となる. これから次のことが観察される. すなわち, $F$ を 17種類の多項式のひとつとして, XL$\iota$応する斎藤
自由因子が条件 (D3) を満たす捉れのない積分可能な接続が存在すれば, $\pi(Z, *)\neq Z$ が成り立つ. しかし,
逆は成り立たない. 実際, $F=F_{A,2}$ の場合には, $\pi(Z, *)\neq Z$ が成り立ち, しかも条件 (D3) を満たす捉れ
のない租分可能な接続は存在しない. $F=F_{A,2}$ の場合に擢れのない積分可能な接続は存在しないことは,
すでに Aleksandrov[3] において指摘されていた.

このノートの主要な結果は,

$F_{A,1},$ $F_{B,1},$ $F_{B,2},$ $F_{B,3},$ $F_{B,4},$ $F_{B,6},$ $F_{H,1},$ $F_{H,2},$ $F_{H,3}$

に場合に, 条件 (D3) を満たす振れのない積分町能な接続をすべて分類したことである. 少々長くなるがド
に行列の組 $A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3}$ をあたえた. もとになる多項式 $F_{A,1},$

$\ldots,$
$F_{H,S}$ と対応する行列 $M$ は \S 2で与えてあ

る. ( $x,$ $y,$ $z$ は xl, $x2$ ,x3}こ置き換えてある. )

$|/||/|/F_{-}\{A.1\}$ Case/. $/././././././|/|/|////\cdot/\cdot/|/\cdot/|/|/|////’////|/|/|/|//’/|/|/|/|/|/|//’/$

(I)

$A1=\{\{s0.0_{*}0\},\{0,1+s0.0\}.\{0.0_{*}2+s0\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1,0\},\{(-(1/6))*b3*(-2+2*b3+s0)*xl,0,b3\}$ ,

$\{(-(1/4))*(-b3*b3^{\wedge}2-2*s0)*x2, (-(1/6))*(2+b3-sO)*xl, 0\}\}$ ;
$A3\approx\{\{0,0.1\}.\{(-(1/4))*(-1+b3)*b3*x2. (-(1/6))*(-1*b3-sO)*xl.0\}.\{1/36*((-1-b3+2*b3^{arrow}2-$

$2*s0-b3*sO-sO^{\wedge}2)*x1^{\wedge}2+(-12+12*b3+24*s0)*x3).-1/4*(1+b3)*x2,1/6*(2+b3+2*s0)*xl\}\}$ ;
(II)

$A1=\{\{s0.0.0\}.\{0.1+s0.0\}.\{0,0.2+s0\}\}$ :
$A2\cdot\{\{0.1.O\}_{*}\{(-(1/6))*(S-2*b3+b3*sO)*xl.O_{*}b3\}.\{((2-2*b3+b3*sO)*x2)/(2*b3)$ .

$(-4-2*b3+b3*s0)*xl/(6*b3),0\}\}$ ;
$A3\cdot\{\{0.0.1\},\{-(-1+b3)*x2/b3, (-4+b3+b3*\epsilon 0)*xl/(6*b3),0\},$$\{-((4+4*b3-8*b3^{\wedge}2+4*b3*s0+$

$2*b3^{\wedge}2*sO+b3^{-}2*s0^{\wedge}2)*x1^{\wedge}2cdot(-144-4S*b3\neq 4S*b3^{\wedge}2-24*b3^{\wedge}2*sO)*x3)/(36*b32)$ ,
$-(1+b3)*x2/b3^{\wedge}2$ . $(2+b3+b3*s0)*xl/(3*b3)\}\}$ ,

/././. $F_{-}\{B_{*}1\}Ca\epsilon e/./.’/././././././.’/.’/./././././././././././././././././././/././,////.//$

(1)

$A1\approx\{\{p1,0,0\},\{0.1+p1,0\}.\{0,0,2+p1\}\}|$

$A2\cdot\{\{0,1.0\}.\{1/3*(-3*q4*r3*xl^{\wedge}2+3*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}2-2*r2*x2+p1*r2*x2+3*q4*r2*x2+2*r2^{\wedge}2*x2+6*r3*x2-$

$9*r2*r3*x2),q4*xl.r2\},$ $\{1/3*(r3*xl*x2+pl*r3*xl*x2-3*q4*r3*xl*x2-r2*r3*xl*x2+$
$3*r3^{-}2*x1*x2-3*p1*x3-6*r2*x3+9*q4*r2*x3+6*r2^{\wedge}2*x3+9*r3*x3-1S*r2*r3*x3)$ ,
$-1/3*(1+pl-3*q4-r2+3*r3)*x2,$ $(1+r3)*xl\}\}$ ;

$A3=\{\{0.0,1\}.\{(1/3)*(r3*x1*x2+p1*r3*x1*x2-3*q4*r3*x1*x2-r2*r3*x1*x2+3*r3^{\wedge}2*x1*x2-6*r2*x3+$

$9*q4*r2*x3+6*r2^{\wedge}2*x3+9*r3*x3-18*r2*r3*x3),$ $-1/3*(1+pl-3*q4-r2+3*r3)*x2,r3*xl\}$ ,
$\{1/9*(2*x2^{-}2+p1*x2^{\wedge}2-p1^{arrow}2*x2^{\wedge}2-9*q4*x2^{\wedge}2+9*q4^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-4*r2*x2^{-}2-p1*r2*x2^{-}2+9*q4*r2*x2^{\wedge}2+$

$2*r2^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+15*r3*x2^{\wedge}2+6*p1*r3*x2^{\wedge}2-36*q4*r3*x2^{-}2-15*r2*r3*x2^{-}2+27*r3^{-}2*x2^{-}2-6*x1*x3-$

$6*p1*x1*x3+27*q4*x1*x3-27*q4^{\wedge}2*x1*x3+6*r2*x1*x3-1S*q4*r2*x1*x3-27*r3*x1*x3+S1*q4*r3*x1*x3+$
$18*r2*r3*x1*x3-54*r3^{-}2*x1*x3)$ . $(-1*3*q4+2*r2-6*r3)*x3.-1/3*(-1+2*pl+r2-6*r3)*x2\}\}$ ;

(II)

$A1\approx\{\{p1_{*}0.0\},\{0,1+p1,0\},\{0,0,2+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0.1,0\},\{1/3*(-3*q4*r3*xl^{\wedge}2+3*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}2+2*q4*x2-2*q4^{-}2*x2+p1*r2*x2-q4*r2*x2+2*r3*x2+$

$S*q4*r3*x2-r2*r3*x2-S*r3^{\wedge}2*x2)_{*}q4*xl,r2\},\{-1/(3*r2)*(q4*r3*x1*x2-q4^{\wedge}2*r3*x1*x2-$
$p1*r2*r3*x1*x2+q4*r2*r3*x1*x2-2*r3^{-}2*x1*x2*4*q4*r3^{\wedge}2*x1*x2cdot r2*r3^{\wedge}2*x1*x2-4*r3^{-}3*x1*x2+$

$3*q4^{\wedge}2*x3-3*q4^{\wedge}3*x3+3*p1*r2*x3-3*q4*r2*x3-12*q4*r3*x3+1S*q4^{\wedge}2*r3*x3-3*r2*r3*x3+12*r3^{\wedge}2*x3-$

$36*q4*r3^{\wedge}2*x3+24*r3^{\wedge}3*x3),$ $(q4-q4^{r}2-p1*r2+q4*r2-2*r3+4*q4*r3+r2*r3-4*r3^{-}2)*x2/(3*r2)$ ,
$(1+r3)*xl\}\}_{1}$

$A3\cdot\{\{0,0,1\}.\{-((1/(3*r2))*(q4*r3*x1*x2-q4^{\wedge}2*r3*x1*x2-p1*r2*r3*x1*x2+q4*r2*r3*x1*x2-$
$2*r3^{-}2*x1*x2+4*q4*r3^{-}2*x1*x2+r2*r3^{-}2*x1*x2-4*r3^{\wedge}3*x1*x2+3*q4^{\wedge}2*x3-3*q4^{\wedge}3*x3-3*q4*r2*x3-$

$12*q4*r3*x3+1S*q4^{\wedge}2*r3*x3-3*r2*r3*x3+12*r3^{-}2*x3-36*q4*r3^{\wedge}2*x3+24*r3^{\wedge}3*x3))$ . $((q4-q4^{-}2-$

$p1*r2*q4*r2-2*r3+4*q4*r3+r2*r3-4*r3^{\wedge}2)*x2)/(3*r2),r3*xl\}.\{-((1/(9*r22))*(-2*q42*x2^{\wedge}2+$
$4*q4^{\wedge}3*x2^{\wedge}2-2*q4^{\wedge}4*x2^{\wedge}2+p1*q4*r2*x2^{\wedge}2-q4^{\wedge}2*r2*x2^{\wedge}2-p1*q4^{\wedge}2*r2*x2^{\wedge}2+q4^{\wedge}3*r2*x2^{\wedge}2*$
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$p1^{\wedge}2*r2^{\cdot}2*x2^{-}2-2*p1*q4*r2^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+q4^{\wedge}2*r2^{arrow}2*x2^{-}2+8*q4*r3*x2^{arrow}2-24*q4^{arrow}2*r3*x2^{-}2+$

$16*q4^{-}3*r3*x2^{-}2-2*p1*r2*r3*x2^{\cdot}2+q4*r2*r3*x2^{-}2+4*p1*q4*r2*r3*x2^{-}2-3*q4^{\wedge}2*r2*r3*x2^{\wedge}2-$

$2*p1*r2^{-}2*r3*x2^{\wedge}2+2*q4*r2^{arrow}2*r3*x2^{-}2-8*r3^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+48*q4*r3^{-}2*x2^{\wedge}2-48*q4^{\wedge}2*r3^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+$

$2*r2*r3^{-}2*x2^{\wedge}2-4*p1*r2*r3^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+r2^{\sim}2*r3^{-}2*x2^{-}2-32*r3^{\wedge}3*x2^{\wedge}2+64*q4*r3^{\wedge}3*x2^{\wedge}2+$

$4*r2*r3^{\wedge}3*x2^{s}2-32*r3^{\Lambda}4*x2^{-}2+9*q4^{-}2*x1*x3-18*q4^{\wedge}3*x1*x3+9*q4^{\wedge}4*x1*x3+3*q4*r2*x1*x3-$

$3*q4^{\sim}2*r2*x1*x3+6*p1*r2^{\wedge}2*x1*x3-6*q4*r2^{-}2*x1*x3-27*q4*r3*x1*x3+90*q4^{-}2*r3*x1*x3-$
$63*q4^{\alpha}3*r3*x1*x3+3*r2*r3*x1*x3+3*q4*r2*r3*x1*x3-6*r2^{\wedge}2*r3*x1*x3+18*r3^{\wedge}2*x1*x3-$

$144*q4*r3^{\wedge}2*x1*x3+162*q4^{-}2*r3^{\wedge}2*x1*x3+6*r2*r3^{arrow}2*x1*x3+72*r3^{\wedge}3*x1*x3-180*q4*r3^{-}3*x1*x3+$

$72*r3^{-}4*x1*x3))_{*}-(-1+q4-2*r3)*(q4-q4^{-}2+r2-2*r3+4*q4*r3-4*r3^{\wedge}2)*x3/r2^{\wedge}2$.
$-1/(3*r2)*((q4-q4^{\wedge}2+2*p1*r2-2*q4*r2-2*r3+4*q4*r3-2*r2*r3-4*r3^{\wedge}2)*x2)\}\}$ ;

(III)

$A1\Rightarrow\{\{p1,0.0\}.\{0,1+p1,0\}.\{0.0_{*}2*p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1,0\},\{(-(1/4))*q4*(q4*x1^{arrow}2-4*x2).q4*xl.0\},\{(1/12)*(2*q4*xl*x2+2*pl*q4*xl*x2-$

$3*q4^{\wedge}2*x1*x2-12*p1*x3+18*q4*x3),$ $(-(1/6))*(2+2*pl-3*q4)*x2,$ $(1/2)*(2+q4)*xl\}\}$ ;
$A3=\{\{0.0,1\}_{*}\{(1/12)*q4*(2*xl*x2+2*pl*xl*x2-3*q4*xl*x2+18*x3),$ $(-(1/6))*(2+2*pl-3*q4)*x2$ ,

$q4*xl/2\}.\{1/36*(8*x2^{-}2+4*p1*x2^{\wedge}2-4*p1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-6*q4*x2^{\wedge}2+12*p1*q4*x2^{\wedge}2-9*q4^{\wedge}2*x2^{-}2-$

$24*xl*x3-24*pl*xl*x3+36*q4*xl*x3-18*ql0*q4*xl*x3),ql0*x3.-1/3*(-1+2*pl-3*q4)*x2\}\}_{1}$
(IV)

$A1=\{\{p1.0.0\},\{0_{*}1+pl,0\},\{0,0,2+pl\}\}$ ;
$A2=\{\{0.1_{*}0\}_{*}\{(-(1/36))*(-1-q10+3*q4)*(x1^{\wedge}2\star q10*x1^{-}2*3*q4*x1^{-}2-12*x2).q4*xl.0\}$ .

$\{1/36*(-x1*x2-2*p1*x1*x2-2*p1*q10*x1*x2+q10^{\wedge}2*x1*x2+6*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-$
$9*q4^{-}2*x1*x2-18*x3-36*p1*x3-18*q10*x3+54*q4*x3),-1/6*(1+2*pl-ql0-3*q4)*x2$,
$-1/6*(-5+ql0-3*q4)*xl\}\}$ ;

$A3=\{\{0_{*}0,1\}_{*}\{(-(1/36))*(1+ql0-3*q4)*(xl*x2+2*pl*xl*x2-ql0*xl*x2-3*q4*xl*x2+18*x3)$ ,
$-1/6*(1+2*pl-ql0-3*q4)*x2.(-(1/6))*(1+ql0-3*q4)*xl\}$ ,

$\{1/36*(x2^{-}2-4*p1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-4*q10*x2^{-}2-4*p1*q10*x2^{\wedge}2+3*q10^{\wedge}2*x2^{\cdot}2+12*p1*q4*x2^{\wedge}2+$

$6*q10*q4*x2^{\wedge}2-9*q4^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-12*x1*x3-24*p1*x1*x3+6*q10*x1*x3-6*q10^{\wedge}2*x1*x3+36*q4*x1*x3-$

$18*ql0*q4*xl*x3),ql0*x3.(-(1/3))*(4)*x2\}\}$
(V)

$A1=\{\{\{p1_{\iota}0,0\},\{0.1+p1,0\},\{0_{*}0,2+p1\}\}_{1}$

$A2\cdot\{\{0.1,0\},\{rightarrow 1/4*(-1+q4)*(x1^{\wedge}2+q4*x1^{\wedge}2-4*x2),q4*xl,0\},\{1/2*(q5*xl*x2-q4*q5*xl*x2-2*x3-$

$4*pl*x3+6*q4*x3-6*q5*x3),q5*x2,$ $(1/2)*(1+q4)*xl\}\}$ ;
$A3=\{\{0,0,1\},\{1/2r(q5*xl*x2-q4*q5*xl*x2-2*x3-2*pl*x3+6*q4*x3-6*q5*x3),q5*x2.1/2*(-1+q4)*xl\}$ .

$\{1/8*(4*q11*x1^{\wedge}2*x2-4*q11*q4*x1^{\wedge}2*x2-16*q11*x2^{-}2\star 4*q5*x2^{\wedge}2+8*p1*q5*x2^{-}2-12*q4*q5*x2^{r}2+$

$16*q5^{-}2*x2^{\wedge}2-3*x1*x3-8*p1*x1*x3-4*p1^{\wedge}2*x1*x3+12*q11*x1*x3+9*q4*x1*x3+4*p1*q4*x1*x3-$
$4*p1^{-}2*q4*x1*x3+36*q11*q4*x1*x3+3*q4^{-}2*x1*x3+12*p1*q4^{-}2*x1*x3-9*q4^{\wedge}3*x1*x3-8*q5*x1*x3-$
$24*p1*q5*x1*x3+12*q4*q5*x1*x3-24*p1*q4*q5*x1*x3+36*q4^{\cdot}2*q5*x1*x3-36*q5^{\wedge}2*x1*x3-$
$36*q4*q5^{\cdot}2*xl*x3).1/4*(4*q11*x1*x2+3*x3\neq 8*p1*x3+4*p1^{\wedge}2*x3-36*q11*x3-12*q4*x3-$

$12*p1*q4*x3+9*q4^{-}2*x3+24*q5*x3+24*p1*q5*x3-36*q4*q5*x3+36*q5^{\wedge}2*x3)$ ,
$-1/2*(1+2*pl-3*q4+2*q5)*x2\}\}$ ,

(VI)

$A1\cdot\{\{p1,0_{*}0\},\{O. 1+p1,0\}.\{0.0.2+p1\}\}_{j}$

$A2=\{\{0.1,0\}_{r}\{-1/4*(-1+q4)*(x1^{\wedge}2+q4*x1^{\wedge}2arrow 4*x2),q4*xl,0\}.\{1/12*(xl*x2-2*pl*xl*x2+2*q4*xl*x2+$

$2*p1*q4*x1*x2-3*q4^{\wedge}2*x1*x2-1S*x3-12*p1*x3+18*q4*x3).-1/6*(-1+2*pl-3*q4)*x2,1/2*(1+q4)*xl\}\}$ ;
$A3=\{\{0,0,1\},\{1/12*(-1+q4)*(-xl*x2+2*pl*xl*x2-3*q4*xl*x2+18*x3),-1/6*(-1+2*pl-3*q4)*x2$,

$1/2*(-1+q4)*xl\},\{1/36*(4*x1^{-}2*x2-2*q10*x1^{-}2*x2-4*q4*x1^{\wedge}2*x2+2*q10*q4*x1^{\wedge}2*x2-11*x2^{\wedge}2-$

$8*p1*x2^{-}2-4*p1^{-}2*x2^{\wedge}2+8*q10*x2^{\wedge}2+12*q4*x2^{r}2\star 12*p1*q4*x2^{-}2-9*q4^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-12*x1*x3-24*p1*x1*x3-$

$6*ql0*xl*x3+36*q4*xl*x3-lS*ql0*q4*xl*x3).(1/9)*(2*xl*x2-ql0*xl*x2+9*ql0*x3)$ ,
$-1/3*(2+2*pl-3*q4)*x2\}\}$ ;

(VII)

$A1\prec\{P^{1,0.0\},\{0.1+}P^{1.0\},\{0.0,2+p1\}\}}$ ;
$A2\not\in\{\{0.1.0\}_{*}\{-1/4*(-2+q4)*(2*x1^{\wedge}2+q4*x1^{-}2-4*x2).q4*xl_{*}0\},\{1/12*(S*xl*x2-4*pl*xl*x2+2*q4*xl*x2+$

$2*p1*q4*x1*x2-3*q4^{\wedge}2*x1*x2-36*x3-12*p1*x3+18*q4*x3).-1/6*(-4+2*pl-3*q4)*x2.q4*xl/2\}\}$ ;
$A3=\{\{0.0,1\},\{1/12*(-2+q4)*(-4*xl*x2+2*pl*xl*x2-3*q4*xl*x2+lS*x3),-1/6*(-4+2*pl-3*q4)*x2$.

$1/2*(-2+q4)*xl\},\{1/10S*(-20*x1^{\cdot}4+4*q10*x1^{-}4+10*q4*x1^{\wedge}4-2*q10*q4*x1^{\wedge}4+120*x1^{\wedge}2*x2-$

$24*q10*x1^{-}2*x2-60*q4*x1^{\wedge}2*x2+12*q10*q4*x1^{\wedge}2*x2-72*x2^{\wedge}2-60*p1*x2^{\wedge}2-12*p1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+$

$48*q10*x2^{\wedge}2+90*q4*x2^{-}2+36*p1*q4*x2^{-}2-27*q4^{arrow}2*x2^{-}2-216*x1*x3-72*p1*x1*x3-36*q10*x1*x3+$
lOS $*$q4$*$xl $*$x3-54$*$q10$*$q4$*$xl $*$x3). $1/27*(-5*x1^{-}3+q10*x1^{-}3\star 30*x1*x2-6*q10*x1*x2+27*q10*x3)$ .
$-1/3*(5+2*pl-3*q4)*x2\}\}$ ,

(VIII)
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$A1\approx\{\{p1_{*}0_{*}0\}.\{0.1+p1,0\}, \{0,0.2\dagger p1\}\}$ ,
$A2\cdot\{\{O.1,0\}.\{1/9*(4*x1^{\wedge}2+2*q4*x1^{\wedge}2-2*q4^{\wedge}2*x1^{\wedge}2-4*r3*x1^{-}2-q4*r3*x1^{-}2+r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}2-12*x2+3*p1*r2*x2-$

$3*q4*r2*x2+18*r3*x2-3*r2*r3*x2).q4*xl.r2\}.\{-1/(27*r2)*(-4*xl^{\wedge}3+3*q4^{\wedge}2*x1^{\wedge}3-q4^{\wedge}3*x1^{\wedge}3+$

$6*r3*xl^{\wedge}3-9*q4*r3*x1^{\wedge}3+3*q4^{\wedge}2*r3*xl^{\wedge}3+6*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}3-4*r3^{\wedge}3*x1^{-}3+12*x1*x2+6*q4*x1*x2-$

$6*q4^{arrow}2*x1*x2-30*r3*x1*x2+24*q4*r3*x1*x2-9*p1*r2*r3*x1*x2+9*q4*r2*r3*x1*x2-24*r3^{\wedge}2*x1*x2+$
$9*r2*r3^{\wedge}2*x1*x2-54*q4*x3+27*p1*r2*x3-27*q4*r2*x3+1OS*r3*x3-27*r2*r3*x3)$ ,
$1/(9*r2)*(2*xl^{\wedge}2+q4*x1^{\wedge}2-q4^{\wedge}2*x1^{-}2-2*r3*x1^{r}2+4*q4*r3*x1^{\wedge}2-4*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}2-6*x2-3*pl*r2*x2+$

$3*q4*r2*x2+3*r2*r3*x2),$ $(1+r3)*xl\}\}$ ,
$A3=\{\{0,0.1\}.\{-1/(27*r2)*(-4*xl^{\wedge}3+3*q4^{-}2*x1^{\wedge}3-q4^{\wedge}3*x1^{\wedge}3+6*r3*x1^{arrow}3-9*q4*r3*x1^{-}3+3*q4^{\wedge}2*r3*x1^{\wedge}3+$

$6*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}3-4*r3^{-}3*x1^{arrow}3+12*x1*x2+6*q4*x1*x2-6*q4^{\wedge}2*x1*x2-30*r3*x1*x2+24*q4*r3*x1*x2-$

$9*p1*r2*r3*x1*x2+9*q4*r2*r3*x1*x2-24*r3^{\wedge}2*x1*x2+9*r2*r3^{r}2*x1*x2-54*q4*x3-27*q4*r2*x3+$
$108*r3*x3-27*r2*r3*x3),$ $1/(9*r2)*(2*xl^{\wedge}2+q4*x1^{\wedge}2-q4^{\wedge}2*x1^{\wedge}2-2*r3*x1^{\wedge}2*4*q4*r3*x1^{\wedge}2-$

$4*r3^{\wedge}2*x1^{-}2-6*x2-3*p1*r2*x2\neq 3*q4*r2*x2+3*r2*r3*x2).r3*xl\},$ $\{-1/(S1*r2^{-}2)*(4*x1^{\wedge}4+4*q4*x1^{\wedge}4-$

$3*q4^{-}2*x1^{-}4-2*q4^{-}3*x1^{arrow}4+q4^{-}4*x1^{-}4-14*r3*x1^{\wedge}4+3*q4*r3*x1^{\wedge}4+12*q4^{\wedge}2*r3*x1^{-}4-5*q4^{arrow}3*r3*x1^{\wedge}4+$

$6*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}4-24*q4*r3^{\wedge}2*x1^{-}4+6*q4^{\wedge}2*r3^{\wedge}2*x1^{-}4+16*r3^{\wedge}3*x1^{\wedge}4+4*q4*r3^{-}3*x1^{-}4-S*r3^{\wedge}4*x1^{-}4-$

$24*x1^{\wedge}2*x2-12*q4*x1^{\wedge}2*x2+12*q4^{\wedge}2*x1^{\wedge}2*x2+6*p1*r2*x12*x2-6*q4*r2*xl2*x2+$

$3*pl*q4*r2*xl^{\wedge}2*x2-3*q4^{\wedge}2*r2*x12*x2-3*p1*q4^{-}2*r2*x12*x2+3*q4^{\wedge}3*r2*x1^{-}2*x2+60*r3*x1^{\alpha}2*x2-$

$30*q4*r3*xl^{\wedge}2*x2-1S*q4^{\wedge}2*r3*x1^{\wedge}2*x2-6*r2*r3*x1^{-}2*x2-6*p1*r2*r3*x1^{r}2*x2+3*q4*r2*r3*x1^{\wedge}2*x2+$

$12*pl*q4*r2*r3*xl^{\wedge}2*x2-9*q4^{\wedge}2*r2*r3*x12*x2*12*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}2*x2+72*q4*r3^{\wedge}2*x1^{-}2*x2+$

$6*r2*r3^{-}2*x1^{\wedge}2*x2-12*p1*r2*r3^{r}2*x1^{\wedge}2*x2-72*r3^{\wedge}3*x1^{\wedge}2*x2+12*r2*r3^{\wedge}3*x1^{\wedge}2*x2+36*q4*x2^{r}2-$

$36*q4^{-}2*x2^{r}2-1S*p1*r2*x2^{\wedge}2+1S*q4*r2*x2^{\wedge}2+9*p1^{\wedge}2*r2^{-}2*x2^{-}2-1S*p1*q4*r2^{-}2*x2^{-}2+$

$9*q4^{-}2*r2^{-}2*x2^{-}2-72*r3*x2^{\wedge}2+144*q4*r3*x2^{\wedge}2+1S*r2*r3*x2^{-}2-1S*p1*r2^{-}2*r3*x2^{-}2+$

$1S*q4*r2^{\wedge}2*r3*x2^{\wedge}2-144*r3^{\wedge}2*x2^{-}2+9*r2^{\wedge}2*r3^{-}2*x2^{\wedge}2+1OS*x1*x3-1OS*q4*x1*x3+1OS*q4^{\wedge}2*x1*x3+$

$27*q4*r2*x1*x3-27*q4^{\wedge}2*r2*x1*x3+54*p1*r2^{-}2*x1*x3-54*q4*r2^{-}2*x1*x3+54*r3*x1*x3-$
$270*q4*r3*x1*x3+27*r2*r3*x1*x3+27*q4*r2*r3*x1*x3-54*r2^{arrow}2*r3*x1*x3+10S*r3^{\wedge}2*x1*x3+$
$54*r2*r3^{\wedge}2*x1*x3).-1/(27*r2^{-}2)*(2*x1^{-}3+3*q4*x1^{\wedge}3-q4^{-}3*x1^{-}3-6*r3*x1^{\wedge}3+6*q4^{\wedge}2*r3*x1^{-}3-$

$12*q4*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}3+S*r3^{\wedge}3*x1^{\wedge}3-12*x1*x2-6*q4*x1*x2+6*q4^{-}2*x1*x2+12*r3*x1*x2-24*q4*r3*x1*x2+$

$24*r3^{-}2*x1*x2+54*x3-54*q4*x3-27*r2*x3+27*q4*r2*x3+1OS*r3*x3-54*r2*r3*x3)$ .
$1/(9*r2)*(-2*xl^{-}2-q4*x1^{-}2+q4^{\wedge}2*x1^{\wedge}2+2*r3*x1^{\wedge}2-4*q4*r3*x1^{\wedge}2+4*r3^{-}2*x1^{-}2+6*x2-$

$6*pl*r2*x2+6*q4*r2*x2+6*r2*r3*x2)\}\}$ ;

$’/|/|’/,$ $F_{-}\{B_{*}2\}$ Case $’/|/|///|///\cdot/\cdot/||/|/\cdot///|/|/|/’/’/|/’/’/\cdot/\cdot/|/|/\cdot/,/\cdot/\cdot/\cdot/||/|/|’/|/|///$

(I)

$A1\cdot\{\{p1,0,0\},\{0.1*p1_{*}0\},\{0,0,2+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1.0\},\{1/3*(12*r3*x1^{\wedge}2-3*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}2+16*x2),2*(-2+r3)*xl.4\},$$\{-1/6*(-4+3*r3)*(r3*xl*x2-6*x3)$ .

$r3*x2/2,$ $(1/3)*(-8+3*r3)*xl\}\}_{1}$

$A3\cdot\{\{0,0,1\},\{-1/6*(-4+3*r3)*(r3*xl*x2-6*x3), 1/6*(-4+3*r3)*x2,r3*xl\},$$\{1/36*(-16*r3*xl^{-}2*x2-$
$32*x2^{\wedge}2+36*r3*x2^{\wedge}2-9*r3^{-}2*x2^{\wedge}2-72*r3*x1*x3),$ $1/9*(4*xl*x2+9*x3).1/3*(-8*3*r3)*x2\}\}$ ;

(II)

$A1=\{\{p1.0.0\}.\{0,1+p1.0\}.\{0,0.2+p1\}\}$ ,
$A2=\{\{0,1_{*}0\},$ $\{-r3*(-4*xl^{\wedge}2+r3*x1^{\wedge}2-4*x2).2*(-2+r3)*xl,-4\}.\{-1/6*r3*(-S*xl*x2+3*r3*xl*x2-lS*x3)$ ,

$(1/6)*(-4+3*r3)*x2$ . $(1/3)*(-8+3*r3)*xl\}\}$ :
$A3=\{\{0.0.1\},\{(-(1/6))*r3*(-S*xl*x2\neq 3*r3*xl*x2-lS*x3), 1/6*(-8+3*r3)*x2,r3*xl\}$ .

$\{-1/36*r3*x2*(-S*xl^{-}2-24*x2+9*r3*x2), 1/9*(-2*xl*x2-9*x3). (-2+r3)*x2\}\}$ :
(III)

$A1=\{\{p1.0.0\}.\{0.1+p1.0\}.\{0,0,2+p1\}\}$ ;
$A2\sim\{\{0,1,0\}.\{(-(1/3))*r3*(4+3*r3)*xl^{\wedge}2, (2/3)*(2+3*r3)*xl,4\}$ .

$\{(-(1/lS))*(4+3*r3)*(-4*xl*x2+3*r3*xl*x2-lS*x3). (1/6)*(4+3*r3)*x2. (1/3)*(-8+3*r3)*xl\}\}$;
$A3\cdot\{\{0.0,1\}.\{(-(1/lS))*(4+3*r3)*(-4*xl*x2*3*r3*xl*x2-lS*x3), (r3*x2)/2.r3*xl\}$ .

$\{(-(1/36))*(4+3*r3)*(-4*x2^{-}2+3*r3*x2^{\wedge}2+12*x1*x3),0. (1/3)*(-2+3*r3)*x2\}\}$ ,
(IV)

$A1=\{\{p1.0.0\}.\{0.1+p1,0\},\{0_{*}0.2+p1\}\}$ ;
$A2\cdot\{\{0.1,0\},\{(-(1/3))*(4+3*r3)*(r3*xl^{\wedge}2-4*x2)_{r}(2/3)*(2+3*r3)*xl,-4\}$ ,

$\{(-(1/18))*(4+3*r3)*(-S*xl*x2+3*r3*xl*x2-lS*x3). (r3*x2)/2, (1/3)*(-8*3*r3)*xl\}\}$ ;
$A3\sim\{\{0,0,1\},\{(-(1/18))*(4+3*r3)*(-S*xl*x2+3*r3*xl*x2-lS*x3). (1/6)*(-4+3*r3)*x2,r3*xl\}$,

$\{(-(1/12))*(4+3*r3)*(r3*x2^{\wedge}2+S*x1*x3).x3_{*}r3*x2\}\}$ ;
(V)

$A1=\{\{p1,0,0\},\{0,1+p1,0\},\{0,0.2+p1\}\}$ ;
$A2\cdot\{\{0.1.0\}.\{1/9*(32*x1^{-}2+12*r3*x1^{-}2-9*r3^{r}2*x1^{\wedge}2+4S*x2).2/3*(-2+3*r3)*xl.4\}$,

$\{1/54*(-32*x1^{-}3-24*r3*x13-27*r3^{\wedge}2*x1*x2-216*x3+216*qlO*x3+162*r3*x3).1/18*(8*x1^{\wedge}2+12*x2+$
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$9*r3*x2),$ $1/3*(-8+3*r3)*xl\}\}$ ;
$A3=\{\{0,0,1\},\{1/54*(-32*x1^{-}3-24*r3*x1^{-}3-27*r3^{arrow}2*x1*x2-216*x3+216*qlO*x3+162*r3*x3)$ ,

$1/18*(8*x1^{\wedge}2+9*r3*x2),r3*xl\},$ $\{1/324*(-64*x1^{\wedge}4-4S*r3*x1^{\wedge}4-2SS*x1^{\wedge}2*x2-144*r3*x1^{-}2*x2+$

$216*r3*x2^{-}2-S1*r3^{-}2*x2^{-}2-S64*x1*x3-324*r3*x1*x3-324*qlO*r3*x1*x3),$ $1/27*(4*x1^{\wedge}3+1S*x1*x2+$
$27*ql0*x3).1/9*(-4*x1^{\wedge}2-18*x2+9*r3*x2)\}\}$ ,

(VI)

Al $\approx\{\{p1.0,0\}.\{0.1+p1,0\}, \{0_{*}0,2+p1\}\}$ ;
$A2\approx\{\{0,1,0\},$ $\{(-(1/9))*(4*3*r3)*(-S*xl^{\wedge}2+3*r3*x1^{-}2-12*x2). (2/3)*(-2+3*r3)*x1,-4\}$ ,

$\{\perp/54*(32*x1^{\wedge}3+24*r3*x1^{\wedge}3+144*x1*x2+72*r3*x1*x2-27*r3^{\wedge}2*x1*x2+216*x3-216*q10*x3+162*r3*x3)$ ,
$1/18*(-8*x1^{\wedge}2-12*x2+9*r3*x2),$ $(1/3)*(-S+3*r3)*xl\}\}$ ;

$A3=\{\{0,0_{*}1\},\{1/54*(32*x1^{\wedge}3+24*r3*x1^{-}3+144*x1*x2+72*r3*x1*x2-27*r3^{-}2*xl*x2+216*x3-216*ql0*x3+$

$162*r3*x3),$ l/lSs $(-S*x1^{-}2-24*x2+9*r3*x2),r3*xl\},\{1/324*(-64*x1^{\wedge}4-4S*r3*x1^{\wedge}4-96*x1^{\cdot}2*x2-$

$72*r3*xl^{-}2*x2+144*x2^{\wedge}2-S1*r3^{-}2*x2^{\wedge}2-432*x1*x3-324*r3*x1*x3-324*q10*r3*x1*x3)$ ,
$(1/27)*(4*x1^{\wedge}3+27*q10*x3)$ . $(1/9)*(4*x1^{\wedge}2-6*x2+9*r3*x2)\}\}$ ,

(VII)

$A1\underline{-}\{\{p1,0,0\},\{0.1+pl,0\}.\{0.0.2+pl\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1,0\},\{(-(1/6))*r3*(-S*x1^{\wedge}2+6*r3*x1^{-}2-12*x2+3*r2*x2).(2/3)*(-2+3*r3)*xl,r2\}$.

$\{(1/6)*(4*r3*x1*x2-3*r3^{\wedge}2*x1*x2+6*q10*r2*x3+1S*r3*x3).(r3*x2)/2, (1/3)*(-S+3*r3)*x1\}\}$ ;
$A3\overline{rightarrow}\{\{0,0,1\}.\{(1/6)*(4*r3*x1*x2-3*r3^{r}2*x1*x2+6*q10*r2*x3+1S*r3*x3), (1/6)*(-4+3*r3)*x2_{\iota}r3*xl\}$ ,

$\{(-(1/12))*r3*(-4*x2^{\wedge}2+3*r3*x2^{r}2+12*x1*x3+12*q10*x1*x3),ql0*x3, (1/3)*(-4+3*r3)*x2\}\}_{j}$
$(v\iota\iota I)$

$A1\cdot\{\{p1.0,0\},\{0,1+p1.0\},\{0,0,2+p1\}\}$ ;
$A2–\{\{0_{*}1,0\}.\{-r3*(-4*x1^{\wedge}2+r3*x1^{\wedge}2-2*x2),2*(-2+r3)*xl,0\}.\{-1/2*r3*(-4*xl*x2+r3*xl*x2-6*x3)$ .

$(1/6)*(-8+3*r3)*x2_{*}(1/3)*(-S+3*r3)*xl\}\}_{j}$
$A3=\{\{0.0,1\}.\{-1/2*r3*(-4*xl*x2+r3*xl*x2-6*x3).1/2*(-4+r3)*x2_{*}r3*xl\}_{*}\{-1/36*r3*(16*xl2*x2-$

$12*x2^{-}2+9*r3*x2^{\wedge}2+36*x1*x3).(4*xl*x2)/9,$ $(1/3)*(-4+3*r3)*x2\}\}$ ;
(IX)

$A1\cdot\{\{P^{1.0,0\}.\{0,1+}P^{1.0\}.\{0.0.2+p1\}\}}$ :
$A2\approx\{\{0.1.0\},\{(-(1/3))*r3*(-S*x1^{-}2+3*r3*x1^{\wedge}2-6*x2).(2/3)*(-4+3*r3)*xl.0\}$ .

$\{(-(1/6))sr3*(-S*xl*x2+3*r3*xl*x2-lS*x3), (1/6)*(-4+3*r3)*x2, (1/3)*(-S+3*r3)*xl\}\}$ ;
$A3\cdot\{\{0,0,1\},\{(-(1/6))*r3*(-S*xl*x2+3*r3*xl*x2-lS*x3), (1/6)*(-S+3*r3)*x2,r3*xl\}$,

$\{(-(1/12))*r3*(-4+3*r3)*x2^{-}2.-x3.(1/3)*(-4+3*r3)*x2\}\}$ ;
(x)

$A1\Rightarrow\{\{p1.0,0\}.\{0_{*}1+p1.0\}_{*}\{0.0.2+p1\}\}_{j}$

$A2=\{\{0.1.0\},\{(-(1/3))*r3*(-4*xl^{-}2+3*r3*x1^{\wedge}2-6*x2), (2/3)*(-2+3*r3)*xl,0\}$ .
$\{(-(1/6))*r3*(-4*xl*x2+3*r3*xl*x2-lS*x3)_{*}(r3*x2)/2.(1/3)*(-S+3*r3)*xl\}\}$ ;

$A3=\{\{0.0,1\}_{\iota}\{(-(1/6))*r3*(-4*xl*x2*3*r3*xl*x2-lS*x3), (1/6)*(-4+3*r3)*x2.r3*xl\}$.
$\{(-(1/12))*r3*(-4*x2^{\wedge}2+3*r3*x2^{-}2-12*x1*x3).-2*x3. (1/3)*(-4+3*r3)*x2\}\}$ ;

/././, $F_{-}\{B.3\}$ Case $/,/,/././,’/./.’/.’/././././././././././////’/’//’//////////’/////’/’/’/////’/|///$
(1)

$A1=\{\{p1.0,0\},\{0_{*}1+p1.0\},\{0,0.2+p1\}\}$ ,
$A2=\{\{0,1.0\}_{*}\{(-(1/5))*r3*(-9*x1^{\cdot}2+5*r3*x1^{\wedge}2-20*x2), (1/5)*(-9+10*r3)*xl,-2\}$ ,

$\{(-(1/5))*r3*(-6*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3), (1/5)*(-3\neq 5*r3)*x2, (1/5)*(-6+5*r3)*xl\}\}$ .
$A3=\{\{0_{*}0,1\},\{-1/5*r3*(-6*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3), 1/5*(-6+5*r3)*x2.r3*xl\}$ .

$\{-1/50*r3*(-9*x1^{-}2*x2-60*x2^{\wedge}2+50*r3*x2^{\wedge}2-45*x1*x3),-9/50*(xl*x2+5*x3)$ ,
$1/5*(-9+10*r3)*x2\}\}$ ;

(II)

$A1\approx\{\{p1.0_{*}0\}.\{0.1\star pl,0\}.\{0.0.2+pl\}\}$ ,
$A2\approx\{\{0.1.0\},\{(1/5)*(9*r3*xl2-5*r3^{\wedge}2*x1^{\wedge}2+12*x2)_{*}(1/5)*(-9+10*r3)*xl.2\}$ ,

$\{(-(1/5))*r3*(-3*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3),r3*x2.(1/5)*(-6+5*r3)*xl\}\}$ ;
$A3\sim\{\{0,0,1\}.\{-1/5*r3*(-3*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3).1/5*(-3\cdot r\cdot 5*r3)*x2,r3*xl\}$ ,

$\{1/25*(-9*r3*x1^{-}2*x2-18*x2^{-}2+45*r3*x2^{-}2-25*r3^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-45*r3*x1*x3),9/25*(xl*x2+5*x3)$,
$(2/5)*(-6+5*r3)*x2\}\}$ ;

(III)

$A1=\{\{p1.0,0\}.\{0,1+p1,0\},\{0.0,2\uparrow p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0.1.0\},\{(-(1/5))*r3*(-3*x1^{\wedge}2+5*r3*x1^{\wedge}2-10*x2+5*r2*x2).(1/5)*(-3*10*r3)*x1,r2\}$ .

$\{(-(1/5))*r3*(-3*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3),r3*x2, (1/5)*(-6+5*r3)*xl\}\}$;
$A3\approx\{\{0.0,1\},\{(-(1/5))*r3*(-3*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3), (1/5)*(-3+5*r3)*x2.r3*xl\}$ ,

$\{(-(1/5))*r3*(-3+5*r3)*x2^{arrow}2.0_{*}(2/5)*(-3+5*r3)*x2\}\}$ ,
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(IV)

$A1=\{\{p1,0.0\}, \{0,1+p1,0\}, \{0.0,2+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1,O\},$ $\{-1/5*r3*(-6*xl^{-}2+5*r3*x1^{-}2-10*x2), 2/5*(-3+5*r3)*xl, 0\},$ $\{-1/5*r3*(-6*xl*x2+$

$5*r3*xl*x2-15*x3),$ $(1/5)*(-3+5*r3)*x2,$ $(1/5)*(-6+5*r3)*xl\}\}$ ;
$A3=\{\{0,0,1\}.\{-1/5*r3*(-6*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3)_{*}1/5*(-6+5*r3)*x2.r3*xl\}$ ,

$\{-1/5*r3*(-3*x2^{\wedge}2+5*r3*x2^{-}2+5*qlO*x1*x3),ql0*x3_{*}(2/5)*(-3+5*r3)*x2\}\}_{1}$
(V)

$A1=\{\{p1_{*}0,0\}, \{0,1+p1,0\}_{*}\{0,0,2+p1\}\}$ :
$A2=\{\{0,1,0\},$ $\{(-(1/5))*r3*(-9*xl^{\wedge}2+5*r3*x1^{-}2-10*x2), (1/5)*(-9*10*r3)*xl,0\}$ ,

$\{(-(1/5))*r3*(-9*xl*x2*5*r3*xl*x2-15*x3), (1/5)*(-6+5*r3)*x2_{*}(1/5)*(-6+5*r3)*xl\}\}$ ;
$A3\cdot\{\{0,0.1\},$ $\{(-(1/5))*r3*(-9*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3) , (1/5)*(-9+5*r3)*x2.r3*xl\}$.

$\{-1/25*r3*(9*xl^{-}2*x2-15*x2^{\wedge}2+25*r3*x2^{\wedge}2+45*x1*x3), 9/25*(xl*x2+5*x3), 2/5*(-3+5*r3)*x2\}\}_{1}$

(VI)

$A1=\{\{p1,0,0\}, \{0,1+p1,0\},\{0,0,2*p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1,0\},$ $\{(-(1/5))*r3*(-12*xl2+5*r3*xl^{-}2-10*x2), (2/5)*(-6+5*r3)*xl,0\}$ ,

$\{(-(1/5))*r3*(-12*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3), (1/5)*(-9+5*r3)*x2, (1/5)*(-6*5*r3)*x1\}\}$ ;
$A3=\{\{0,0,1\},$ $\{-1/5*r3*(-12*xl*x2+5*r3*xl*x2-15*x3), 1/5*(-12+5*r3)*x2,r3*xl\}$ ,

$\{-1/250*r3*(27*xl^{-}4+270*x1^{-}2*x2-150*x2^{-}2+250*r3*x2^{\wedge}2+675*xl*x3)$ ,
$(27/250)*(x1^{\wedge}3+10*x1*x2+25*x3),$ $(2/5)*(-3+5*r3)*x2\}\}$ :

$/|/|/|F_{-}\{B,4\}$ Case $|/|/|/\cdot/|/||//|/|/|/\cdot/|/||/||/||/||/||/|/||/||/||/||/||/||/|/|/,/,/,/,/|/|/|/|/||/||/|/||/|/||/|/||/|/|/\cdot/$.
(I)

$A1^{p}\{\{p1,0,0\},\{0,1+p1,0\}, \{0,0,2+p1\}\}_{j}$

$A2\sim\{\{0,1,0\},$ $\{-1/4*(-lS*q4)*(18*xl^{\wedge}2+q4*xl^{\wedge}2-4*x2), q4*xl.0\},\{1/4*(216*xl*x2-108*pl*xl*x2+$

$6*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{-}2*xl*x2-lOS*x3-36*pl*x3+6*q4*x3),$ $(-(1/2))*(-12+6*pl-q4)*x2$ ,
$(q4*xl)/2\}\},\cdot$

$A3\sim\{\{0,0.1\},$ $\{-1/4*(-lS+q4)*(12*xl*x2-6*pl*xl*x2+q4*xl*x2-6*x3),$$-1/2*(-12+6*pl-q4)*x2$ ,
$1/2*(-18+q4)*xl\},$ $\{1/4*(-4S60*x1^{\wedge}4+270*q4*x1^{-}4+3240*x1^{\wedge}2*x2-1SO*q4*x1^{\wedge}2*x2-216*x2^{-}2-$

$1SO*p1*x2^{-}2-36*p1^{-}2*x2^{\wedge}2+30*q4*x2^{-}2+12*p1*q4*x2^{-}2-q4^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-1620*x1*x3+90*q4*x1*x3)$ ,
$-45*(3*x1^{-}3-2*x1*x2+x3),$ $(-(15+6*pl-q4))*x2\}\}$ ;

(II)

$A1=\{\{p1.0,0\}, \{0,1+p1.0\}, \{0,0,2+p1\}\}$ ,
$A2-\{\{0,1.0\}.\{-1/4*(-9*q4)*(9*xl^{\wedge}2+q4*x1^{\wedge}2-4*x2),q4*xl.0\},$ $\{1/4*(27*xl*x2-54*pl*xl*x2+$

$6*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{-}2*xl*x2-54*x3-36*pl*x3*6*q4*x3),$ $(-(1/2))*(-3+6*pl-q4)*x2$ ,
$(1/2)*(9+q4)*xl\}\}_{1}$

$A3=\{\{0,0,1\}.\{(-(1/4))*(-9+q4)*(3*xl*x2-6*pl*xl*x2+q4*xl*x2-6*x3),$ $(-(1/2))*(-3+6*pl-q4)*x2$ .
$1/2*(-9+q4)*xl\}.\{1/4*(162*x1^{\wedge}2*x2-1S*q4*x1^{r}2*x2-27*x2^{\wedge}2-72*p1*x2^{\wedge}2-36*p1^{\wedge}2*x2^{-}2+$

$12*q4*x2^{\wedge}2+12*p1*q4*x2^{\wedge}2-q4^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+162*xl*x3-lS*q4*xl*x3),$ $9*(xl*x2+x3).-(6+6*pl-q4)*x2\}\}$ ;
(III)

$A1\approx\{\{p1.0,0\}, \{0_{*}1+p1,0\}, \{0,0.2+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1,O\},$ $\{(1/4)*(9*x1^{\wedge}2-q4^{-}2*x1^{\wedge}2+12*x2*4*q4*x2-1S*r2*x2+12*p1*r2*x2-2*q4*r2*x2).q4*xl.r2\}$,

$\{(-(1/4))*(-3-6*pl+q4)*(3*xl*x2+q4*xl*x2-6*x3), (-(1/2))*(3+6*pl-q4)*x2. (1/2)*(21+q4)*xl\}\}$ ;
$A3\approx\{\{0,0,1\},$ $\{(1/4)*(9*x1*x2+1S*p1*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{\wedge}2*x1*x2-1S*x3+6*q4*x3)_{*}$

$-1/2*(3+6*pl-q4)*x2.1/2*(3+q4)*x1\},$ $\{-1/4*(-9+6*p1-q4)*(3+6*p1-q4)*x2^{\wedge}2.0$ ,
$-(-3*6*pl-q4)*x2\}\}\}$ ,

(IV)

$A1=\{\{p1_{*}0,0\}.\{0,1+p1.0\}, \{0.0,2+p1\}\}$ ;
$A2\cdot\{\{0,1,0\},$ $\{(1/4)*(9*x1^{\wedge}2-q4^{-}2*x1^{\wedge}2+12*x2*4*q4*x2+6*r2*x2+12*p1*r2*x2-2*q4*r2*x2),q4*xl,r2\}$,

$\{(1/4)*(-9*x1*x2+1S*p1*x1*x2-6*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{-}2*x1*x2-54*x3-36*p1*x3+6*q4*x3)$ ,
$(-(1/2))*(-3+6*pl-q4)*x2,$ $(1/2)*(21+q4)*xl\}\}$ :

$A3=\{\{0.0_{*}1\}.\{(1/4)*(-9*x1*x2+1S*p1*x1*x2-6*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{\wedge}2*xl*x2-54*x3+6*q4*x3)$ ,
$-(-3+6*pl-q4)/2*x2,1/2*(3+q4)*xl\}.\{-1/4*(-3+6*p1-q4)*(3+6*p1-q4)*x2^{\wedge}2,0, -(6*pl-q4)*x2\}\}$ ;

(V)

$A1\approx\{\{p1.0,0\}.\{0.1+p1.0\}.\{0.0.2\dagger p1\}\}$ ;
$A2\cdot\{\{0,1.0\},$ $\{(1/4)*(9*x1^{\wedge}2-q4^{\wedge}2*x1^{\wedge}2-12*x2+4*q4*x2-6*r2*x2+12*p1*r2*x2-2*q4*r2*x2),q4*xl.r2\}_{*}$

$\{(1/4)*(3+6*pl-q4)*(-3*xl*x2+q4*xl*x2-6*x3), (-(1/2))*(3+6*pl-q4)*x2. (1/2)*(15+q4)*xl\}\}_{*}$.
$A3=\{\{0,0,1\},$ $\{1/4*(-3+q4)*(3*xl*x2+6*pl*xl*x2-q4*xl*x2+6*x3)_{*}-1/2*(3+6*pl-q4)*x2$ .

$1/2*(-3+q4)*xl\},$ $\{(-(1/4))*(-3+6*p1-q4)*(3+6*p1-q4)*x2^{-}2,0, (-(6*pl-q4))*x2\}\}\}$ ;
(VI)

$A1\sim\{\{p1.0,0\}.\{0.1+p1.0\}, \{0,0,2+p1\}\}$ ;
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$A2=\{\{0,1,0\},$ $\{1/4*(36*x1^{\wedge}2-q4^{-}2*x1^{*}2-24*x2+4*q4*x2+12*r2*x2+12*p1*r2*x2-2*q4*r2*x2),q4*xl,r2\}$ ,
$\{(1/4)*(-36*p1*x1*x2+6*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{\wedge}2*x1*x2-36*x3-36*p1*x3+6*q4*x3)_{*}$
$-1/2*(6*pl-q4)*x2,$ $(1/2)*(12+q4)*xl\}\}$ ;

$A3=\{\{0,0,1\},\{(1/4)*(-6+q4)*(6*pl*xl*x2-q4*xl*x2+6*x3),$ $(-(1/2))*(6*pl-q4)*x2$ ,
$(1/2)*(-6+q4)*xl\},\{(-(1/4))*(6*p1-q4)*(6+6*p1-q4)*x2^{\wedge}2.0.(-(3+6*pl-q4))*x2\}\}$ :

(VII)

$A1=\{\{p1.0,0\}.\{0,1+p1,0\},\{0.0.2+p1\}\}_{1}$

$A2=\{\{0_{*}1,0\},\{(1/4)*(144*x1^{\wedge}2-q4^{-}2*x1^{-}2-4S*x2+4*q4*x2+12*p1*r2*x2-2*q4*r2*x2),q4*xl_{*}r2\}_{*}$

$\{1/4*(-72*xl*x2-72*pl*xl*x2+lS*q4*xl*x2+6*pl*q4*xl*x2-q4^{arrow}2*x1*x2-72*x3-36*p1*x3+6*q4*x3)$ ,
$(-(1/2))*(6+6*pl-q4)*x2,$ $(1/2)*(6+q4)*xl\}\}$ ;

$A3\approx\{\{0.0.1\}_{*}\{-1/4*(-12+q4)*(-6*xl*x2-6*pl*xl*x2+q4*xl*x2-6*x3),-1/2*(6+6*pl-q4)*x2$,
$(1/2)*(-12+q4)*x1\}.\{-((36*p1*r2*x2^{\wedge}2+36*p1^{\wedge}2*r2*x2^{*}2-6*q4*r2*x2^{A}2-12*p1*q4*r2*x2^{\wedge}2+$

$q4^{-}2*r2*x2^{\wedge}2+432*x1*x3-36*q4*x1*x3)/(4*r2)),$ $-((18*x3)/r2),$ $(-(3+6*pl-q4))*x2\}\}\}$ ;
(VIIi)

$A1=\{\{p1,0.0\}.\{0,1+p1.0\},\{0,0,2+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0_{*}1,0\},\{(1/4)*(144*x1^{-}2-q4^{-}2*x1^{\wedge}2-4S*x2+4*q4*x2+24*r2*x2+12*p1*r2*x2-2*q4*r2*x2)$ ,

$q4*xl,r2\},\{(1/4)*(-72*p1*x1*x2*12*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{\wedge}2*x1*x2-72*x3-$
$36*pl*x3+6*q4*x3),-1/2*(6*pl-q4)*x2$ . $(1/2)*(6+q4)*xl\}\}$ ;

$A3\cdot\{\{0_{*}0.1\}.\{-1/4*(-12+q4)*(-6*pl*xl*x2+q4*xl*x2-6*x3), -1/2*(6*pl-q4)*x2.1/2*(-12+q4)*xl\}$.
$\{-((72*p1*r2*x2^{-}2+36*p1^{-}2*r2*x2^{-}2-12*q4*r2*x2^{\wedge}2-12*p1*q4*r2*x2^{-}2+q4^{-}2*r2*x2^{\wedge}2+$

$216*xl*x3-lS*q4*xl*x3)/(4*r2)).-((9*x3)/r2).(-(6+6*l4))*x2\}\}$
(IX)

$A1\cdot\{\{10.0\}.\{0.1+10\}.\{0.0.2+1\}\}$

$A2=\{\{0,1,0\}.\{1/4*(225*x1^{-}2-q4^{\wedge}2*x1^{\wedge}2-72*x2+24*p1*x2).q4*xl.2\},\{(1/4)*(270*xl^{\wedge}3-lS*q4*xl^{\wedge}3-$

$153*x1*x2-54*p1*x1*x2+1S*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{\wedge}2*x1*x2-126*x3-36*p1*x3+6*q4*x3)$ ,
$(1/2)*(18*x1^{-}2-9*x2-6*p1*x2+q4*x2)$ . $(1/2)*(9+q4)*xl\}\}_{*}$.

$A3\cdot\{\{O.0.1\}.\{(1/4)*(270*x1^{\wedge}3-1S*q4*x1^{-}3-153*x1*x2-54*p1*x1*x2+1S*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-$
$q4^{\wedge}2*x1*x2-126*x3+6*q4*x3),$ $(1/2)*(1S*x1^{-}2-9*x2-6*p1*x2+q4*x2)$ . $(1/2)*(-9+q4)*xl\}$ ,

$\{1/4*(-810*x1^{\wedge}4+54*q4*x1^{\wedge}4+324*x1^{\wedge}2*x2-1OS*p1*x1^{-}2*x2+9*x2^{-}2-36*p1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+$

$12*p1*q4*x2^{\wedge}2-q42*x22-432*xl*x3+36*q4*xl*x3).-9*(3*x1^{-}3-x1*x2+2*x3).-9*x1^{-}2-6*p1*x2+$
$q4*x2\}\}_{l}$

(x)

$A1=\{\{p1,0,0\},\{0.1+p1,0\},\{0,0,2+p1\}\}$ ;
$A2\cdot\{\{0.1_{*}0\}.\{(1/4)*(144*x12-q4^{\wedge}2*x1^{\wedge}2-4S*x2-24*p1*x2*S*q4*x2),q4*xl,-2\},$ $\{(1/4)*(-216*x1^{\wedge}3+$

$lS*q4*xl^{arrow}3+72*x1*x2-6*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{\wedge}2*x1*x2-144*x3-36*p1*x3+6*q4*x3)$.
$(1/2)*(-18*x1^{\wedge}2+6*x2-6*p1*x2+q4*x2),$ $(1/2)*(lS+q4)*xl\}\}$ ;

$A3=\{\{0,0,1\},\{(1/4)*(-216*x1^{-}3+1S*q4*x1^{-}3+72*x1*x2-6*q4*x1*x2+6*p1*q4*x1*x2-q4^{\wedge}2*x1*x2-$

$144*x3+6*q4*x3),$ $(1/2)*(-18*x1^{\wedge}2+6*x2-6*p1*x2+q4*x2),$ $(q4*xl)/2\},\{(1/4)*(-324*x1^{\wedge}4+$

$27*q4*xl^{-}4+216*x12*x2+lOS*pl*xl^{\wedge}2*x2-36*q4*x1^{\wedge}2*x2-36*p1*x2^{arrow}2-36*p1^{r}2*x2^{-}2+6*q4*x2^{\wedge}2+$

$12*p1*q4*x2^{\wedge}2-q4^{-}2*x2^{-}2+10S*x1*x3-18*q4*x1*x3)$ . $(-(9/2))*(3*x1^{-}3-2*x1*x2-2*x3)$ ,
$9*x1^{-}2-3*x2-6*p1*x2+q4*x2\}\}_{1}$

$/./.$ /. $F_{-}\{B,6\}$ Case $/./././././././././././././.$ /./././././././. $/.’/.’/././.’/./././.’/././$.
(1)

$A1=\{\{p1.0.0\},\{0,1+p1.0\}.\{0,0,2\neq p1\}\}$ ,
$A2-\{\{0,1,0\},\{1/36*(275*x1^{\wedge}2-140*p1*x1^{r}2-100*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}2-96*x2-60*p1*x2)_{*}1/3*(7+10*pl)*xl, 1\}$ ,

$\{(1/24)*(253*xl*x2-10*pl*xl*x2-200*pl^{-}2*x1*x2-105*x3+300*p1*x3)$ . $(5/4)*(1+4*pl)*x2$ .
$1/3*(S+5*pl)*xl\}\}$ ;

$A3^{p}\{\{0_{*}0_{*}1\}_{*}\{1/24*(253*xl*x2-10*pl*xl*x2-200*pl^{-}2*x1*x2-105*x3+120*p1*x3),$ $1/4*(23+20*pl)*x2$ ,
$(1/6)*(-11+10*pl)*xl\},\{(1/16)*(297*x12*x2-270*p1*x1^{-}2*x2^{1}r65*x2^{\wedge}2+160*p1*x2^{-}2-$
$400*p1^{-}2*x2^{\wedge}2-19S*x1*x3+1SO*p1*x1*x3),$ $(9/S)*(9*xl*x2-4*x3),$ $(1/4)*(37+40*pl)*x2\}\}_{j}$

(II)

$A1=\{\{p1.0,0\},\{0,1+pl,0\}.\{0.0.2+pl\}\}$ ,
$A2=\{\{0,1.O\},\{-5/18*(2+5*p1)*(-x1^{\wedge}2+2*p1*x12-6*x2).1/6*(-1+20*pl)*xl, -1\}.\{-5/24*(-35*xl*x2*$

$50*p1*x1*x2+40*p1^{-}2*x1*x2+12*x3-60*p1*x3),$ $(1/4)*(-1+20*pl)*x2$ . $(1/6)*(31+10*pl)*xl\}\}$ ,
$A3=\{\{0,0_{l}1\},\{-5/24*(-1+2*pl)*(35*xl*x2+20*pl*xl*x2-12*x3), 1/4*(17+20*pl)*x2, (2*5*pl)/3*xl\}$.

$\{(-(5/16))*(-1+2*p1)*(16*x2^{-}2+40*p1*x2^{\wedge}2-9*x1*x3)_{*}-((9*x3)/S)_{*}(1/4)*(43+40*pl)*x2\}\}\}$ ;
(III)

$A1\approx\{\{p1.0.0\},\{0.1+p1.0\}.\{0.0_{*}2+p1\}\}_{j}$

$A2=\{\{0.1_{*}0\}.\{-5/36*(-1\dagger 2*pl)*(13*xl2+10*pl*xl^{\wedge}2+6*x2).2/3*(2+5*pl)*xl, 1\}.\{-5/12*(-13*xl*x2+$
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$16*pl*xl*x2+20*pl^{\wedge}2*xl*x2+6*x3-30*pl*x3),$ $(2+5*pl)*x2,$ $(11+5*pl)/3*xl\}\}$ :
$A3=\{\{0,0,1\},$ $\{(-(5/12))*(-1+2*pl)*(13*xl*x2+10*pl*xl*x2-6*x3),$ $(1/2)*(13+10*pl)*x2$ ,

$(5/6)*(-1+2*pl)*xl\},$ $\{(-(5/8))*(-1+2*p1)*(-1+20*p1)*x2^{arrow}2, (9*x3)/4.1/2*(17+20*pl)*x2\}\}$;
(IV)

$A1\cdot\{\{p1,0,0\}, \{0,1+p1,0\}, \{0,0.2*p1\}\}_{1}$

$A2\cdot\{\{0.1,0\},$ $\{(1/1S)*(7*x1^{-}2-25*pl*xl^{-}2-50*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}2+51*x2+150*p1*x2), (5/6)*(1+4*pl)*xl, -1\}$ ,
$\{(14*xl*x2-50*pl*xl*x2-100*pl^{\wedge}2*xl*x2+15*x3+150*pl*x3)/12, (-1+5*pl)*x2,5/6*(5+2*pl)*xl\}\}|$

$A3=\{\{0,0,1\},$ $\{(1/12)*(14*xl*x2-50*pl*xl*x2-100*pl^{\wedge}2*xl*x2+15*x3+60*pl*x3),$ $(1/2)*(7+10*pl)*x2$ .
$(-1+5*pl)/3*xl\},$ $\{(-(1/4))*(-1+5*p1)*(5*x2^{\wedge}2+20*p1*x2^{\wedge}2-3*xl*x3), 0, (1/2)*(23+20*pl)*x2\}\}$ ;

$/||/||/F_{-}\{H, 1\}$ Case $|/|/|/|/|/|/||/||/|/||/||/|/|/||/||/||/|’/||/||/|/||/||/||/||/|/||/||/||/|/||/||/|/||/||/||/||/||/||//||/|/|/|/|/||/|$

(I)

$A1^{p}\{\{p1,0,0\}, \{0,2+p1,0\}, \{0,0,4+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1,0\},$ $\{-2/225*xl*(S*xl^{\wedge}3+S*p1*x1^{*}3+2*p1^{-}2*x1^{-}3*70*r2*x1^{\wedge}3*35*p1*r2*x1^{-}3-100*r2^{\wedge}2*x1^{\wedge}3-$

$180*x2-90*p1*x2+825*r2*x2+75*p1*r2*x2-750*r2^{-}2*x2),$ $(1/15)*(8+4*pl+5*r2)*xl^{\wedge}2.r2\}$ .
$\{(1/900)*(-12S*x1^{\wedge}6-12S*p1*x1^{\wedge}6-32*p1^{\wedge}2*x1^{-}6+S0*r2*x16+40*pl*r2*xl^{arrow}6+100*r2^{-}2*x1^{\wedge}6-$

$320*x13*x2+32SO*pl*xl^{\wedge}3*x2-SO*p1^{\wedge}2*x1^{-}3*x2-4000*r2*x1^{\wedge}3*x2-200*pl*r2*xl^{-}3*x2+$

$5500*r2^{\wedge}2*x1^{r}3*x2+1S00*p1*x2^{-}2-4500*r2*x2^{\wedge}2+5625*r2^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+2400*xl*x3+1200*pl*xl*x3-$

$3000*r2*xl*x3),$ $(1/15)*xl*(S*xl^{-}3+4*p1*x1^{\wedge}3+5*r2*x1^{-}3+S0*x2+10*p1*x2+50*r2*x2)$ ,
$(1/15)*(4+2*pl-5*r2)*xl^{\wedge}2\}\}$ ;

$A3*\{\{0,0,1\},$ $\{(1/900)*(-12S*x1^{\wedge}6-12S*p1*x1^{\wedge}6-32*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}6+SO*r2*x1^{\wedge}6+40*p1*r2*x1^{\wedge}6+$

$100*r2^{\wedge}2*x1^{\wedge}6-320*x1^{-}3*x2-320*p1*x1^{arrow}3*x2-SO*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3*x2-4000*r2*x1^{\wedge}3*x2-$

$200*pl*r2*xl^{\wedge}3*x2+5500*r2^{\wedge}2*x1^{\wedge}3*x2-4500*r2*x2^{\wedge}2+5625*r2^{-}2*x2^{-}2+2400*x1*x3+$

$1200*pl*xl*x3-3000*r2*xl*x3),xl*(S*xl^{-}3+4*p1*x1^{\wedge}3+5*r2*x1^{-}3+20*x2+10*p1*x2+50*r2*x2)/15$,
$(1/15)*(4+2*pl-5*r2)*xl^{\wedge}2\},$ $\{(1/450)*(-12S*x1^{\wedge}S-12S*p1*x1^{-}S-32*p1^{-}2*x1^{-}S+SO*r2*x1^{-}S+$

$40*pl*r2*xl^{\wedge}S+100*r2^{\wedge}2*x1^{-}S+SO*x1^{\wedge}5*x2-2SO*p1*x1^{-}5*x2-160*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}5*x2-500*r2*x1^{\wedge}5*x2+$

$200*pl*r2*xl^{\wedge}5*x2+500*r2^{\wedge}2*x1^{\wedge}5*x2-2600*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+1000*p1*x1^{-}2*x2^{-}2-200*p1^{-}2*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-$

$3250*r2*xl^{-}2*x2^{-}2+625*p1*r2*x1^{\wedge}2*x22+S125*r2^{\wedge}2*x1^{-}2*x2^{-}2+1200*x1^{-}3*x3+2400*p1*x1^{-}3*x3-$

$1500*r2*xl^{\wedge}3*x3+3OO0*x2*x3+1500*p1*x2*x3-3750*r2*x2*x3),$ $(1/4)*(4*5*r2)*x2*(4*xl^{\wedge}3+5*x2)$ ,
$(1/15)*xl*(16*xl^{\wedge}3*8*p1*x1^{\wedge}3-5*r2*x1^{-}3+40*x2+20*p1*x2-50*r2*x2)\}\}$ ;

(II)
$A1\cdot\{\{p1,0,0\},\{0_{*}2+p1.0\}, \{0,0.4+p\downarrow\}\}$ ,
$A2=\{\{0,1.0\},$ $\{-4/225*xl*(-130*xl^{-}3-3*p1*x1^{-}3\eta 1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3-1175*x2-1OO*p1*x2),$ $2/15*(19+2*pl)*xl^{\wedge}2$ ,

$-(22/15)\},$ $\{(1/225)*(9SS*x1^{\wedge}6*2S*p1*x1^{\wedge}6-S*p1^{\wedge}2*x1^{-}6+7300*x1^{-}3*x2+1360*p1*x1^{\wedge}3*x2-$

$20*p1^{r}2*x1^{-}3*x2+12375*x2^{\wedge}2+450*p1*x2^{-}2-3900*x1*x3+300*p1*x1*x3),$ $(2/15)*xl*(19*xl^{\wedge}3+$

$2*pl*xl^{\wedge}3-20*x2+5*p1*x2),$ $(2/15)*(-13+pl)*xl^{\wedge}2\}\}$ ;
$A3=\{\{0,0,1\},$ $\{(1/225)*(9SS*x16+2S*pl*xl^{-}6-S*p1^{-}2*x1^{\wedge}6+7300*x1^{-}3*x2+460*p1*x1^{-}3*x2-$

$20*p1^{-}2*x1^{r}3*x2+12375*x2^{\wedge}2-3900*x1*x3+300*p1*x1*x3),$ $(2/15)*xl*(19*xl^{-}3+2*p1*x1^{-}3-50*x2+$
$5*pl*x2),$ $(2/15)*(-13+pl)*xl^{\wedge}2\},$ $\{(1/2475)*(21736*x1^{\wedge}S+616*p1*x1^{\wedge}8-176*p1^{-}2*x1^{\sim}8+$

$72020*x1^{\wedge}5*x2+5900*p1*x1^{\wedge}5*x2-SS0*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}5*x2+359500*xl^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+925*p1*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-$

1100$*$pl $2*x1^{-}2*x2^{\wedge}2-1563OO*x1^{-}3*x3+600*p1*x1^{\wedge}3*x3-107250*x2*x3+S250*p1*x2*x3)$ ,
$-15/22*(36*x1^{\wedge}3*x2+31*x2^{\wedge}2-56*x1*x3),$ $(2/15)*xl*(-7*xl^{-}3+4*p1*x1^{\wedge}3+SO*x2+10*p1*x2)\}\}$ ;

(III)
$A1=\{\{p1.0.0\}, \{0,2\cdot\dagger\cdot p1,0\}, \{0,0,4+p1\}\}$;
$A2=\{\{0,1,0\},$ $\{-4/225*xl*(-102*xl^{-}3+11*p1*x1^{-}3*p1^{-}2*x1^{\wedge}3-1645*x2+10*p1*x2),$ $2/15*(-11+2*pl)*xl^{\wedge}2$ ,

22/15}, $\{(1/225)*(74S*x1^{\wedge}6-92*p1*x1^{-}6-S*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}6+3340*x1^{\wedge}3*x2*2SO*p1*x1^{-}3*x2-$

$20*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3*x2+6975*x2^{\wedge}2+450*p1*x2^{\wedge}2-7500*xl*x3+300*pl*xl*x3),$ $(2/15)*xl*(-11*xl^{-}3+$
$2*pl*xl^{\wedge}3*100*x2+5*p1*x2)$ . $(2/15)*(17+1)*x1^{\wedge}2\}\}$

$A3\cdot\{\{0,0.1\},$ $\{(1/225)*(74S*x1^{\wedge}6-92*p1*x1^{-}6-S*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}6+3340*x1^{\wedge}3*x2-620*p1*x1^{\wedge}3*x2-$

$20*p1^{-}2*x1^{arrow}3*x2+6975*x2^{\wedge}2-7500*x1*x3*300*p1*x1*x3),$ $(2/15)*xl*(-11*xl^{\wedge}3*2*p1*x1^{\wedge}3+$

$70*x2+5*pl*x2),$ $(2/15)*(17+pl)*xl^{-}2\},$ $\{(1/225)*(1496*x1^{\wedge}S-1S4*p1*x1^{\wedge}S-16*p1^{-}2*x1^{\wedge}S-$

$2060*x1^{-}5*x2-740*p1*x1^{\wedge}5*x2-SO*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}5*x2+14000*x1^{\wedge}2*x22+725*pl*xl^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-$

$100*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-20100*x1^{\wedge}3*x3*1200*p1*x1^{\wedge}3*x3-1S750*x2*x3+750*p1*x2*x3)$ ,
$(15/2)*x2*(4*xl^{\wedge}3+5*x2),$ $(2/15)*xl*(23*xl^{-}3*4*p1*x1^{\wedge}3-40*x2+10*p1*x2)\}\}$ ;

(IV)

$A1=\{\{p1,0.0\},\{0,2+p1,0\}, \{0,0,4\star p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1.0\},\{-4/225*xl*(-lS*xl^{-}3+3*p1*x1^{-}3+p1^{-}2*x1^{\wedge}3+45*x2-60*pl*x2),$ $2/15*(9*2*pl)*xl^{-}2$ ,

$-(2/5)\}_{*}\{(1/225)*(1OS*x1^{\wedge}6-12*p1*x1^{\wedge}6-S*p1^{-}2*x1^{-}6*1S0*x1^{\wedge}3*x2*900*p1*x1^{\wedge}3*x2-$

$20*p1^{\wedge}2*x1^{arrow}3*x2+675*x2^{\wedge}2+450*p1*x2^{\wedge}2-900*x1*x3+300*p1*x1*x3)$ . $(2/15)*xl*(9*xl^{\wedge}3+$

$2*pl*xl^{\wedge}3+45*x2+5*p1*x2),$ $(2/15)*(-3\star pl)*xl^{\wedge}2\}\}$ ,
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$A3=\{\{0.0,1\},\{(1/225)*(108*x1^{-}6-12*p1*x1^{\wedge}6-S*p1^{-}2*x1^{arrow}6+1S0*x1^{arrow}3*x2-20*p1^{-}2*x1^{\wedge}3*x2+675*x2^{-}2-$

$900*xl*x3+300*pl*xl*x3),2/15*xl*(9*xl^{r}3+2*p1*x1^{*}3+15*x2+5*p1*x2),$ $(2/15)*(-3+p1)*x1^{\wedge}2\}$ .
$\{(1/225)*(216*x1^{\wedge}8-24*p1*x1^{-}S-16*p1^{\wedge}2*x1^{-}S-540*x1^{\wedge}5*x2+420*p1*x1^{\wedge}5*x2-SO*p1^{-}2*x1^{r}5*x2+$

$3600*x1^{-}2*x2^{\wedge}2+1125*p1*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-100*p1^{-}2*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-900*x1^{\wedge}3*x3+300*p1*x1^{s}3*x3-$

$2250*x2*x3+750*pl*x2*x3),$ $(-(5/2))*(4*x1^{\wedge}3*x2+5*x2^{-}2-12*x1*x3),$ $(2/15)*xl*(3*xl^{-}3+$
$4*pl*xl^{\wedge}3+15*x2+10*p1*x2)\}\}$ ;

(v)

$A1=\{\{p1_{*}0,0\},\{0.2+p1.0\},\{0.0,4+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1_{i}0\},\{-4/225*x1*(-14*x1^{\wedge}3+5*p1*x1^{\wedge}3+p1^{\wedge}2*x1^{-}3-165*x2-30*p1*x2),2/15*(-1+2*p1)*x12$ ,

2/5}, $\{1/225*(2S*x1^{\wedge}6-52*p1*x16-S*p1^{-}2*x1^{\wedge}6+760*x1^{\wedge}3*x2+740*p1*x1^{\wedge}3*x2-20*p1^{\wedge}2*x1^{r}3*x2+$

$1125*x2^{-}2+450*p1*x2^{\wedge}2-600*x1*x3+300*p1*x1*x3),$ $(2/15)*x1*(-x1^{\wedge}3+2*p1*x1^{\cdot}3+35*x2+5*p1*x2)$ .
$(2/15)*(7+p1)*x1^{-}2\}\}$ ;

$A3=\{\{0.0,1\},\{1/225*(2S*x1^{-}6-52*p1*x1^{\wedge}6-S*p1^{\wedge}2*x1^{-}6+760*x1^{\wedge}3*x2-160*p1*x1^{\wedge}3*x2-20*p1^{-}2*x1^{-}3*x2+$

$1125*x2^{-}2-600*x1*x3+300*p1*x1*x3),$ $(2/15)*xl*(-xl^{-}3+2*p1*x1^{\wedge}3+5*x2+5*p1*x2)_{*}$
$2/15*(7+pl)*xl^{\wedge}2\},\{1/225*(56*x1^{-}S-104*p1*x1^{-}S-16*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}S+100*x1^{\wedge}5*x2-160*p1*x1^{-}5*x2-$

$80*p1^{*}2*x1^{-}5*x2+3800*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+325*p1*x1^{\wedge}2*x2$ 2-100$*$p $l^{-}2*x12*x2^{\wedge}2-600*x1^{-}3*x3+$

$1200*pl*xl^{-}3*x3-1500*x2*x3+750*p1*x2*x3),$ $15*x2^{\wedge}2/2,2/15*xl*(13*xl^{\wedge}3+4*p1*x1^{-}3+25*x2+$
$10*pl*x2)\}\}$ ;

(VI)

$A1\approx\{\{10,0\},\{0,2+1.0\}.\{0.0_{*}4+1\}\}$

$A2=\{\{0,1.0\}_{*}\{-4/225*x1*(-56*x1^{-}3-p1*x1^{-}3+p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3+60*x2-120*p1*x2).2/15*(29+2*p1)*x1^{\wedge}2.-2\}$ ,
$\{(-(2/225))*(-224*x1^{\wedge}6-4*p1*x1^{-}6+4*p1^{-}2*x1^{-}6+340*x1^{-}3*x2-6S5*p1*x1^{\wedge}3*x2+10*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3*x2-$

$2250*x2^{-}2-225*p1*x22+1200*xl*x3-150*pl*xl*x3),$$1/15*xl*(SS*xl3+4*pl*xl^{\wedge}3+55*x2+10*p1*x2)$ ,
$(2/15)*(-23+1)*x1^{\wedge}2\}\}$

$A3*\{\{0,0,1\}.\{(-(2/225))*(-224*x1^{\wedge}6-4*p1*x1^{\wedge}6+4*p1^{\wedge}2*x1^{-}6+340*x1^{\wedge}3*x2-235*p1*x1^{\wedge}3*x2+$

$10*p1^{-}2*x1^{\wedge}3*x2-2250*x2^{\wedge}2*1200*x1*x3-150*p1*x1*x3)_{*}(1/15)*xl*(SS*xl^{\wedge}3+4*p1*x1^{\wedge}3-5*x2+$

$10*pl*x2),$ $(2/15)*(-23+pl)*xl^{\wedge}2\},\{(1/225)*(S96*x1^{-}S+16*p1*x1^{\wedge}S-16*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}S-2360*x1^{-}5*x2+$

$1160*pl*xl^{-}5*x2-SO*p1^{\wedge}2*x15*x2+16700*xl^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+625*pl*xl^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-100*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-$

$5400*x1^{\wedge}3*x3+450*p1*x1^{\wedge}3*x3-60OO*x2*x3+750*p1*x2*x3),$ $(1/2)*(16*x16-32*x1^{\wedge}3*x2-15*x2^{\wedge}2+$
$50*xl*x3)$ . $(1/15)*xl*(-64*xl^{-}3+8*pl*xl^{\wedge}3+65*x2+20*p1*x2)\}\}$ ;

(VII)

$A1=\{\{p1_{*}0.0\}.\{0.2+p1,0\}_{*}\{0,0.4+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1.0\},\{-4/225*x1*(-36*x1^{\wedge}3+9*p1*x1^{\wedge}3+p1^{-}2*x13-990*x2+30*pl*x2),2/15*(-21+2*pl)*xl^{\wedge}2.2\}$ .

$\{(1/225)*(288*x1^{\wedge}6-72*p1*x1^{\wedge}6-S*p1^{-}2*x1^{\wedge}6+4770*x1^{\wedge}3*x2+270*p1*x1^{\wedge}3*x2-20*p1^{\wedge}2*x1^{-}3*x2+$

$3375*x2^{\wedge}2+450*p1*x2^{\wedge}2-3150*x1*x3+300*p1*x1*x3)_{*}(1/15)*xl*(-72*xl^{r}3+4*p1*x1^{-}3+105*x2+$
$10*pl*x2),$ $(2/15)*(27+pl)*xl^{\wedge}2\}\}$ ;

$A3\approx\{\{0,0.1\}.\{(1/225)*(288*x1^{\wedge}6-72*p1*x16-S*p1^{\wedge}2*x1^{-}6+4770*x1^{\wedge}3*x2-630*p1*x1^{\wedge}3*x2-$

$20*p1^{-}2*x1^{\wedge}3*x2+3375*x2^{-}2-3150*x1*x3+300*p1*x1*x3),$ $(1/15)*xl*(-72*xl^{-}3+4*p1*x1^{\wedge}3+45*x2+$
$10*pl*x2),$ $(2/15)*(27+pl)*xl^{\wedge}2\}.\{(1/225)*(576*x1^{-}S-144*p1*x1S-16*p1^{-}2*x1S+5940*x1^{\wedge}5*x2-$
$690*pl*xl^{-}5*x2-SO*p1^{\wedge}2*x1^{-}5*x2+12150*x1^{-}2*x2^{\wedge}2+600*p1*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2-100*p1^{-}2*x1^{-}2*x2^{\wedge}2-$

$6750*x1^{\wedge}3*x3\star 900*p1*x1^{\wedge}3*x3-7875*x2*x3+750*p1*x2*x3).-S*x1^{r}6-x1^{\wedge}3*x2+10*x2^{r}2+10*x1*x3$ ,
$(1/15)*xl*(96*xl^{\wedge}3*S*p1*x1^{-}3+15*x2+20*p1*x2)\}\}$ ;

$|/|/|/F_{-}\{H.2\}$ Case $’/||/\iota/|/|/’/|/|/||////|/’/l/|/|///’/|/*//|/|/|//|///\cdot/\cdot/|l/l/|/’/|/’/|/$

(I)

$A1=\{\{p1,0,0\}, \{0,2+p1_{*}0\},\{0,0.4+p1\}\}$ ,
$A2\sim\{\{0,1.0\}.\{-72*(1+pl)*xl*(-xl^{\wedge}3+2*p1*x1^{\wedge}3-x2) , 6*(1+4*pl)*xl^{-}2,0\},\{10*(-S*x1^{-}6+S*p1*x1^{\wedge}6+$

$16*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}6+SO*x1^{\wedge}3*x2-166*p1*x1^{\wedge}3*x2-60*p1^{-}2*x13*x2+5*x22+15*p1*x2^{s}2-S*x1*x3+$

$30*pl*xl*x3),$ $(-(10/3))*xl*(-20*xl^{-}3+4*p1*x1^{-}3-15*p1*x2).6*(11+2*pl)*xl^{\wedge}2\}\}_{j}$
$A3=\{\{0.0,1\}_{*}\{10*(-8*x1^{-}6+S*p1*x1^{r}6+16*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}6+SO*x1^{-}3*x2-160*p1*x1^{-}3*x2-60*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3*x2\neq$

$5*x2^{\wedge}2-8*x1*x3+12*p1*x1*x3)$
$,$ $-10/3*xl*(-2*xl3+4*pl*xl^{-}3-25*x2-15*p1*x2)$ ,

$12*(1+p1)*x1^{\wedge}2\}.\{(-(50/9))*(-16*x1^{\wedge}S+16*p1*x1^{\wedge}S+32*p1^{-}2*x1^{\wedge}S+336*x1^{\wedge}5*x2-636*p1*x1^{\wedge}5*x2-$

$240*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}5*x2-216*x1^{\wedge}2*x2^{-}2+324*p1*x1^{-}2*x2^{r}2+450*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}2*x2^{-}2*S*x1^{\wedge}3*x3+12*x2*x3-$

$45*pl*x2*x3),-100/27*(24*x1^{-}6-3S*x1^{-}3*x2-3*x2^{r}2+6*xl*x3),-10/3*xl*(26*xl^{\wedge}3+S*p1*x1^{\wedge}3-$
$65*x2-30*pl*x2)\}\}$ ;

$/./.$ /. $F_{-}\{Ii,3\}$ Case/. $/./././././|’/||/|/\cdot/\cdot/\cdot/\cdot/|/\cdot//|/|/_{1}’/|/\cdot/\cdot/////|/|/\cdot/\cdot/\cdot’/\cdot/\cdot’/\cdot/\cdot/\cdot/|/$.
(I)

$A1\approx\{\{p1 ,0,0\},\{0,2+p1,0\}.\{0.0,4+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0.1.0\},\{-xl*(-11*xl3+14*pl*xl^{\wedge}3+16*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3-1500*x2-6000*p1*x2)/22500$ ,
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$1/300*(7+16*pl)*xl^{\wedge}2.-2/25\},$ $\{1/450*(11*x1^{-}3*x2-14*pl*xl^{-}3*x2-16*pl^{\wedge}2*x1^{\wedge}3*x2+1125*x2^{\wedge}2+$

$1800*p1*x2^{arrow}2-60*xl*x3+120*pl*xl*x3),$ $(2/3)*(-1+2*pl)*xl*x2,$ $(1/300)*(41+8*pl)*xl^{\wedge}2\}\}$ ;
$A3=\{\{0,0,1\},$ $\{(11*x1^{\wedge}3*x2-14*pl*xl^{\wedge}3*x2-16*pl^{-}2*x1^{\wedge}3*x2+1125*x2^{-}2-60*x1*x3+120*p1*x1*x3)/450$ .

$(1/6)*(11+8*pl)*xl*x2,$ $(1/75)*(-1*2*pl)*xl^{\wedge}2\},$ $\{(-(1/9))*(-1+2*pl)*x2*(11*xl^{\wedge}2*x2+$
$8*pl*xl^{\wedge}2*x2-30*x3).0$ . $(1/6)*(37+16*pl)*xl*x2\}\}$ ;

(II)

$A1=\{\{p1,0.0\},\{0,2+p1,0\},\{0,0.4+p1\}\}$ ;
$A2=\{\{0.1.0\}.\{-(((-9+S*pl)*xl*(21*xl^{\wedge}3+S*p1*x1^{-}3-600*x2))/90000), (1/75)*(3+4*pl)*xl^{-}2.2/25\}$ .

$\{(1S9*x1^{arrow}3*x2-96*p1*x1^{\wedge}3*x2-64*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3*x2+7200*p1*x2^{\wedge}2-540*x1*x3+4SO*p1*x1*x3)/1S00$ ,
$(1/3)*(3+4*pl)*xl*x2,$ $(1/75)*(l)*xl^{r}2\}\}$

$A3=\{\{0,0,1\},$ $\{-(((-9+S*pl)*xl*(21*xl^{\wedge}2*x2+S*p1*x1^{\wedge}2*x2-60*x3))/1S00),$ $(1/6)*(21+8*pl)*xl*x2$ .
$(1/300)*(-9+S*pl)*xl^{-}2\}.\{(-(1/144))*(-9+S*pl)*x2*(39*xl^{\wedge}2*x2+32*p1*x1^{\wedge}2*x2-120*x3)$ ,
$(125*x2^{\wedge}2)/4,$ $(1/6)*(27+16*pl)*xl*x2\}\}|$

(III)

$A1\Rightarrow\{\{p1,0.0\},\{0.2+pl.0\}.\{0.0,4+pl\}\}$ ;
$A2=\{\{0,1,0\},$ $\{-xl*(-779*xl^{-}3+176*p1*x1^{\wedge}3+64*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3+37560*x2-21120*p1*x2)/90000$ ,

$(1/150)*(11+8*pl)*xl^{-}2$ ,-7/125$\}$ , $\{(703*x1^{r}3*x2+S*p1*x1^{\wedge}3*x2-128*p1^{\wedge}2*x1^{\wedge}3*x2+6300*x2^{-}2+$

$144OO*p1*x2^{\wedge}2-22SO*x1*x3+960*p1*x1*x3)/3600$ . $(7+16*pl)/12*xl*x2,$ $(13+4*pl)/150*xl^{\wedge}2\}\}$ ;
$A3=\{\{0,0,1\},\{(703*x1^{\wedge}3*x2+S*p1*x1^{\wedge}3*x2-12S*p1^{-}2*x1^{\wedge}3*x2+6300*x2^{-}2-22SO*x1*x3+$

$960*pl*xl*x3)/3600_{*}(1/12)*(37+16*pl)*xl*x2$ . $(1/300)*(-19*8*pl)*xl^{\wedge}2\},$ $\{(-855*x1^{-}5*x2+$

$360*pl*xl^{\wedge}5*x2+67SS*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+62OS*p1*x1^{-}2*x2^{-}2-716S*p1^{-}2*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}2+3420*x1^{\wedge}3*x3-$

$1440*pl*xl^{\wedge}3*x3-63S40*x2*x3+268SO*p1*x2*x3)/4032$ . $(-(375/112))*(x1^{\wedge}3*x2+16*x2^{\wedge}2$

$-4*xl*x3)$ . $(1/12)*(59+32*pl)*xl*x2\}\}$ ;
(IV)

$A1=\{\{p1,0,0\},\{0,2+p1.0\}.\{0,0.4+p1\}\}$ :
$A2=\{\{0.1,0\}.\{-((3+4*pl)*xl*(-9*xl^{-}3+S*p1*x1^{\wedge}3-960*x2))/45000.1/300*(-3+16*p1)*x1^{arrow}2.7/125\}$ ,

$\{(513*x1^{\wedge}3*x2-312*p1*x1^{\wedge}3*x2-12S*p1^{\wedge}2*x13*x2+1OS00*x2^{\wedge}2+14400*p1*x2^{-}2-19SO*x1*x3+$

$960*pl*xl*x3)/3600$ . $(1/12)*(-3+16*pl)*xl*x2$ . $(1/300)*(51+8*pl)*xl^{\wedge}2\}\}$ ;
$A3-\{\{0,0,1\}.\{(513*x1^{-}3*x2-312*p1*x1^{\wedge}3*x2-12S*p1^{-}2*x1^{-}3*x2+1OS00*x2^{-}2-19SO*xl*x3+$

$960*pl*xl*x3)/3600$ . $(1/12)*(27+16*pl)*xl*x2,$ $(1/150)*(3+4*pl)*xl^{-}2\}$ .
$\{(-(1/144))*x2*(-621*xl^{-}2*x2+264*p1*x1^{\wedge}2*x2*256*p1^{\wedge}2*x1^{-}2*x2*19SO*x3^{\wedge}960*p1*x3)$ ,

$(125*x2^{\wedge}2)/4,$ $(1/12)*(69+32*pl)*xl*x2\}\}$ ;

$/./././././././././.’/./././././.’/./.’/././.’/.’/./././././././,/./././.’/././././././$.

\S 9. $y^{5}+z^{4}$ の変形として得られる斎藤自由因子の場合
$y^{5}+z^{4}$ はアーノルドの記号で $W_{12}$ と書かれた 14種類の例外的特異点のひとつである. これの変形で得

られる多項式の零点が斎藤自由因子のなるものは分類されている ([26]). 正確にいえば, $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ を重み
2, 4, 5の変数として, $f(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ は次数 20の重みつき多項式で, $f(0,x_{2},x_{3})=x_{2}^{5}+x_{3}^{4}$ が成り立ち, さ
らに $f(x)=0$ は斎藤自由因子になる. これらの条件を満たす多項式は重みつき座標変換を除いて次の 4種
類の多項武のいずれかになる.

fl $=2560*x1^{rightarrow}4*x2^{\wedge}3-95*x1^{\alpha}2*x2^{\wedge}4+x2^{\wedge}5-65536*x1^{\wedge}5*x3^{\wedge}2+2560*x1^{r}3*x2*x3^{\wedge}2-$

$30*x1*x2^{\wedge}2*x3^{\wedge}2+x3^{\wedge}4$

f2 $=(16*x1^{\wedge}6*x2^{\wedge}2+24*x1^{\wedge}4*x2^{\wedge}3+9*x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}4+x2^{\wedge}5-8*x1^{\wedge}3*x2*x3^{-}2-$

$6*xl*x2^{-}2*x3^{\wedge}2+x3^{\wedge}4)$ ;
f3 $=25*x1^{\wedge}8*x2+100*x1^{\wedge}6*x2^{\wedge}2+110*x1^{\wedge}4*x2^{\wedge}3+20*x1^{\wedge}2*x2^{-}4+x2^{-}5-2*x1^{\wedge}5*x3^{-}2-$

$20*x1^{\wedge}3*x2*x3^{\wedge}2-10*xl*x2^{\wedge}2*x3^{-}2+x3^{-}4$ ;
f4 $=(x1^{\wedge}2*x2^{\wedge}4+x2^{\wedge}5-2*xl*x2^{arrow}2*x3^{-}2+x3^{\wedge}4)$ ;

これらの多項式から定まる斎藤自由因子に対して, 振れのない積分可能接続で条件 (D3) を満たすもの
が存在するのは, $f_{3}$ だけである. この場合を調べる. 以下の計算のアイデアは斎藤 [19] にある.
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まず,

$M=(2x_{1}x_{2}^{2}x_{3}$ $-2(5x_{1}^{3}x_{2^{2x_{1}x_{3}}}+10x_{1}x_{2}^{2}-x_{3}^{2})4x_{2}$ $\frac{5}{2}(5x_{1}^{4}+10x_{1}^{2}x_{2}+x_{2}^{2})\frac{5}{2}x_{1}(3x_{1}^{2}-2x_{2})x_{3}5x_{3})$

とおいて, 多項式 $f=\det M$ を定義する. この $f$ は上の $f_{3}$ に他ならない.
ベクトル場 $V_{j}(j=0,1,2)$ を

${}^{t}(V_{0},$ $V_{1},$ $V_{2})=M^{t}(\partial_{x_{1}}, \partial_{x_{2}},\partial_{x_{3}})$

によって定義する. このとき,

$[V_{0}, V_{1}]=3V_{1},$ $[V_{0}, V_{2}]=6V_{2},$ $[V_{1}, V_{2}]=- \frac{3}{2}(5x_{1}^{2}+2x_{2})x_{3}V_{0}+\frac{15}{2}x_{1}(x_{1}^{2}+2x_{2})V_{1}$

$V_{0}f=20f,$ $V_{1}f=0,$ $V_{2}f=-10x_{1}(x_{1}^{2}+6x_{2})f$.
が成り立つ. $\vec{u}={}^{t}(u,$ $V_{1}u,$ $V_{2}u)$ とおいて, 微分方程式系

$(W)$ $V_{j}\vec{u}=A_{j+1}\overline{u}(j=0,1,2)$

を考える. ここで

$A_{1}=$ $s_{0}00$ $3+s_{0}00$ $6+s_{0}00)$

$A_{2}=$ $- \frac{3}{2}s_{0}(5x_{1}^{2}+2x_{2})x_{3}00$ $- \frac{1}{2}x_{1}(-12x_{1}^{2}+s_{0}x_{1}^{2}-12x_{2}+6s_{0}x_{2})01$ $000)$

$A_{3}=($ $\frac{1}{4}\{-(s_{0}+3)^{2}x_{1}^{6}-3(2s_{0}+1)(2s_{0}-9)x_{1}^{4}x_{2}-24s_{0}x_{1}x_{3}^{2}\}0$
$\frac{3}{2}(3x_{1}^{2}+x_{2})x_{3}0$

$-(3+s_{0})x_{1}(x_{1}^{2}+6x_{2})1)$

$0$ $- \frac{1}{2}(3+s_{0})x_{1}(x_{1}^{2}+6x_{2})$ $0$

$-9(4s_{0}^{2}-2s0+3)x_{1}^{2}x_{2}^{2}+3(3-4s_{0})x_{2}^{3}$

$(W)$ は斎藤自由因子 $f=0$ に関する一意化方程式系である. $(W)$ は次の微分方程式系に書き直せる.

$(W_{\epsilon_{0}}’)$ $\{\begin{array}{l}V_{0}u = s_{0}u,V_{1}^{2}u = 0,V_{2}V_{1}u = -\frac{1}{2}(s_{0}+3)x_{1}(x_{1}^{2}+6x_{2})V_{1}u,V_{2}^{2}u = \frac{1}{4}\{-(s_{0}+3)^{2}x_{1}^{6}-3(2s_{0}+1)(2s_{0}-9)x_{1}^{4}x_{2}-9(4s_{0}^{2}-2s0+3)x_{1}^{2}x_{2}^{2}+3(3-4s_{0})x_{2}^{3}-24s_{0}x_{1}x_{3}^{2}\}u+\frac{3}{2}x_{3}(3x_{1}^{2}+x_{2})V_{1}-(s0+3)x_{1}(x_{1}^{2}+6x_{2})V_{2}.\end{array}$

そこで

$(W_{s\text{。}}’’)$ $\{\begin{array}{l}V_{0}u = s_{0}u,V_{1}u = 0,V_{2}^{2}u = \frac{1}{4}\{-(s_{0}+3)^{2}x_{1}^{6}-3(2s0+1)(2s_{0}-9)x_{1}^{4}x_{2}-9(4s_{0}^{2}-2s0+3)x_{1}^{2}x_{2}^{2}+3(3-4s_{0})x_{2}^{3}-24s_{0}x_{1}x_{3}^{2}\}u-(s_{0}+3)x_{1}(x_{1}^{2}+6x_{2})V_{2}.\end{array}$

とおくと, $(W_{s_{0}}’’)$ は $(W_{so}’)$ の商である.
$(W_{s_{0}}’’)$ の解を求める. そのために

$p=x_{2}-x_{1}^{2},$ $q=x_{1}^{5}+10x_{1}^{3}x_{2}+5x_{1}x_{2}^{2}-x_{3}^{2}$

として, さらに

$V_{2}’=V_{2}+( \frac{1}{2}x_{1}^{3}+3x_{1}x_{2})V_{0}$ .
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を定義する. このとき, 定数倍を除いて, $p^{5}+q^{2}$ は $\det M$ に一致する. 簡単な計算によって

$V_{0}p=4p,$ $V_{0}q=10q$ , $V1p=V1q=0$ , $V_{2}’p=-2q,$ $V_{2}’q=5p^{4}$

$t=a^{s}+L^{2}p^{7}$ とおくと, $(W”)$ より微分方程式

$\{(3+s_{0}-20\theta)^{2}-t(-4+s_{0}-20\theta)(s_{0}-20\theta)\}u=0$

を得る. ここで, $\theta=t\partial_{t}$ である. $v=t^{-(so+3)/20}u$ とおくと, この微分方程式は

$\{\theta^{2}-t(\theta+\frac{7}{20})(\theta+\frac{3}{20})\}v=0$

になる. したがって

$u=t^{(so+3)/20}F( \frac{7}{20},$ $\frac{3}{20}\cdot 1;t)$

が解になることがわかる.
このようにして, 超幾何関数を使って $(W_{\epsilon_{0}}’’)$ の解を表示できる. この議論は本質的には \S 4の議論と同

じである.
$(W_{\delta\text{。}}’)$ のもうひとつの解法を説明する. これは斎藤 [19] の最後の 2 ページにあるのとほとんど同じであ

る. 逆にいえば, そこでの議論を応用できる場合である.
$f_{0}^{(-s_{0}-3)/20}$ を $ut^{\sim}$.かけた未知関数に対する微分方程式にすることで $s_{0}=-3$ としてよい. 今後議論を

$(W_{-3}’)$ の場合に限定する. まず $h$ の多項式

$P(h)=h^{5}+5ph^{3}+5p^{2}h+2q$

を定義する. $p,$ $q$ は上で定めた $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}$ の多項式である. P(ん) の判別式は $(p^{5}+q^{2})^{2}$ になる. 次の公式が
成り立つ.

$(V_{2}^{\prime 2}- \frac{9}{4}p^{3})P(h)^{-1/2}=\frac{d}{dh}[P(h)^{-3/2}\{-5(p^{4}h^{4}+2(2p^{5}+q^{2})h^{2}+p^{3}qh+2p(p^{5}+q^{2}))+\frac{3}{2}p^{3}hP(h)\}]$

この式から, 適当なサイクル $\gamma_{i}(x)(i=1,2)$ をとって,

$u_{i}(x)= \int_{\gamma:(x)}P(h)^{-1/2}dh$ $(i=1,2)$

が線形独立でともに $(W_{-3}’’)$ の解になるようにする. (本当にこのようなサイクル $\gamma_{i}(x)(i=1,2)$ がとれる
かどうかは現在のところ確認できていない. $)$ 次に

$v(x)=\int_{\infty}^{ax_{1}}P(h)^{-1/2}dh$

とおく. $a$ は定数で後に定める. $v(x)$ が $(W_{-3}’)$ の解になるための条件を調べる. 簡単な計算によって,

$V_{0}P(h)=10P(h)-2h \frac{d}{dh}P(h)$

を確かめることができる. したがって

$V_{0}v$ $=$ $a(V_{0}x_{1})(P(h)|_{harrow ax_{1}})-\frac{1}{2}\int^{ax_{1}}P^{-3/2}(V_{0}P)dh$

$=$ $2ax_{1}(P(h)|_{harrow ax_{1}})-5v+\beta_{\infty}^{x_{1}}hP^{-3/2_{\frac{d}{dh}Pdh}}$

ここで

$hP^{-3/2} \frac{d}{dh}P=2P^{-1/2}-2\frac{d}{dh}(hP^{-1/2})$

に注意すれば
$V_{0}v$ $=$ $2ax_{1}(P(h)|_{harrow ax_{1}})-5v+\{2v-2(hP^{-1/2})|_{harrow ax_{1}}\}$

$=$ $-3v$
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がわかる. 次に $V_{1}v$ を計算する. $Vip=Viq=0$ だから $V_{1}P=0$ は明らか. したがって

$V_{1}v=a(V_{1}x_{1})P(ax_{1})^{-1/2}$

となる. $V_{1}x_{1}=x_{3}$ であるから, $P(ax_{1})/x_{3}^{2}$ が定数になるよう $_{\llcorner}^{}a$ を求める. すると $a=-2$ のとき, 上手合い具合に $P(-2x_{1})=-2x_{3}^{2}$ となる. これからは $a=-2$ として計算を続}yる. $P(-2x_{1})=-2x_{3}^{2}$ だから,

$V_{1}v=\sqrt{-2}$

となる. これから $V_{1}^{2}v=V_{2}V_{1}v=0$ が得られる. 最後に $V_{2}^{r2}v$ の計算をする.

$V_{2}’v= \int_{\infty}^{-2x_{1}}(V_{2}’P^{-1/2})dh-2(V_{2}’x_{1})(P^{-1/2}|_{harrow-2x_{1}})$

であるから,

$V_{2}^{\prime 2}v= \int_{\infty}^{-2x_{1}}(V_{2}^{;2}P^{-1/2})dh-2(V_{2}’x_{1})(V_{2}’(P^{-1/2})|_{harrow-2x_{1}})-2V_{2}’((V_{2}’x_{1})(P^{-1/2}|_{harrow-2x_{1}}))$

ところで,

$(V_{2}^{r2}- \frac{9}{4}p^{3})P^{-1/2}=\frac{d}{dh}[P^{-3/2}\{-5(p^{4}h^{4}+2(2p^{5}+q^{2})h^{2}+p^{3}qh+2p(p^{5}+q^{2}))+\frac{3}{2}p^{3}hP\}]$

が成り立つ. この両辺をんに関して $\infty$ から $-2x_{1}$ まで積分することによって,

$\int_{\infty}^{-2x_{1}}V_{2}^{\prime 2}P^{-1/2}dh-\frac{9}{4}p^{3}v$

$=$ $P^{-3/2} \{-5(p^{4}h^{4}+2(2p^{5}+q^{2})h^{2}+p^{3}qh+2p(p^{5}+q^{2}))+\frac{3}{2}p^{3}hP\}|_{harrow-2x_{1}}$

以上から,

$V_{2}^{r2}v= \frac{9}{4}p^{3}v+\frac{3\sqrt{-2}}{2}x_{3}(3x_{1}^{2}+x_{2})$

が得られる. $V_{1}v=\psi 2$ であったから,

$V_{2}^{\prime 2}v= \frac{9}{4}p^{3}v+\frac{3}{2}x_{3}(3x_{1}^{2}+x_{2})V_{1}v$

以上から, $v$ が

$\{\begin{array}{ll}V_{0}v = -3vV_{1}^{2}v = 0V_{2}V_{1}v = 0V_{2}^{\prime 2}v = \frac{9}{4}p^{3}v+\frac{3}{2}x_{3}(3x_{1}^{2}+x_{2})V_{1}v\end{array}$

を満たすことがわかる. この微分方程式系は $(W_{-3}’)$ に他ならない.
$u_{1},$ $u_{2}$ の構成のときの議論でサイクルのとり方が気になるが, すでに超幾何関数を使った表示をあたえ

ているから一応は $(W_{-3}’)$ の 3個の独立解を構成したことになる.
$D=\{x\in C^{3};f_{0}(x)=0\}$ は斎藤自由因子であるが, $u_{1},$ $u_{2},$ $v$ を使って,

$\varphi(x)=(u_{1}(x),u_{2}(x),v(x))$

とおけば, 写像
$\varphi:C^{3}-Darrow C^{3}$

を構成できる.
この写像の像は $C^{3}$ の開集合になるが, これを決定すること, また特殊関数を使って逆写像を構成する

ことは興味深い問題である.

注意 9.1. 本節の議論は \S 73の $H_{3}$ 型鏡映群の場合にも展開することは可能である.
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