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1 はじめに

AKNS 階層とは Ablowitz-Kaup-Newell-Segur による, $2\cross 2$ 行列係数の線形微分方程式
の両立条件として定義されるソリトン方程式系であり, 非線形シュレーディンガー (NLS)
方程式などを含む [1]. また, ASDYM というのは anti-self-dual Yang-Mills 方程式のこと
である. ここでいう AKNS-ASDYM 階層とは, その両方の方程式系を含む偏微分方程式
系であり, $F$ . 池田・高崎により定義された $2+1$ 次元 NLS 階層” [7] と同じものであ
る. この偏微分方程式系に制限条件を加えると, 神保・三輪による 6種類のパンルヴェ方
程式に付随する線形問題 [5] のうちの 5つが得られることが現時点でわかっている. この
うち Painlev\’e III, IV が AKNS 階層の相似簡約で得られることは神保・三輪 [6] により,
Painlev\’e VI と ASDYM の関係は Mason-Woodhouse [9] らにより知られているが, 本稿
ではこれらの結果を含む形で一般的な定式化を行い, 2 $+$ 1次元 NLS 方程式の相似簡約で
Painlev\’eV $\ovalbox{\tt\small REJECT}$方程式が得られることを示す. また, その応用として Tkacy-Widom による
Painlev\’e 方程式の行列積分解 [13] が再構成できることを最後に注意する.

2 AKNS 階層の構成
はじめに AKNS 階層を構成する. 戸田階層についての高崎の教科書 [12] 第 3章にある

ように, ソリトン方程式系を構成するには Lax 形式 Sato$\succ Wilson$ 形式, Hirota 形式とい
う三つの異なる記述形式があるが, ここでは Sato-Wilson 形式による構成を行う. AKNS
階層は $2\cross 2$行列係数の線形微分作用素 (Lax 作用素) を基本的な変数と考えて方程式系
を構成することが多いが, Sato-Wilson 形式では, より基本的な変数である線形方程式系
の形式解 (波動関数) に時間発展を与える.
まず次のような形の $2\cross 2$ 行列 $W,\overline{W}$ を考える.

$W:=I+W_{1}\zeta^{-1}+W_{2}\zeta^{-2}+W_{3}\zeta^{-3}+\cdots$ (1)
$\overline{W}:=G\hat{W}=G(I+\overline{W}_{1}\zeta+\overline{W}_{2}\zeta^{2}+\cdots)$ (2)

ここで $\zeta$ はパラメ $arrow$ タ
$,$

$G\in$ SL2 $(\mathbb{C})$ とし, 特に

$W_{1}=\{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}$ $\overline{W}_{1}=[_{\overline{r}}^{\overline{w}}-\overline{w}\overline{q}]$ $G=\{\begin{array}{ll}a bc d\end{array}\}$ (3)

数理解析研究所講究録
第 1662巻 2009年 195-210 195



とおく. 設定をより詳しく言うと, アフィン リー環 $\hat{g}=s1_{2}=g|_{2}\otimes \mathbb{C}[\zeta,$$(-1]\oplus \mathbb{C}c\wedge$ の

homogeneous gradation に関する分解 $g=g<0\oplus go\oplus\emptyset>0,$ $g_{0}=\epsilon 1_{2}\oplus \mathbb{C}c,$ $9>0=\epsilon I_{2}\otimes\zeta \mathbb{C}[\zeta]$ ,
$g<0=s\text{【_{}2}\otimes\zeta^{-1}\mathbb{C}[\zeta^{-1}]$ を考えたとき, $W\in\exp(9<0),\hat{W}\in\exp(9>0)$ という場合を考える.
よって $W_{j},\overline{W}_{j}(j=2,3, \ldots)$ はトレース $0$ ではない. とにかく $W_{j},$ $G,\overline{W}_{j}$ の成分が後に

定義する方程式系の従属変数となる. さらに $H_{n}:=\{\begin{array}{ll}\zeta^{n} 00 -C^{n}\end{array}\}$ とおき, 行列 $L,$ $.\overline{L}$ を

$L:=WH_{0}W^{-1}=H_{0}+U_{1}\zeta^{-1}+U_{2}\zeta^{-2}+U_{3}\zeta^{-3}+\cdots\in g_{0}\oplus g<0$ (4)
$\overline{L}:=\overline{W}H_{0}\overline{W}^{-1}=\overline{U}_{0}+\overline{U}_{1}\zeta+\overline{U}_{2}\zeta^{2}+U_{3}\zeta^{3}+\cdots\in 90\oplus 9>0$ (5)

で定義する. $U_{j},\overline{U}_{j}$ はそれぞれ $W,\overline{W}$ を用いて書き下すことができるが, 特に $U_{j}$ は $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

の成分を次数 $k$ と数えたとき, $i$次同次式である. これは定義 (4) を $LW=WH_{0}$ と表示
し, 両辺の $\zeta$ のべきを比較すれば確かめられる. たとえば

$U_{1}=\{\begin{array}{ll}0 -2q2r 0\end{array}\}$ $U_{2}=\{\begin{array}{ll}2qr -2w_{l2}^{(2)}-2qw2w_{2l}^{(2)}-2rw -2qr\end{array}\}$ . (6)

ここで $w_{12}^{(2)},$ $w_{21}^{(2)}$ はそれぞれ $W_{2}$ の 12成分, 21成分である. $\overline{U}_{j}$ も同様な同次性があり, $G$

の成分を $0$ 次, $\overline{W}_{k}$ の成分を一 $k$ 次と数えると一$i$ 次の同次式になる $(j,$ $k>0$ とする $)$ .
たとえば

$\overline{U}_{0}=GH_{0}G^{-1}=\{\begin{array}{ll}ad+\ -2ab2cd -ad-bc\end{array}\}$ , $\overline{U}_{1}=G\{\begin{array}{ll}0 -2\overline{q}2\overline{r} 0\end{array}\}G^{-1}$ (7)

である. $\overline{U}_{0}$ を与えるのに $\det G=1$ を用いていることに注意.
さて, 独立変数 $t=(t_{1}, t_{2}, \ldots),\overline{t}=(\overline{t}_{1},\overline{t}_{2}, \ldots)$ による $W,\overline{W}$ の時間発展を, 次の Sato-

Wilson 方程式で定義する:

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial W}{\partial t_{n}}=B_{n}W-WH_{n}=-B_{n}^{c}W\frac{\partial W}{\overline{\alpha}_{n}}=\overline{B}_{n}W\end{array}$

ここで

(8)$\{\begin{array}{l}\frac{\partial W}{\partial t_{n}}=B_{n}\overline{W}\frac{\partial\overline{W}}{\partial\overline{t}_{n}}=\overline{B}_{n}\overline{W}-\overline{W}H_{-n}=-\overline{B}_{n}^{c}\overline{W}\end{array}-$

$B_{n}:=(\zeta^{n}L)\geq 0=H_{n}+U_{1}\zeta^{n-1}+\cdots+U_{n}$, $B_{n}^{c}:=\zeta^{n}L-B_{n}$ ,
$\overline{B}_{n}:=(\zeta^{-n}\overline{L})<0=\overline{U}_{0}\zeta^{-n}+\overline{U}_{1}\zeta^{-n+1}+\cdots+\overline{U}_{n-1}\zeta^{-1}$, $\overline{B}_{n}^{c}:=\zeta^{-n}\overline{L}-\overline{B}_{n}$

である. $B_{n},\overline{B}_{n}$ の定義にある行列の右下の $\geq 0$ は $\zeta$ の非負べきの部分を取り出すという
意味で, $<0$ は $\zeta$ の負べきの部分を取り出すという意味である. 特に従属変数 (3) の $W_{1}$

と $G$ の満たす方程式系が重要なので改めて述べておく:
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$\bullet$ 方程式系 (8) のうち, $W$ の $t_{n}$ 微分と $\overline{t}_{n}$ 微分において $(^{-1}$ の係数を見ると

$\frac{\partial W_{1}}{\partial t_{n}}=-U_{1+n}$ , $\frac{\partial W_{1}}{\partial\overline{t}_{n}}=\overline{U}_{n-1}$ (9)

となる. よって $q,$ $r$ の $t_{n}$ 微分は $n+1$ 次の変数 $U_{n+1}$ となり, $\overline{t}_{n}$ 微分は $1-n$ 次の
変数 $\overline{U}_{n-1}$ となるという同次性があることがわかる.

$\bullet$ 方程式系 (8) のうち, $\overline{W}$ の $t_{n}$ 微分と $\overline{t}_{n}$ 微分において $\zeta^{0}$ の係数をみると次を得る.

$\frac{\partial G}{\partial t_{n}}=U_{n}G$ , $\frac{\partial G}{\partial\overline{t}_{n}}=-\overline{U}_{n}G$. (10)

これらの方程式系のほとんどは従属変数 (3) で閉じていないが, $n=1$ のとき,

$\frac{\partial W_{1}}{\theta\overline{t}_{1}}=\overline{U}_{0}$ , $\frac{\partial G}{\partial t_{1}}=U_{1}G$, $\frac{\partial G}{\partial\overline{t}_{1}}=-\overline{U}_{1}G$ , $\frac{\partial\overline{W}_{1}}{\partial t_{1}}=G^{-1}H_{0}G$

の 4式は (3) で閉じている. 成分で表せば

$\frac{\partial}{\partial\overline{t}_{1}}\{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}= \{\begin{array}{ll}ad+bc -2ab2cd -ad-bc\end{array}\}$
$\frac{\partial}{\partial t_{1}}\{\begin{array}{ll}a bc d\end{array}\}= \{\begin{array}{ll}-2qc -2qd2ra 2rb\end{array}\}$

$\frac{\partial}{\partial t_{1}}\{\begin{array}{ll}\overline{w} \overline{q}\overline{r} -\overline{w}\end{array}\}= \{\begin{array}{ll}ad+bc 2bd-2ac -ad-bc\end{array}\}$ , $\frac{\partial}{\partial\overline{t}_{1}}\{\begin{array}{ll}a bc d\end{array}\}= \{\begin{array}{ll}-2\overline{r}b 2\overline{q}a-2\overline{r}d 2\overline{q}c\end{array}\}$

である. この方程式系 ($w,$ $\varpi,\overline{q},\overline{r}$ は関係式より消去できる) を Pohlmeyer$-$ Lund-Regge 方
程式といい, $\eta$�似簡約により Painlev\’e III 型方程式となることが知られている [6].

Sato-Wilson 方程式により, 行列 $L$ は次の Lax 方程式を満たすことがわかる :

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial L}{\partial t_{n}}=[B_{n},L]=-[B_{n}^{c}, L]\{\end{array}$

$\frac{\partial\overline{L}}{\partial t_{n}}=[B_{n},\overline{L}]$

$\frac{\partial L}{\partial\overline{t}_{n}}=[\overline{B}_{n},L]$

$\frac{\partial\overline{L}}{\theta\overline{t}_{n}}=[\overline{B}_{n},\overline{L}]=-[\overline{B}_{n}^{c}, L]$

(11)

上で述べたように, Sato-Wilson 方程式は有限個の従属変数で閉じた方程式にはならない
が, Lax 方程式により次がわかる.

定理 ([14] Theorem 3.10, [3] Chapter 9参照) 行列 $L(4)$ の成分は, 変数 $q,$ $r$ の $t_{1}$ に関す
る微分多項式で表示される. また, (5) で定義される行列 $\overline{L}$ の成分は, 変数 $\overline{q},\overline{r}$ の $\overline{t}_{1}$

に関する微分多項式で表示される.

証明は, $\frac{\partial L}{\partial t_{1}}=[B_{1},$ $L|$ を $\zeta$ のべきで展開して得られる閏係式

$\frac{\partial U_{j}}{\partial t_{1}}=[H_{0},U_{j+1}]+[U_{1}, U_{j}]$ $(j=1,2, \ldots)$ (12)
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と, $L^{2}=W(H_{0})^{2}W^{-1}=I$ より得られる関係式

$H_{0}U_{j}+U_{j}H_{0}+ \sum_{i=1}^{j-1}U_{1}U_{j-i}=0$ $(j=1,2,$ $\ldots)$ (13)

に (6) で定義される $U_{1}$ を代入して $j=1$ の場合から順に (12), (13) を解くことにより帰
納的に示せる. 結果のみいくつか述べると

$U_{1}=\{\begin{array}{ll}0 -2q2r 0\end{array}\}$ , $U_{2}=\{\begin{array}{ll}2qr -q’-r -2qr\end{array}\}$ $U_{3}=\{\begin{array}{lll}q’r-qr’ -\angle’2 -4q^{2}r\frac{f’’}{2}+4qr^{2} -tr+qr \end{array}\}$ (14)

$U_{4}=\{\begin{array}{lll}\frac{1}{2}(qr’’+q’’r-q^{/}r^{/})+6q^{2}r^{2} -\triangle_{4}’’ -6qq’r-\frac{f^{\prime,\prime}}{4}-6qrr’ -\frac{l}{2}(qr’’+q’r-q,r,)-6q^{2}r^{2} \end{array}\}$ (15)

となる. ここで’は $t_{1}$ に関する微分を表す. $\overline{L}$ についても同様に示せる.
この結果を Sato-Wilson 方程式 (9) に代入することにより, 変数 $q,$ $r$ の $t_{n}$ 微分が得ら

れる. たとえば $t_{2}$ 微分, $t_{3}$ 微分はそれぞれ

$\{$ $\{$

$\frac{\partial q}{\alpha_{3}}=\frac{l’’}{4}+6qq’r$$\frac{\partial q}{\partial t_{2}}=\frac{\phi’}{2}+4q^{2}r$

$\frac{\partial r}{\partial t_{2}}=-\frac{r’’}{2}-4qr^{2}$ $\frac{\partial r}{\theta t_{3}}=\frac{r’’’}{4}+6qrr’$

(16)

となる. $t_{2}$ 微分は非線形シュレーディンガー方程式, $t_{3}$ 微分は結合型変形 $KdV$方程式と
いうソリトン方程式である. このようにして得られる無限変数の偏微分方程式系を AKNS
階層という. また, 同じ $\langle$ Sato-Wilson 方程式より $W_{1}$ の対角成分 $w$ が次を満たすことも
わかる.

$\frac{\partial w}{\partial t_{1}}=-2qr$, $\frac{\partial w}{\partial t_{2}}=--q’r+qr’$ , $\frac{\partial w}{\partial t_{3}}=-\frac{1}{2}(qr’’+q’’r-q’r’)-6q^{2}r^{2}$ . (17)

3 $2+1$次元NLS階層
従属変数の行列 $W,\overline{W}(1),$ (2) に, さらに Sato-Wilson 方程式 (8) と両立するような時
間発展を定義する. 論文 [7] で与えられたものと同じ方程式系であるが, ここでは擬微分
作用素ではなく, $2\cross 2$ 行列による定武化を行う. まず $W$ と $\overline{W}$ の成分は独立変数 $y_{0},$ $z_{0}$

に依存すると仮定し, この変数に関する微分作用素から (4), (5) と同様な操作により Lax
作用素を定義する:

$W \cdot\frac{\partial}{\partial y_{0}}\cdot W^{-1}=\frac{\partial}{\partial y_{0}}-\frac{\partial W}{\partial y_{0}}W^{-1}$ , $W \cdot\frac{\partial}{\partial z_{0}}\cdot W^{-1}=\frac{\partial}{\partial z_{0}}-\frac{\partial W}{\partial z_{0}}W^{-1}$ (18)

ここで左辺は作用素の合成を意味するので, $L$ と $\overline{L}$ の定義 (4), (5) における $H_{0}$ を微分作
用素に置き換えたことになる. 今, $y_{0}$ 微分で定義された作用素の行列部分を

$- \frac{\partial W}{\partial y_{0}}W^{-1}=V_{1}\zeta^{-1}+V_{2}\zeta^{-2}+V_{3}\zeta^{-3}+\cdots\in$ 灰 $0$ ,
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とおくと, 係数 $V_{i}$ は

$V_{1}=- \frac{\partial W_{1}}{\partial y_{0}}=-\frac{\partial}{\partial y_{0}}\{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}$ ,

$V_{2}=- \frac{\partial W_{2}}{\partial y_{0}}-V_{1}W_{1}=-\frac{\partial}{\partial y_{0}}[_{w_{21}^{(2)}}^{w_{11}^{(2)}}$

(19)

$w_{22}^{(2)]}w_{12}^{(2)}+( \frac{\partial}{\partial y_{0}}\{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}) \{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}$

のように表すことができる. Lax 作用素 $L$ の計算 (6) において $\text{「_{}W_{i}}$ と $H_{0}$ とのブラケッ
トを取る」 という操作を「臓を $y_{0}$ で微分する」 という操作に置き換えたことになる.

Lax 作用素 (18) を用いて $W,\overline{W}$ の変数 $y_{n},$ $z_{n}(n=1,2, \ldots)$ に関する時間発展を次で
定義する.

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial W}{\partial y_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial W}{\partial y_{0}}+C_{n}W=-C_{n}^{c}W\frac{\partial\overline{W}}{\partial y_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial y_{0}}+C_{n}\overline{W}\end{array}$

ここで

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial W}{\partial z_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial W}{\partial z_{0}}+D_{n}W=-D_{n}^{c}W\frac{\partial\overline{W}}{\partial z_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial z_{0}}+D_{n}\overline{W}\end{array}$ (20)

$C_{n}:=(- \zeta^{n}\frac{\partial W}{\partial y_{0}}W^{-1})_{\geq 0}=V_{1}\zeta^{n-1}+\cdots+V_{n}$, $D_{n}:=(- \zeta^{n}\frac{\partial W}{\partial z_{0}}W^{-1})_{\geq 0}$

とする. ここでも (3) 式の従属変数 $W_{1}$ と $G$ の満たす方程式が基本的である. 方程式系
(20) の $y_{n}$ に関する微分について $\zeta^{-1}$ と $\zeta^{0}$ の係数をみると

$\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{n}}=-V_{n+1}$ ,

を得る. 特に $n=1$ のとき, (19) とあわせて

$\frac{\partial G}{\partial y_{n}}=V_{n}G$ (21)

$\frac{\partial G}{\partial y_{1}}=V_{1}G=-\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{0}}G$ , $\frac{\partial G}{\partial z_{1}}=-\frac{\partial W_{1}}{\partial z_{0}}G$ (22)

となるが, この関係式より (19) の行列 $V_{1}$ が $V_{1}=- \frac{\partial W_{1}}{\partial y_{0}}=\frac{\partial G}{\partial y_{1}}G^{-1}$ と 2通りに表示でき
ること 1 $\breve$注意する
この場合も方程式系 (20) より次の Lax 方程式が成り立つことがわかる.

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial L}{\partial y_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial L}{\partial y_{0}}+[C_{n}, L]\{\end{array}$

$\frac{\partial\overline{L}}{\partial y_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial\overline{L}}{\partial y_{0}}+[C_{n},\overline{L}]$

$\frac{\partial L}{\partial z_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial L}{\partial z_{0}}+[D_{n},L]$
$\frac{\partial\overline{L}}{\partial z_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial\overline{L}}{\partial z_{0}}+[D_{n},\overline{L}]$

(23)

特に $L$ の翫に関する微分方程式で $\zeta^{-1}$ の係数をみると

$\frac{\partial U_{1}}{\partial y_{n}}=\frac{\partial U_{n+1}}{\partial y_{0}}+[V_{1},U_{n}]+[V_{2}, U_{n-1}]+\cdots+[V_{n}, U_{1}]$ (24)
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となる. ここに定理で与えた $U_{j}(14),$ (15) などを代入すれば, 従属変数 $q,$ $r$ の, 独立変数
$y_{n}$ と $t_{1}$ に関する微分方程式が得られる. 例えば $n=1$ のとき

$\frac{\partial U_{1}}{\partial y_{1}}=\frac{\partial U_{2}}{\partial y_{0}}+[V_{1}, U_{1}]$ $\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{l}\frac{\partial q}{\partial y_{1}}=\frac{1}{2}\frac{\partial^{2}q}{\partial t_{1}\partial y_{0}}-2q\frac{\partial w}{\partial y_{0}}\frac{\partial r}{\partial y_{1}}=-\frac{1}{2}\frac{\partial^{2}r}{\theta t_{1}\partial y_{0}}+2r\frac{\partial w}{\partial y_{0}}\end{array}$ (25)

である. ここで (17) で与えた関係式により $w$ を消去すれば $q,$ $r$ のみで閉じた方程武

$\frac{\partial q}{\partial y_{1}}=\frac{1}{2}\frac{\partial^{2}q}{\partial t_{1}\partial y_{0}}+4q\frac{\partial}{\partial y_{0}}\int qrdt_{1}$ , $\frac{\partial r}{\partial y_{1}}=-\frac{1}{2}\frac{\partial^{2}r}{\partial t_{1}\partial y_{0}}-4r\frac{\partial}{\partial y_{0}}\int qrdt_{1}$ (26)

が得られる. 方程式 (26) を 2 $+$ 1次元非線形シュレーディンガー方程式という. $y_{0}=ti$ ,
$y_{1}=t_{2}$ とすれば (16) 式の非線形シュレーディンガー方程式に一致する.

4 波動関数と零曲率方程式, ASDYM 階層
4種の独立変数 $t=(t_{1}, t_{2}, \ldots),\overline{t}=(\overline{t}_{1},\overline{t}_{2}, \ldots),$ $y=(y0, y_{1}, \ldots)$ , z $=$ $($劾 $, z_{1}, \ldots)$ による

時間発展 (8), (20) をみたすような $W,\overline{W}$ を用いて, 波動関数 $\Psi=\Psi(\zeta;\alpha, \gamma, \delta, t,\overline{t}_{\dagger}y, z)$ ,
$\overline{\Psi}=\overline{\Psi}(\zeta;\beta,\delta, t,\overline{t}y, z)$ を次で定義する:

$\Psi=W(;t,\overline{t}y,z)\zeta^{\alpha H_{0}}(\sum_{n=0}^{\infty}y_{n}\zeta^{n})^{\gamma H_{0}}(\sum_{n=0}^{\infty}z_{n}\zeta^{n})^{\delta H_{0}}\exp(\sum_{n=1}^{\infty}t_{n}H_{n})$ (27)

$\overline{\Psi}=\overline{W}(\zeta;t,\overline{t}_{t}y, z)\zeta^{\beta H_{0}}(n(\sum_{n-\triangleleft}^{\infty}z_{n}\zeta^{n})^{\delta H_{0}}\exp(\sum_{n=1}^{\infty}\overline{t}_{n}H_{-n})$ (28)

ここで $\alpha,$ $\beta,$
$\gamma,$

$\delta$ は複素パラメータとする. 定義より $\Psi,\overline{\Psi}$ は次を満たす.

$L\Psi=\Psi H_{0}$ , $\overline{L}\overline{\Psi}=\overline{\Psi}H_{0}$ .

さらに Sato-Wilson 方程式により $Y=\Psi,\overline{\Psi}$ は次の線形方程式系を満たすことがわかる.

$\frac{\partial Y}{\theta t_{n}}=B_{n}Y$, $\frac{\partial Y}{\partial\overline{t}_{n}}=\overline{B}_{n}Y$, $\frac{\partial Y}{\partial y_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial Y}{\partial y_{0}}+C_{n}Y$, $\frac{\partial Y}{\partial z_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial Y}{\partial z_{0}}+D_{n}Y$ (29)

これらは全て両立している. 変数の系列が $t_{n},\overline{t}_{n},$
$y_{n},$ $z_{n}$ の 4種類あるので, その組み合わ

せとして 10通りの零曲率方程式 (偏微分方程式系) が得られる. このうち $y_{m}$ と $z_{n}$ の両
立条件として得られる方程武系を ASDYM 階層という. 具体的には

$[ \frac{\partial}{\partial y_{n}}-\zeta^{n}\frac{\partial}{\partial y_{0}}-C_{n},$ $\frac{\partial}{\partial z_{m}}-\zeta^{m}\frac{\partial}{\partial z_{0}}-D_{n}]=0$ (30)
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$(m, n=1,2,3, \ldots)$ で与えられる方程式系である. 特に $m=n=1$ のとき, (22) 式のとこ
ろで注意したように

$C_{1}(=V_{1})=- \frac{\partial W_{1}}{\partial y_{0}}=\frac{\partial G}{\partial y_{1}}G^{-1}$, $D_{1}=- \frac{\partial W_{1}}{\partial z_{0}}=\frac{\partial G}{\partial z_{1}}G^{-1}$

と表せるので, 両立条件 (30) の $\zeta$ の係数より

$\frac{\partial C_{1}}{\partial z_{0}}=\frac{\partial D_{1}}{\partial y_{0}}$
$\Leftrightarrow$

$\frac{\partial}{\partial z_{0}}(\frac{\partial G}{\partial y_{1}}G^{-1})=\frac{\partial}{\partial y_{0}}(\frac{\partial G}{\partial z_{1}}G^{-1})$ (31)

が得られ, $\zeta^{0}$ の係数より

$\frac{\partial C_{1}}{\partial z_{1}}=[D_{1}, C_{1}]+\frac{\partial D_{1}}{\partial y_{1}}$
$\Leftrightarrow$ $\frac{\partial^{2}W_{1}}{\partial z_{1}\partial y_{0}}=[\frac{\partial W_{1}}{\partial z_{0}},$

$\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{0}}]+\frac{\partial^{2}W_{1}}{\partial y_{1}\partial z_{0}}$ (32)

を得る. (31) がヤンの方程式である. なお (31) は $W_{1}$ で表すと trivial な関係式であり,
(32) は $G$ で表すと trivial になる. 今後は (32) を用いて議論する.

5 相似簡約

5.1 変数 $t,\overline{t})y,$ $z$ に関する対称性と相似条件
$\lambda\in \mathbb{C}$ とし, $t_{\lambda};=(\lambda t_{1}, \lambda^{2}t_{2}., \ldots),\overline{t}_{\lambda}-1;=(\lambda^{-1}\overline{t}_{1}, \lambda^{-2}\overline{t}_{2}, \ldots),$ $y_{\lambda}:=(y_{0}, \lambda y_{1}, \lambda^{2}y_{2}, .. .)$ ,

$z_{\lambda}:=(z_{0}, \lambda z_{1}, \lambda^{2}z_{2}, \ldots)$ とおき, 従属変数 $W,\overline{W}$ の $\lambda$ による 1 パラメータ変形 $W_{\lambda},$ $G_{\lambda}$ ,
$\hat{W}_{\lambda}$ を

$W_{\lambda}(\zeta;t,\overline{t}, y, z):=\lambda^{\alpha H_{0}}W(\lambda^{-1}\zeta;t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})\lambda^{-\alpha H_{0}}$ , (33)
$G_{\lambda}(t,\overline{t}_{t}y, z):=\lambda^{\alpha H_{0}}G(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})\lambda^{-\beta H_{0}}$ (34)
$\hat{W}_{\lambda()}\zeta;t,\overline{t}y,$

$z):=\lambda^{\beta H_{0}}\hat{W}(\lambda^{-1}\zeta;t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})\lambda^{-\beta H_{0}}$ (35)
で定義する. このとき次が成り立つ.

命題 $W,\overline{W}=G\hat{W}$ が Sato-Wilson 方程式 (8), (20) を満たせば $W_{\lambda},\overline{W}_{\lambda}=G_{\lambda}\hat{W}_{\lambda}$ も同じ
方程式を満たす.

この命題は方程式の同次性より示せる. そこ自己相似条件
$W=W_{\lambda}$ , $\overline{W}=\overline{W}_{\lambda}$ (36)

を満たすような解を考える. 条件 (36) を従属変数 (3) で具体的に表すと

$q(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{-2\alpha-1}q(t,\overline{t}_{t}y, z)$, $r(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}},y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{2\alpha-1}r(t,\overline{t}_{t}y, z)$ ,
$w(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{-1}w(t,\overline{t}_{I}y,z)$ , $\overline{w}(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{-1}\overline{w}(t,\overline{t},y, z)$ ,
$\overline{q}(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{-2\beta-1}\overline{q}(t,\overline{t}_{l}y, z)$, $\overline{r}(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{2\beta-1}\overline{r}(t,\overline{t},y, z)$

$a(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{-\alpha+\beta}a(t,\overline{t}, y, z)$ , $b(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{-\alpha-\beta}b(t,\overline{t}, y, z)$,
$c(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{\alpha+\beta}c(t,\overline{t}, y, z)$ , $d(t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}},y_{\lambda}, z_{\lambda})=\lambda^{\alpha-\beta}d(t,\overline{t},y, z)$
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となる. このような自己相似条件のもとで, (27), (28) で定義される波動関数 $Y=\Psi,\overline{\Psi}$

はいずれも
$Y(;t,\overline{t}y, z)=\lambda^{\alpha H_{0}}Y(\zeta;t_{\lambda},\overline{t}_{\lambda^{-1}}, y_{\lambda}, z_{\lambda})$ , (37)

を満たす.
自己相似条件を満たすような $W$ に対しては, パラメータ (ソリトン方程式のスペクト

ルパラメータ) $\zeta$ に関する微分が意味を持つ. このとき相似条件のパラメータ $\alpha,$ $\beta$ は,
Painlev\’e 方程式のパラメータ (モノドロミー指数) に対応する. (36) の両辺を $\lambda$ で微分し
て $\lambda=1$ とおき, Sato-Wilson 方程式 (8), (20) を代入すれば,

$\zeta\frac{dW}{d\zeta}=[\alpha H_{0}, W]+\sum_{n=1}^{\infty}nt_{n}\frac{\partial W}{\partial t_{n}}-\sum_{n=1}^{\infty}n\overline{t}_{n}\frac{\partial W}{\partial\overline{t}_{n}}+\sum_{n=1}^{\infty}ny_{n}\frac{\partial W}{\partial y_{n}}+\sum_{n=1}^{\infty}nz_{n}\frac{\partial W}{\partial z_{n}}$

$=[ \alpha H_{0}, W]-\sum_{n=1}^{\infty}nt_{n}B_{n}^{c}W-\sum_{n=1}^{\infty}n\overline{t}_{n}\overline{B}_{n}W$

$+ \sum_{n=1}^{\infty}ny_{n}(C_{n}W+\zeta^{n}\frac{\partial W}{\partial y_{0}})+\sum_{n=1}^{\infty}nz_{\eta}(D_{n}W+\zeta^{n}\frac{\partial W}{\partial z_{0}})$ (38)

$\zeta\frac{d\overline{W}}{d\zeta}=\alpha H_{0}\overline{W}+\sum_{n=1}^{\infty}nt_{n}\frac{\partial\overline{W}}{\theta t_{n}}-\sum_{n=1}^{\infty}n\overline{t}_{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial\overline{t}_{n}}+\sum_{n=1}^{\infty}ny_{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial y_{n}}+\sum_{n=1}^{\infty}nz_{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial z_{n}}-\overline{W}(\beta H_{0})$

$= \alpha H_{0}\overline{W}+\sum_{n=1}^{\infty}nt_{n}B_{n}\overline{W}+\sum_{n=1}^{\infty}n\overline{t}_{n}\overline{B}_{n}^{c}\overline{W}$

$+ \sum_{n=1}^{\infty}ny_{n}(C_{n}\overline{W}+\zeta^{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial y_{0}})+\sum_{n=1}^{\infty}nz_{\eta}(D_{n}\overline{W}+\zeta^{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial z_{0}})-\overline{W}(\beta H_{0})$, (39)

が得られる. また, (37) も $\lambda$ で微分して $\lambda=1$ とおけば線形方程式

$\zeta\frac{dY}{d\zeta}=(\alpha H_{0}+\sum_{n=1}^{\infty}nt_{n}B_{n}-\sum_{n=1}^{\infty}n\overline{t}_{n}\overline{B}_{n}+\sum_{n=1}^{\infty}ny_{n}C_{n}+\sum_{n=1}^{\infty}nz_{n}D_{n})Y$

$+ \sum_{n=1}^{\infty}ny_{n}\zeta^{n}\frac{\partial Y}{\partial y_{0}}+\sum_{n=1}^{\infty}nz_{n}(n\frac{\partial Y}{\partial z_{0}}$ (40)

を得る. 右辺は $y_{0},$ $z_{0}$ に関する微分を含んでいるが, もうひとつの相似条件をおくことに
より Painleve 方程式に付随する線形方程式が得られる.

5.2 変数 $y_{n},$ $z_{n}$ の対称性と相似条件

上の命題で述べた 1パラメータ変形に関する対称性の他に, 方程式系 (8), (20) には変数
$y$ と $z$ に関する対称性がある. そこで $\lambda y=(\lambda y_{0}, \lambda y_{1}, \lambda y_{2}, \ldots),$ $\lambda z=(\lambda z_{0}, \lambda z_{1}, \lambda z_{2}, \ldots)$
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とおき, 自己相似条件

$\{$

$W(\zeta;t,\overline{t}_{\}\lambda y, z)=\lambda^{\gamma H_{0}}W(\zeta;t,\overline{t}, y, z)\lambda^{-\gamma H_{0}}$

$\{$

$W(;t,\overline{t}y, \lambda z)=\lambda^{\delta Ho}$ レレ $(\zeta;$ オ $I \overline{t}, y, z)\lambda^{-\delta H_{0}}$

$\overline{W}(\zeta;t,\overline{t}, \lambda y, z)=\lambda^{\gamma H_{0}}\overline{W}(\zeta;t,\overline{t}, y, z)\lambda^{-\gamma H_{0}}$

$\overline{W}(\zeta;t,\overline{t}, y, \lambda z)=\lambda^{\delta H_{0}}\overline{W}((;t,\overline{t}_{2}y, z)\lambda^{-\delta H_{0}}$

を課す. この右辺のような 1 パラメータ変形に対しても Sato-Wilson 方程式系 (8), (20) は
不変なのでこの条件には意味がある. ここでも $\lambda$ で微分して $\lambda=1$ とおくと

$\{\begin{array}{l}\sum_{n=0}^{\infty}y_{n}\frac{\partial W}{\partial y_{n}}=\sum_{n=0}^{\infty}y_{n}\zeta^{n}\frac{\partial W}{\partial y_{0}}+\sum_{n=1}^{\infty}y_{n}C_{n}W=[\gamma H_{0}, W]\sum_{n=0}^{\infty}y_{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial y_{n}}=\sum_{n=0}^{\infty}y_{n}\zeta^{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial y_{0}}+\sum_{n}y_{n}C_{n}\overline{W}=[\gamma H_{0},\overline{W}]\end{array}$ (41)

$\{\begin{array}{l}\sum_{n=0}^{\infty}z_{n}\frac{\partial W}{\partial z_{n}}=\sum_{n=0}^{\infty}z_{n}\zeta^{n}\frac{\partial W}{\partial z_{0}}+\sum_{n}z_{n}D_{n}W=[\delta H_{0}, W]\sum_{n=0}^{\infty}z_{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial z_{n}}=\sum_{n=0}^{\infty}z_{n}\zeta^{n}\frac{\partial\overline{W}}{\partial z_{0}}+\sum_{n}z_{n}D_{n}\overline{W}=[\delta H_{0},\overline{W}]\end{array}$ (42)

となるので, 相似条件 (41), (42) のもとで波動関数 $Y=\Psi,\overline{\Psi}$ はいずれも線形方程式

$\frac{\partial Y}{\partial y_{0}}=\frac{\gamma H_{0}-\sum_{n--1}^{\infty}y_{n}C_{n}}{\sum_{n=0}^{\infty}y_{n}\zeta^{n}}Y$, $\frac{\partial Y}{\partial z_{0}}=\frac{\delta H_{0}-\sum_{n--1}^{\infty}z_{n}D_{n}}{\sum_{n=0}^{\infty}z_{n}\zeta^{n}}Y$ (43)

を満たす.
以上のことから 3つの相似条件を同時に満たす波動関数は (40) (43) より線形方程式

$\zeta\frac{dY}{d\zeta}=[\alpha H_{0}+\sum_{n=1}^{\infty}nt_{n}B_{n}-\sum_{n=1}^{\infty}n\overline{t}_{n}\overline{B}_{n}+\sum_{n=1}^{\infty}ny_{n}C_{n}+\sum_{n=1}^{\infty}nz_{n}D_{n}$

$+ \frac{\sum_{n--1}^{\infty}ny_{n}\zeta^{n}}{\sum_{n=0}^{\infty}y_{n}\zeta^{n}}(\gamma H_{0}-\sum_{n=1}^{\infty}y_{n}C_{n})+\frac{\sum_{n=1}^{\infty}nz_{n}\zeta^{n}}{\sum_{n=0}^{\infty}z_{n}\zeta^{n}}(\delta H_{0}-\sum_{n}z_{n}D_{n})]Y$ (44)

を満たす. ここに制限条件をおけば Palnleve 方程式に付随する線形方程式 [5], [6], [11] と
なる. 以下独立変数が有限の場合を考え, 具体的に Painlev\’e 方程式との対応を紹介する.

6 Painleve 方程式との関係
独立変数が $4*J|Jt,\overline{t},$ $y,$ $z$ あるが) ここで $y,$ $z$ をすべて $0$ とおけば, 線形方程式 (40) は

$\zeta=0$ と $\zeta=\infty$ のみに特異点をもち
$\rangle$

$t_{1},$ $t_{2}$ 以外を $0$ とすると Painlev\’e IV, $t_{1},\overline{t}_{1}$ 以外を $0$

とすると Painlev\’e III に付随する線形方程式となる [6], [8]. また $t_{1},$ $t_{3}$ 以外を $0$ とし, さら
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に $\beta=0$ という制限条件をつけると Painlev\’e II に付随する, いわゆる Jimbo-Miwa 型の
線形方程式が得られる. ちなみに Flashka-Newell 型の線形方程式 [4], [10] は, この階層と
は両立しない時間発展により定義される変形 $KdV$ 階層の相似簡約として得られる.
ここでは Painlev\’e V $\Phi$ , VI 型方程式の構成を述べる.

6.1 Painlev\’e V

独立変数 $t_{1}$ と $y_{0},$ $yi$ 以外は $0$ とする. このとき線形方程式 (44) は

$\zeta\frac{dY}{d\zeta}=(\zeta t_{1}H_{0}+\alpha H_{0}+t_{1}U_{1}+y_{1}C_{1}+\frac{\zeta y_{1}}{y_{0}+\zeta y_{1}}(\gamma H_{0}-y_{1}C_{1}))\Psi$ (45)

となる. そこで (45) の $ff_{\backslash }ae’\{\overline{\uparrow}F^{1J}$ を $\zeta$ で割ったものを $A_{V}(\zeta)$ と置く. すなわち

$A_{V}( \zeta)=\{\begin{array}{ll}t_{l} 00 -t_{l}\end{array}\}+ \frac{1}{\zeta}(\{\begin{array}{ll}\alpha -2t_{l}q2t_{l}r -\alpha\end{array}\}+y_{1}C_{1})+ \frac{y_{1}}{y_{0}+\zeta y_{1}}(\gamma H_{0}-y_{1}C_{1})$ . (46)

この線形方程式が Painlev\’eV に付随するものであることを 3種の相似条件 (38), (39), (41),
(42) により説明する.

$\bullet$ $\zeta,$ $t,$ $y$ に関する相似条件 (38) における $\zeta^{-1}$ の係数と $y$ に関する相似条件 (41) 第 1
式の $\zeta^{-1}$ の係数に, $W_{1}$ の満たす方程式 (9) をあわせ

$W_{1}=[W_{1}, \alpha H_{0}]+t_{1}U_{2}-y_{1}\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{1}}$, $y_{0} \frac{\partial W_{1}}{\partial y_{0}}+y_{1}\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{1}}=[\gamma H_{0},W_{1}]$

という関係式を得る. これより跳微分が消去でき

$W_{1}=[W_{1}, (\alpha+\gamma)H_{0}]+t_{1}U_{2}+y_{0^{\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{0}}}}$ (47)

となる. 成分で書けば次のような方程式になる.

$\{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}=\{\begin{array}{ll}2t_{l}qr -2(\alpha+\gamma)q-t_{l}q^{t}2(\alpha+\gamma)r-t_{1}r^{/} -2t_{1}qr\end{array}\}+y_{0^{\frac{\partial}{\partial y_{0}}}}\{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}$ . (48)

・ $\overline{W}$ の満たす方程式 (39) の $\zeta^{0}$ の係数より $\alpha H_{0}G+tiUiG+yiCiG=\beta GH_{0}$ を得る.
この両辺に右から $G^{-1}$ をかけたものを成分で表すと

$G\{\begin{array}{ll}\beta 00 -\beta\end{array}\}G^{-1}=\{\begin{array}{ll}\alpha -2t_{1}q2t_{l}r -\alpha\end{array}\}-y_{1^{\frac{\partial}{\partial y_{0}}}}\{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}$ (49)

となり, (46) の $1/\zeta$ の係数の行列式が定数 $-\beta^{2}$ であることがわかる.

このように相似条件の定数一 $\beta$ が $\zeta=0$ についてのモノドロミー指数となることは
(10) 式より一般に成り立つ.
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$\bullet$ 翫に関する相似条件の方程式 (41) の $y_{0}$ 微分のみによる表示で, $y_{0},$ $y_{1}$ 以外は $0$ と
して得られる関係式は

$\{\begin{array}{l}(y_{0}+y_{1}\zeta)\frac{\partial W}{\partial y_{0}}+y_{1}C_{1}W=[\gamma H_{0}, W](y_{0}+y_{1}\zeta)\frac{\partial\vec{W}}{\partial y_{0}}+y_{1}C_{1}\overline{W}=[\gamma H_{0},\overline{W}]\end{array}$ (50)

となる. この第 2式で $\overline{W},$ $\partial\overline{W}/\partial y_{0}$ がともに $\zeta=-y_{1}/y_{0}$ で正則だとして $G=\overline{W}(\zeta=$

$-yo/y_{1})$ とおくと, $0=\gamma H_{0}\check{G}-\check{G}(\gamma H_{0})-y_{1}C_{1}\check{G}$ , すなわち

$\check{G}\{\begin{array}{ll}\gamma 00 -\gamma\end{array}\}\check{G}^{-1}=\{\begin{array}{ll}\gamma 00 -\gamma\end{array}\}+y_{1^{\frac{\partial}{\partial y_{0}}}}\{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}$ (51)

となり, (46) の $y_{1}/(y_{0}+\zeta y_{1})$ の係数の行列式が定数 $-\gamma^{2}$ であることがわかる. $\cdot$

このようにして Painlev\’e V 型方程式の, 神保. –$=$輪による線形方程式が得られる. 論文
[5] では, 従属変数を

$A_{VJM}( \zeta)=\frac{1}{2}\{\begin{array}{l}0t0-t\end{array}\}+\frac{1}{\zeta}\{\begin{array}{ll}z+\theta_{0}/2 -u(z+\theta_{0})u^{-1_{Z}} -z-\theta_{0}/2\end{array}\}$

$+ \frac{1}{\zeta-1}[_{-\iota^{-z-(\theta_{0}+\theta_{\infty})/2}}z+(\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{\infty})/2]/uyuy[zZ++(\theta_{0}(-\theta_{1}+\theta_{\infty})/2l]$ (52)

と定義しており, ここでの $y$ が Painlev\’e V

$\frac{d^{2}y}{dt^{2}}=(\frac{1}{2y}+\frac{1}{y-1})(\frac{dy}{dt})^{2}-\frac{1}{t}\frac{dy}{dt}+\frac{(y-1)^{2}}{t^{2}}\{\frac{1}{2}(\frac{\theta_{0}-\theta_{1}+\theta_{\infty}}{2})^{2}y$

$- \frac{1}{2y}(\frac{\theta_{0}-\theta_{1}-\theta_{\infty}}{2})^{2}\}+\frac{(1-\theta_{0}-\theta_{1})y}{t}-\frac{y(y+1)}{2(y-1)}$

を満たしている. そこで相似条件を課した係数行列 (46) で $y_{0}=-1,y_{1}=1$ としたものを
(52) と比較して, 神保・三輪の変数を 2 $+$ lNLS 方程式の変数 $q,$ $r,$ $w$ で表すと

$\{\begin{array}{l}t=2t_{1}, \theta_{\infty}=-2(\alpha+\gamma), \theta_{0}=-2\beta, \theta_{1}=-2\gamma,z=\alpha+\beta-\frac{\partial w}{\partial y_{0}}, u=(2t_{1}q+\frac{\partial q}{\partial y_{0}})(\alpha-\beta-\frac{\partial w}{\partial y_{0}})^{-1}y=-\frac{\partial q}{\partial y_{0}}(\frac{\partial w}{\partial y_{0}})^{-1}(\alpha-\beta-\frac{\partial w}{\partial y_{0}})(2t_{1}q+\frac{\partial q}{\partial y_{0}})^{-1}\end{array}$ (53)

という対応になる. また, 論文 [5] の (C.43) 式で与えられるハミルトニアン $H_{V}$ と, Palnleve
V の $\sigma$-form と呼ばれる方程式 (ハミルトニァンが満たす方程式と同値なもの)

$(t \frac{d^{2}\sigma}{dt^{2}})^{2}=(\sigma-t\frac{d\sigma}{dt}+2(\frac{d\sigma}{dt})^{2}-(2\theta_{0}-\theta_{\infty})\frac{d\sigma}{dt})^{2}$

$-4 \frac{d\sigma}{dt}(\frac{d\sigma}{dt}-\theta_{0})(\frac{d\sigma}{dt}-\frac{\theta_{0}-\theta_{1}+\theta_{\infty}}{2})(\frac{d\sigma}{dt}-\frac{\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{\infty}}{2})$ (54)
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を与える関数 $\sigma(t)$ は $W_{1}$ の対角成分 $w(3)$ とほぼ一致し,

$H=-w+\gamma$ , $\sigma(t)=-2t_{1}(w+\alpha+\beta)+(\alpha+\beta+\gamma)^{2}-\gamma^{2}$

となる. (53) を見るとわかるように, Painlev\’eV の解を与える関数はソリトン方程式の変
数では意味がよくわからないが, ハミルトニアンに対応する関数は本質的に $W_{1}$ の対角成
分 $w$ であり, 相似条件のもとで $w$ の満たす方程式は比較的容易に得られる. 実際, 相似条
件で得られる関係式 (48) で, さらに $y_{0}=-1,$ $y_{1}=1$ とおくと,

$w=2t_{1}qr- \frac{\partial w}{\partial y_{0}}=-t_{1}w’-\frac{\partial w}{\partial y_{0}}$ . (55)

となり (ここで関係式 (17) を用いた), さらに関係式 (49), (51) の行列式をとると

$( \alpha-\frac{\partial w}{\partial y_{0}})^{2}-\beta^{2}=4t_{1}^{2}qr+2t_{1}(\frac{\partial q}{\partial y_{0}}r-q\frac{\partial r}{\partial y_{0}})+\frac{\partial q}{\partial y_{0}}\frac{\partial r}{\partial y_{0}}$, (56)

$( \gamma+\frac{\partial w}{\partial y_{0}})^{2}-\gamma^{2}=-\frac{\partial q}{\partial y_{0}}\frac{\partial r}{\partial y_{0}}$ (57)

となる. そこで $p:=t_{1}w$ と定義すると, (55) より

$p’=w+t_{1}w’=- \frac{\partial w}{\partial y_{0}}$ , $p”=- \frac{\partial w’}{\partial y_{0}}=2\frac{\partial}{\partial y_{0}}(qr)=2(\frac{\partial q}{\partial y_{0}}r+q\frac{\partial r}{\partial y_{0}})$ (58)

であり, (56), (57) における $w$ の $y_{0}$ 微分が消去でき,

$2t_{1}( \frac{\partial q}{\partial y_{0}}r-q\frac{\partial r}{\partial y_{0}})=\alpha^{2}-\beta^{2}+2(\alpha+\gamma+t_{1})p’-2p$ (59)

となる. ここで $qr$ を消去するのに $p-t_{1P’}=-t_{1}^{2}w’=2t_{1}^{2}qr$ を用いた. (57), (58), (59) の
3式より $q,$ $r$ の $y_{0}$ 微分を消去することができ,

$(t_{1}p’’)^{2}=\{\alpha^{2}-\beta^{2}+2(\alpha+\gamma+t_{1})p’-2p\}^{2}+8p’(p-t_{1}p’)(2\gamma-p’)$ (60)

という方程式が得られる. 右辺を整理しなおせば Painlev\’eV の $\sigma$-form (54) に同値な方
程式であることはすぐにわかる.

6.2 Painlev\’e VI

今度は $y_{0},$ $yi,$ $z_{0},$ $z1$ を残して他は $0$ にする. このとき, 3種の相似条件のもとで $Y=\Psi$ ,
$\overline{\Psi}$ のみたす線形方程式 (44), (43) は

$\zeta\frac{dY}{d\zeta}=(\alpha H_{0}+y_{1}C_{1}+z_{1}D_{1}+\frac{y_{1}\zeta}{y_{0}+y_{1}\zeta}(\gamma H_{0}-y_{1}C_{1})+\frac{z_{1}\zeta}{z_{0}+z_{1}\zeta}(\delta H_{0}-z_{1}D_{1}))Y(61)$

$\frac{\partial Y}{\partial y_{0}}=\frac{\gamma H_{0}-y_{1}C_{1}}{y_{0}+y_{1}\zeta}Y$, $\frac{\partial Y}{\partial z_{0}}=\frac{\delta H_{0}-z_{1}D_{1}}{z_{0}+z_{1}\zeta}Y$ (62)
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となる. そこで (61) の係数行列を $\zeta$ で割ったものを $A_{VI}(\zeta)$ と名付ける.

$A_{VI}( \zeta)=\frac{\alpha H_{0}+y_{1}C_{1}+z_{1}D_{1}}{\zeta}+\frac{y_{1}(\gamma H_{0}-y_{1}C_{1})}{y_{0}+\zeta y_{1}}+\frac{z_{1}(\gamma H_{0}-z_{1}D_{1})}{z_{0}+\zeta z_{1}}$ . (63)

(61) が Painleve VI に付随する線形方程式となることを示す.
$\bullet$ 3つの相似条件より得られる $W_{1}$ の満たす方程式 (38), (41), (42) で $y_{1},$ $y_{0},$ $z_{1},$ $z_{0}$ 以
外は $0$ とすると

$W_{1}=[W_{1}, \alpha H_{0}]-y_{1}\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{1}}-z_{1}\frac{\partial W_{1}}{\partial z_{1}}$

$y_{0^{\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{0}}}}+y_{1^{\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{1}}}}=[\gamma H_{0}, W_{1}]$ , $z_{0} \frac{\partial W_{1}}{\partial z_{0}}+z_{1}\frac{\partial W_{1}}{\partial z_{1}}=[\delta H_{0}, W_{1}]$

となる. これより $y1,$ $z1$ に関する微分を消去して次を得る.

$W_{1}=[W_{1}, ( \alpha+\gamma+\delta)H_{0}]+y_{0}\frac{\partial W_{1}}{\partial y_{0}}+z_{0}\frac{\partial W_{1}}{\partial_{\hslash}}$ (64)

$\bullet$ $t,\overline{t},$ $y,$ $z$ に関する相似条件より得られる $G$ のみたす関係式 (39) より

$\alpha H_{0}+y_{1}C_{1}+z_{1}D_{1}=G(\beta H_{0})G^{-1}$ (65)
となる. この両辺の行列式をとれば, $A_{VI}(\zeta)(63)$ の $1/\zeta$ の係数の行列式がー $\beta$2だ
とわかる.

$\bullet$ さらに, $\overline{W}$ の $y_{n}$ と $z_{n}$ に関する相似条件 (41), (42) で, $y_{0},yi,$ $z_{0},$ $z_{1}$ 以外は $0$ とし
て得られる関係式は, (50) と

$\{\begin{array}{l}(z_{0}+z_{1}\zeta)\frac{\partial W}{\partial z_{0}}+z_{1}D_{1}W=[\delta H_{0}, W](z_{0}+z_{1}\zeta)\frac{\partial\overline{W}}{\partial z_{0}}+z_{1}D_{1}\overline{W}=[\delta H_{0},\overline{W}]\end{array}$ (66)

である. この場合もけが $\zeta=-y_{0}/y1,$ $-z_{0}/zi$ で正則だとすれば (51) と $\hat{G}(\gamma H_{0})\hat{G}^{-1}=$

$\gamma H_{0}-y_{1}C_{1},\hat{G}:=\overline{W}(\zeta=-z_{0}/z_{1})$ , すなわち

$\hat{G}\{\begin{array}{ll}\gamma 00 -\gamma\end{array}\}\hat{G}^{-1}=\{\begin{array}{ll}\gamma 00 -\gamma\end{array}\}+y_{1^{\frac{\partial}{\partial y_{0}}}}\{\begin{array}{ll}w qr -w\end{array}\}$ (67)

が得られ, $A_{VI}(\zeta)(61)$ の $y_{1}/(y_{0}+\zeta y_{1}),$ $z_{1}/(z_{0}+\zeta z_{1})$ の係数行列の行列式が, それ
それ定数 $-\gamma^{2},$ $-\delta^{2}$ であることがわかる.

そこで $y_{0}=-1,$ $y_{1}=z_{1}=1$ とおき神保・三輪による線形方程式 (論文 [6] の (C.47),
(C.57) 式) と (63) を比較すれば, Painlev\’e VI の独立変数は一 $z_{0}$ , 従属変数 $y$ とハミルト
ニアン $H_{VI}=t(t-1)\hat{\sigma}$ は

$y=-z_{0}+ \frac{z_{0}(z_{0}+1)}{1+2(\alpha+\gamma+\delta)}\frac{1}{q}\frac{\partial q}{\partial z_{0}}$,

$\hat{\sigma}=-2(\alpha+\gamma+\delta)w+2t\delta(\alpha+\beta+2\gamma)-2\delta(\alpha+\beta)-\alpha^{2}+\beta^{2}$
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となることがわかる. ここでもハミルトニアンが, ほぼ $W_{1}$ の対角成分 $w$ と一致している.
この場合も自己相似条件のもとで $w$ に関する閉じた方程式を求めると次のようになる.

まず (64) の上に述べた関係式より $w$ の $y_{0}$ 微分, $y_{1}$ 微分, $z_{1}$ 微分は $w$ の $z_{0}$ 微分で表す
ことができ

$\frac{\partial w}{\partial y_{0}}=\frac{\partial w}{\partial y_{1}}=-w+z_{0}\frac{\partial w}{\partial z_{0}}$, $\frac{\partial w}{\partial z_{1}}=-z_{0}\frac{\partial w}{\partial z_{0}}$

となる. よって ASDYM 方程式 (32) を $z_{0}$ 微分のみで表すことができ,

$z_{0}(1+z_{0}) \frac{\partial^{2}w}{\partial z_{0}^{2}}=\frac{\partial q}{\partial y_{0}}\frac{\partial r}{\partial z_{0}}-\frac{\partial q}{\partial z_{0}}\frac{\partial r}{\partial y_{0}}$ (68)

を得る. さらに行列式についての関係式 (65), (51), (67) より得られる

$( \alpha-\frac{\partial w}{\partial y_{0}}-\frac{\partial w}{\partial z_{0}})^{2}-\beta^{2}=-(\frac{\partial q}{\partial y_{0}}+\frac{\partial q}{\partial z_{0}})(\frac{\partial r}{\partial y_{0}}+\frac{\partial r}{\partial z_{0}})$

$( \gamma+\frac{\partial w}{\partial y_{0}})^{2}-\gamma^{2}=-\frac{\partial q}{\partial y_{0}}\frac{\partial r}{\partial y_{0}}$, $( \delta+\frac{\partial w}{\partial z_{0}})^{2}-\delta^{2}=-\frac{\partial q}{\partial z_{0}}\frac{\partial r}{\partial z_{0}}$ ,

に (68) を代入して

$\frac{\partial q}{\partial y_{0}}\frac{\partial r}{\partial z_{0}}-\frac{\partial q}{\partial z_{0}}\frac{\partial r}{\partial y_{0}}=z_{0}(1+z_{0})\frac{\partial^{2}w}{\partial z_{0}^{2}}$

$\frac{\partial q}{\partial y_{0}}\frac{\partial r}{\partial z_{0}}+\frac{\partial q}{\partial z_{0}}\frac{\partial r}{\partial y_{0}}=(-w+z_{0}\frac{\partial w}{\partial z_{0}})(2\gamma-w+z_{0}\frac{\partial w}{\partial z_{0}})+\frac{\partial w}{\partial z_{0}}(2\delta+\frac{\partial w}{\partial z_{0}})$

$-( \alpha-\beta-\frac{\partial w}{\partial z_{0}}+w-z_{0}\frac{\partial w}{\partial z_{0}})(\alpha+\beta-\frac{\partial w}{\partial z_{0}}+w-z_{0}\frac{\partial w}{\partial z_{0}})$

$\frac{\partial q}{\partial y_{0}}\frac{\partial r}{\partial y_{0}}\frac{\partial q}{\partial z_{0}}\frac{\partial r}{\partial z_{0}}=\frac{\partial w}{\partial z_{0}}(-w+z_{0}\frac{\partial w}{\partial z_{0}})(2\gamma-w+$ 劾 $\frac{\partial w}{\partial z_{0}})(2\delta+\frac{\partial w}{\partial z_{0}})$

これより $q,$ $r$ の $y_{0}$ , 劾に関する微分は消去できる.

$A:= \alpha-\beta-\frac{\partial w}{\partial z_{0}}+w-z_{0}\frac{\partial w}{\partial z_{0}}$ ,

とおけば

$B:=-w+z_{0} \frac{\partial w}{\partial z_{0}}$ , $C:= \frac{\partial w}{\partial z_{0}}$ ,

$(z_{0}(1+z_{0}) \frac{\partial^{2}w}{\partial z_{0}^{2}})^{2}=\{B(B+2\gamma)+C(C+2\delta)-A(A+2\beta)\}^{2}-4BC(B+2\gamma)(C+2\delta)$

$=\{B(B+2\gamma)-C(C+2\delta)+A(A+2\beta)\}^{2}-4AB(A+2\beta)(B+2\gamma)$

$=\{B(B+2\gamma)-C(C+2\delta)-A(A+2\beta)\}^{2}-4AE(A+2\beta)(C+2\delta)$

となり, 変数 $w$ で表せばみかけの異なる方程式になる.
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7 特殊解の構成と行列積分
論文 [7] でも紹介しているように, ASDYM 階層における Rimann-Hilbert 分解を用い
る特殊解の構或法は, ソリトン方程式の変数 $t,\overline{t}$ による時間発展 (8) を加えてもそのまま
実行できる. そこで特に

$\frac{\partial g}{\partial t_{n}}=H_{n}g-gH_{n}$ , $\frac{\partial g}{\partial\overline{t}_{n}}=H_{-n}g-gH_{-n}$ , $\frac{\partial g}{\partial y_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial g}{\partial y_{0}}$ , $\frac{\partial g}{\partial z_{n}}=\zeta^{n}\frac{\partial g}{\partial z_{0}}$

をffiたすような 2 $x2$ 行$FJg=g(\zeta;t,\overline{t}_{l}y, z)$ で, $g=\{\begin{array}{lll}\zeta^{N} f(\zeta.t,\overline{t} y,z)0 \zeta^{-N} \end{array}\}$ という形のも

のを考え Riemann-Hilbert 分解 $g=W(\zeta;t,\overline{t}, y, z)^{-1}V(\zeta;t,\overline{t}, y, z)$ を J(i $\dot{x}\}f$ , この $W$ は
Sato-Wilson 方程式 (8), (20) をみたすことがゎがる (Atiyah-Ward 仮設解 [2]). 特に $g$ を
上のような形にとり, その 12或分を $f= \sum_{n=-\infty}^{\infty}f_{n}\zeta^{-n}$ とすれば, 従屑変数 $W_{1}$ は行列式
で表示され, $f$ を特別な関数とすることにより 2 $+$ 1次元 NLS 階層の $N$ ソリトン解が得
られる. ソリトン解のある種の極限は自己相似条件を見たすので, こうして $w$ のみたす
方程式 (Painlev\’e 方程式の $\sigma- form$ ) の特殊解が得られるが, これは Tracy-Widom による
Painlev\’e 方程式の行列積分解 [13] に一致している. 詳しいことはまた別の機会に述べる
ことにする.
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