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1 序論

本稿の目的は, 写像列の強非拡大性に関する研究をまとめた文献 [3, 4] の紹介と解説を

行うことである。

これまで著者は非線形写像, 特に非拡大写像の不動点問題を中心に研究を進めてきた。

その中で, Bruck-Reich[9] で導入された強非拡大写像は極めて重要であると認識するに

至った。実際, 後の節で述べる通り, Hilbert 空間における閉凸集合の上への距離射影や極

大単調作用素のリゾルベントなどの重要な非線形写像はすべて強非拡大写像である。

一方, 非拡大写像にまつわる不動点近似理論においては, しばしば非拡大写像の列が使

われる。例えば, 高橋-豊田 [21] は単調関数の変分不等式問題と非拡大写像の不動点問題

の共通解を求める問題を議論し, 次の定理を示した。

定理 1.1 (高橋-豊田 [21]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合, $A:Carrow H$ を

$\alpha$-逆強単調写像, $T:Carrow C$ を非拡大写像とし, $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $xi=x\in C$ および

$n\in N$ に対して
$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{\tau\iota})TP_{C}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で定義する。 ここで, $\{\alpha_{n}\}$ は閉区間 $[a,b]$ の, $\{\lambda_{n}\}$ は $[c,d]$ の実数列である。ただし,

$0<a\leq b<1$ および $0<c\leq d<2\alpha$ である。このとき, VI $(C,A)\cap F(T)\neq\emptyset$ ならば

$\{x_{n}\}$ は VI$(C,A)\cap F(T)$ のある点に弱収束する。

定理 1.1の仮定のもとで, $I-\lambda_{n}A$ 非拡大であることが知られているので, $\{I-\lambda_{n}A\}$

は非拡大写像の列である。 ここで, $I$ は恒等写像である。 さらに, $T,$ $P_{C}$ も非拡大なので

$T_{n}=\alpha_{n}I+(1-\alpha_{n})TP_{C}(I-\lambda_{n}A)$

とおけば, 点列 $\{x_{n}\}$ は非拡大写像列 $\{T_{n}\}$ を川いて定義されていることになる。
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著者はこれまでも非拡大写像の列に注目してきたが [1,2], 特に写像の列の強非拡大性に

注目し, 強非拡大性に関する性質を使って非拡大写像にまつわる収束定理を説明しようと

まとめた結果が, 本稿で取り上げる文献 [3, 4] である。

以下では, Hilbert 空間での結果 (文献 [3] で得られた結果) を中心に述べる。 3節の最後

に Banach 空間での結果 (文献 [4] の内容) の一部を紹介する。

2 準備

本稿では, $\mathbb{N}$ を正の整数の集合, $H$ を実 Hilbert 空間とし, $H$ の内積を $\{\cdot,$ $\cdot\rangle$ で, ノル

ムを $\Vert\cdot\Vert$ で表す。 $H$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ へ強収束することを $x_{n}arrow x$ と表し, 弱収束する

ことを $x_{n}arrow x$ と表す。

$C$ を $H$ の空でない部分集合とし, $T$ を $C$ から $H$ への写像とする。写像 $T$ の不動点の集

合を $F(T)$ で表す。写像 $T$ が非拡大 (nonexpansive) であるとは, すべての $x,$ $y\in C$ に対

して $\Vert$Tx–Ty $\Vert\leq\Vert x-y\Vert$ が成り立つときをいう。非拡大写像 $T$ が強非拡大 (strongly

nonexpansive) であるとは, $\{x_{n}-y_{n}\}$ が有界で I $x_{n}-y_{n}\Vert-\Vert Tx_{n}-Ty_{n}\Vertarrow 0$ となる

$C$ の任意の数列 $\{x_{n}\}$ と $\{y$訂に対して

$x_{n}-y_{n}-$ $($丁 $x_{n}$ 一丁阪 $)$ $arrow 0$

が成り立つときをいう [9]。写像 $T$ が堅非拡大 (firmly nonexpansive) であるとは, すべ

ての $x,$ $y\in C$ に対して

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}-\Vert x-y-(Tx-Ty)\Vert^{2}$

が成り立つときをいう。定義より, 堅非拡大写像は強非拡大であることが容易にわかる。
$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とする。各 $x\in H$ に対して

$\Vert x-z\Vert=\min\{\Vert x-y\Vert:y\in C\}$

を満たす点 $z\in C$ が唯一存在する。 この $z$ を $P_{C}x$ で表し, $P_{C}$ は $H$ から $C$ の上への距

離射影と呼ばれる。 $P_{C}$ は堅非拡大であることが知られている。

写像 $A:Carrow H$ が逆強単調であるとは, ある正の実数 $\alpha$ が存在し, すべての $x,$ $y\in C$

に対して
$\langle x-y,$ $Ax-Ay\rangle\geq(y$. $\Vert Ax-Ay\Vert^{2}$

が成り立つときをいう。 このとき, $A$ を $\alpha$-逆強単調写像と呼ぶことがある。

29



$B$ を $H$ から $2^{H}$ への写像とする。 このとき, 写像 $B$ は $H$ 上の多価写像と呼ばれる。 $B$

の有効定義域を dom $(B)$ で表す。つまり, dom$(B)=\{x\in H:Bx\neq\emptyset\}$ である。 多価写

像 $B$ が $H$ 上の単調作用素であるとは, すべての $x,$ $y\in$ dom$(B),$ $u\in Bx$ および $v\in By$

に対して, $\{x-y,$ $u-v\rangle\geq 0$ が成り立つときをいう。 $H$ 上の単調作用素 $B$ が極大である

とは, $B’$ が $H$ 上の単調作用素で $B\subset B’$ ならば $B=B’$ が成り立つときをいう。
$B$ を $H$ 上の極大単調作用素, $r$ を正の実数とする。 このとき, $(I+rB)^{-1}$ は $B$ のリゾ

ルベントと呼ばれる $H$ から dom$(B)$ の上への 1価写像である。 リゾルベント $(I+rB)^{-1}$

は堅非拡大であり, その不動点の集合と $B$ の零点の集合 $B^{-1}0=\{x\in H:Bx\ni O\}$ が一

致することが知られている。つまり, $B^{-1}0=F((I+rB)^{-1})$ が成り立つ。

非拡大写像などの非線形写像や凸解析に関する基礎概念について詳しくは [18-20] を参

照するとよい。

3 強非拡大列

本節では, 強非拡大列の定義と例およびそれが持つ主な性質を述べる。特に断らない限

り, $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない部分集合, $I$ を $H$ 上の恒等写像とする。

$C$ から $H$ への非拡大写像の列 $\{T_{n}\}$ が強非拡大列 (strongly nonexpansive sequence)

であるとは

$\{x_{n}-y$訂が有界で $\Vert x_{n}-y_{n}\Vert-\Vert T_{n}x_{n}-T_{n}y_{n}\Vertarrow 0$ となる $C$ 任意の点列 $\{x_{n}\}$

と $\{y_{n}\}$ に対して
$x_{n}-y_{n}-(T_{n}x_{n}-T_{n}y_{n})arrow 0$

が成り立つときをいう。

定義より明らかに, 一つの強非拡大写像 $T$ を並べた列 $\{T,$ 丁$, . . . \}$ は強非拡大列である。

しかし, 強非拡大写像からなる写像列は強非拡大列とは限らない。 したがって, 混乱を避

けるために「強非拡大写像列」 という用語は使わないことにする。実は表題で使ってし

まっているが, これは講演申し込みの際の表題をそのまま使っているからである。

さて, 強非拡大列の例を述べる。

例 3.1. 堅非拡大写像の列は強非拡大列である。 したがって, $H$ 上の極大単調作用素 $B$ の

リゾルベントの列 $\{(I+r_{n}B)^{-1}\}$ は強非拡大列である。 ここで, $\{r_{n}\}$ は正の実数列であ

る。 さらに, $\{C_{n}\}$ を $H$ の空でない閉凸部分集合列とするとき, 距離射影の列 $\{P_{C_{n}}\}$ は強

非拡大列である。
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例 32. $\alpha$ を正の実数, $A:Carrow H$ を $\alpha$-逆強単調写像, $\{\lambda_{n}\}$ を $0< \inf_{n\in N}\lambda_{n}\leq$

$\sup_{n\in N}\lambda_{n}<2\alpha$ を満たす実数列とする。 このとき, $\{I-\lambda_{n}A\}$ は強非拡大列である。

例 3.3. $\{T_{n}\}$ を $C$ から $H$ への非拡大写像の列, $\{\lambda_{n}\}$ を閉区間 $[0,1]$ の実数列とし, $\{U_{n}\}$

を各 $n\in N$ に対して $U_{n}=\lambda_{n}I+(1-\lambda_{n})T_{n}$ で定義される写像の列とする。 このとき,
$\lim\inf_{narrow\infty}\lambda_{n}>0$ ならば $\{U_{n}\}$ は強非拡大列である。

二つの強非拡大写像の合成は強非拡大になることが知られている [9, Proposition l.1]。
強非拡大列もこれと似た性質を持つ。

定理 3.4. $C$ と $D$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない部分集合, $\{S_{n}\}$ を $D$ から $H$ への非拡大

写像の列, $\{T_{n}\}$ を $C$ から $H$ への非拡大写像の列とし, $\{S_{n}\}$ と $\{T_{n}\}$ は共に強非拡大列

であり, 各 $n\in N$ に対して $\text{丁_{}n}(C)\subset D$ が成り立つと仮定する。 このとき, $\{S_{n}T_{n}\}$ は強

非拡大列である。

次の定理を述べる前に, 写像列に対する近似不動点列の定義を述べる。 $\{T_{n}\}$ を $C$ から

$H$ への写像の列とする。 このとき, $C$ の点列 $\{z_{n}\}$ が $\{T_{n}\}$ の近似不動点列 (approximate

fixed point sequence) であるとは, $z_{n}-T_{n}z_{n}arrow 0$ が成り立つときをいう。 $\{T_{n}\}$ の有界

な近似不動点列の集合を $\overline{F}(\{\text{丁_{}n}\})$ で表す。つまり,

$\tilde{F}(\{T_{n}\})=\{\{z_{n}\}:z_{n}\in C(\forall n\in \mathbb{N}),$
$\sup_{n\in N}\Vert z_{n}\Vert<\infty,$

$z_{n}-T_{n}z_{n}arrow 0\}$

である。明らかに, $\{T_{n}\}$ の共通不動点からなる有界な点列は近似不動点列である。

定理 3.5. $C$ と $D$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない部分集合, $\{S_{n}\}$ を $C$ から $H$ への非拡大

写像の列, $\{T_{n}\}$ を $D$ から $H$ への非拡大写像の列とする。 さらに, $\{S_{n}\}$ または $\{T_{n}\}$ の

どちらかが強非拡大列であり, すべての $n\in N$ に対して $T_{n}(D)\subset C$ が成り立つと仮定す

る。 このとき, もし

$\tilde{F}(\{S_{n}\})\cap\tilde{F}(\{T_{n}\})\neq\emptyset$ ならば $\tilde{F}(\{S_{n}\})\cap\tilde{F}(\{T_{n}\})=\tilde{F}(\{S_{n}T_{n}\})$

である。

定理 35において, $\{S_{n}\}$ と $\{T_{n}\}$ のある共通不動点 1点の繰り返し点列は $\tilde{F}(\{S_{n}\})\cap$

$\tilde{F}(\{T_{n}\})$ の元であるから, 定理 35より次の結果を得る。

31



系 36. $C,$ $D,$ $\{S_{n}\},$ $\{T_{n}\}$ は定理 35と同じとする。 このとき, もし

$\bigcap_{n=1}^{\infty}F(S_{n})\cap\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})\neq\emptyset$ ならば $\tilde{F}(\{S_{n}\})\cap\tilde{F}(\{T_{n}\})=\tilde{F}(\{S_{n}T_{n}\})$

である。

系 36の特別な場合として次の系を得る。

系 3.7. $C$ と $D$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない部分集合, $S:Carrow H$ と $T:Darrow H$ を非

拡大写像とする。 さらに, $S$ または $T$ のどちらかは強非拡大であり, $F(S)\cap F(T)\neq\emptyset$ お

よび $T(D)\subset C$ を仮定する。 このとき, $F(S)\cap F(T)=F(ST)$ が成り立つ。

$S,$ $T$ が共に強非拡大で共通不動点を持つとき, $F(S)\cap F(T)=F(ST)$ が成り立つこと

はすでに知られていた [9, Lemma2.1]。

非拡大写像と強非拡大写像の凸結合から作られる写像は, 強非拡大であることが知られ

ている [9, Theorem 1.3]. 強非拡大列についても, これと似た結果を示すことができる。

定理 3.8. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない部分集合, $\{S_{n}\}$ と $\{T_{n}\}$ を $C$ から $H$ へ

の非拡大写像の列, $\{\lambda_{n}\}$ を閉区間 $[0,1]$ の実数列とし, $\{U_{n}\}$ を各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

$U_{n}=\lambda_{n}S_{n}+(1-\lambda_{n})T_{n}$ で定義される $C$ から $H$ への写像の列とする。さらに, $\{S_{n}\}$

は強非拡大列であり, $\lim\inf_{narrow\infty}\lambda_{n}>0$ を仮定する。 このとき, $\{U_{n}\}$ は強非拡大列で

ある。

例 33は, 定理 38で $S_{n}\equiv I$ とした場合である。恒等写像 $I$ は強非拡大写像であるか

ら, $\{I, I, \ldots\}$ は強非拡大列である。

補足:Banach 空間での強非拡大列について

この節の最後に Banach 空間での強非拡大列について少し触れておく。まず, 強非拡

大列の概念は, その定義を変更することなくそのまま一般の Banach 空間でも議論でき

る。 このとき, 一様凸な Banach 空間において, Bruck[8] の意味での堅非拡大写像の列は

強非拡大列になる [4, Lemma 2.5]. さらに, 定理 3.4, 定理 3.5, 系 3.6および系 3.7は

そのまま一般の Banach 空間で成り立つ [4, Theorem 3.2, Theorem 3.3, Corollary 3.4,

Corollary $3.6]_{\text{。}}$ また, 定理 3.8は一様凸な Banach 空間で成り立つ $[$4, Theorem $3.7]_{\circ}$ し

たがって, 例 3.3も同様に一様凸な Banach 空間で成り立つ [4, Corollary3.8]。その他,

Banach 空間での強非拡大列の詳しい議論については [4] を参照して欲しい。
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4 弱収束定理

この節では, 強非拡大列に関する収束定理を三つ取り扱う。

定理 4.1. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合, $\{T_{n}\}$ を $C$ から $C$ への非拡大

写像からなる強非拡大列とし, 各 $n\in N$ に対して $F(T_{n})\neq\emptyset$ とする。 さらに, 次の二つの

条件を満たす $C$ の空でない閉凸部分集合 $C_{0}$ の存在を仮定する。

(1) すべての $z\in C0$ に対して $\sum_{n=1}^{\infty}\Vert T_{n}z-z\Vert<\infty$ である;

(2) $C$ の任意の弱収束点列 $\{u_{i}\}$ に対して, $\{T_{n}\}$ の部分列 $\{T_{n_{i}}\}$ が存在して $T_{u_{i}}u_{i}-$

$u_{i}arrow 0$ ならば $\{u_{i}\}$ の弱極限は $C_{0}$ の点である。

このとき, $x_{1}=x\in C$ および $n\in N$ に対して $x_{n+1}=T_{n}x_{n}$ で定義される $C$ の点列 $\{x_{n}\}$

は, $C_{0}$ のある点に弱収束する。

$\{T_{n}\}$ の共通不動点の存在を仮定していないところが定理 4.1の一つの特徴である。共

通不動点が存在する場合の定理を次に述べるが, その準備として写像列に対する二つの条

件を導入する。

{丁 n} を共通不動点を持つ $C$ から $C$ への写像の列とし, $\bigcap_{n=1}^{\infty}F$ (丁 n) $\neq\emptyset$ とする。以下

が成り立つとき, $\{T_{n}\}$ は条件 (A) を満たすという。

$\{T_{n_{i}}\}$ を $\{T_{n}\}$ の部分列, $\{u_{i}\}$ を $C$ の点列とするとき, $u_{i}arrow u$ かつ $T_{n_{i}}u_{i}-u_{i}arrow 0$

ならば $u \in\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ である。

また, 以下が成り立つとき, $\{T_{n}\}$ は条件 (B) を満たすという。

任意の空でない $C$ の有界集合 $D$ と任意の $\mathbb{N}$ の増加列 {ni} に対して, $\{T_{n_{i}}\}$ の部

分列 $\{T_{n_{i_{j}}}\}$ と非拡大写像 $T:Carrow H$ が存在して

$F(T)= \cap F(T_{?t})n=1\infty i_{J^{a}\text{つ}}\lim_{jarrow\infty}\sup_{y\in D}\Vert$ 丁$y-\text{丁_{}n_{i_{j}}}y\Vert=0$

を満たす。

定理 4.1から次の定理を得る。

定理 4.2. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合, $\{T_{n}\}$ を $C$ から $C$ への非拡

大写像からなる強非拡大列とする。さらに, $\{T_{n}\}$ は共通不動点を持ち, $\{T_{n}\}$ は条件 (A)
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を満たすと仮定する。 このとき, $C$ の点列 $\{x$訂を $x_{1}=x\in C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$x_{n+1}=T_{n}x_{n}$ で定義すると, $\{Px_{n}\}$ は強収束し, $\{x_{n}\}$ は $\{Px$訂の極限に弱収束する。
ここで, $P$ は $H$ から $\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ への距離射影である。

証明. $C_{0}$ を $\{T_{n}\}$ の共通不動点の集合とすると, 仮定よりすべての $n\in N$ に対して

$F(T_{n})\supset C_{0}\neq\emptyset$ である。 $T_{n}$ は閉凸集合 $C$ 上の非拡大写像であるから $F(T_{n})$ は閉凸であ

り, $C_{0}$ も閉凸であることがわかる。 $z\in C_{0}$ とすると, $\sum_{n=1}^{\infty}\Vert T_{n}z-z\Vert=0$ である。 $\{u_{i}\}$

を $C$ の弱収束点列, $u$ をその極限とする。 $\{T_{n}\}$ の部分列 $\{T_{n_{i}}\}$ が存在し $u_{i}-T_{n_{i}}u_{i}arrow 0$

であると仮定すると, 条件 (A) より $u\in C_{0}$ である。 よって, $C_{0}$ は定理 4.1の (1) および

(2) を満たすこと示がせた。 したがって, 定理 4.1より結論を得る。 口

条件 (B) は, 条件 (A) の特別な場合であるから, 定理 42より直ちに次の定理を得る。

定理 4.3. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合, $\{T_{n}\}$ を $C$ から $C$ への非拡大

写像からなる強非拡大列とする。さらに, $\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})\neq\emptyset$ および $\{T_{n}\}$ は条件 (B) を満

たすと仮定する。 $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x\in C$ および $x\in \mathbb{N}$ に対して $x_{n+1}=T_{n}x_{n}$ で

定義する。 このとき, $\{Px_{n}\}$ は強収束し, $\{x_{n}\}$ は $\{Px_{n}\}$ の極限に弱収束する。 ここで,

$P$ は $H$ から $\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ の上への距離射影である。

5 単調作用素に関する問題への応用

本節では, 第 3節および第 4節で得られた結果を, 単調作用素または単調関数に関する

次の三つの問題に応用する。

1. 有限個の極大単調作用素の共通零点を求める問題

2. 逆強単調関数に対する変分不等式問題

3. 極大単調作用素と逆強単調関数の和の零点を求める問題

5.1 有限個の極大単調作用素の共通零点を求める問題

ここでは次の問題を取り扱う。

問題 5.1. $N$ を正の整数とし, $\{B_{k}:k=0, \ldots , N-1\}$ を $H$ 上の極大単調作用素の族と

する。 このとき, $\{B_{k}\}$ の共通零点, つまり, $z \in\bigcap_{k=0}^{N-1}B_{k}^{-1}0$ を求めよ。
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$\{B_{k}\}$ のリゾルベントを周期的に用いることにより, 問題 5.1の解に弱収束する点列が

得られる。

定理 5.2. $N$ を正の整数, $\{B_{k}:k=0, \ldots, N-1\}$ を共通零点を持つ $H$ 上の極大単調作

用素の族, $\{r_{n}\}$ を $\inf_{n\in N}r_{n}>0$ を満たす正の実数列, $\{x_{n}\}$ を $xi=x\in H$ および $n\in N$

に対して
$x_{n+1}=(I+r_{n}B_{c(n)})^{-1}x_{n}$

で定義される $H$ の点列とする。ただし, $c(n)=nmod N$ である。 このとき, $\{x$訂は
$\{B_{k}\}$ のある共通零点に弱収束する。

この定理の証明には, 定理 4.1(この場合は, 定理 42を使ってもよい。 ) と共に例 3.1,

定理 34, 系 36および系 37が使われる。

定理 5.2からすぐに有限個の非拡大写像の共通不動点に関する次の結果を得ることがで

きる。

系 5.3. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合, $N$ を正の整数, $\{T_{k}:k=$

$0,$
$\ldots$ , $N-1\}$ を共通不動点を持つ $C$ から $C$ への非拡大写像の族, $\{t_{n}\}$ を $0<t_{n}\leq$

$\sup_{k\in N}t_{k}<1$ を満たす数列, $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x\in C$ および $n\in N$ に対して

$x_{n+1}=t_{n}x_{n}+(1-t_{n})T_{c(n)}x_{n+1}$

で定義される $C$ の点列とする。ただし, $c(n)=nmod N$ である。 このとき, $\{x_{n}\}$ は

$\{T_{k}\}$ のある共通不動点に弱収束する。

系 5.3は, [23, Theorem 2] の-,般化になっている。実際, [23, Theorem 2] では, 系 5.3

の仮定に加えてさらに $t_{n}arrow 0$ が仮定されている。

5.2 逆強単調関数に対する変分不等式問題

ここでは次のような逆強単調写像に対する変分不等式問題を取り扱う。

問題 54. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とし, $A:Harrow H$ を逆強単調

写像とする。 このとき, すべての $y\in C$ に対して $\{y-x,$ $Ax\rangle\geq 0$ を満たす $x\in C$ を求

めよ。

問題 54の解の集合を VI$(C, A)$ で表す。 ここで, $P_{C}$ を $H$ から $C$ の上への距離射影, $I$
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を恒等写像, $\lambda$ を正の実数とするとき

VI$(C, A)=F(P_{C}(I-\lambda A))$

が成り立つから, 問題 54を写像 $P_{C}(I-\lambda A)$ の不動点問題へ書き換えることができる。

しかし, 何らかの制限から $P_{C}$ が使えないとすると, 問題 54は取り扱いが難しくなる。以

下では, 実行可能集合 $C$ がある閉凸集合列で近似される場合を取り扱う。 このような問題
は $[$24] で議論されている。

定理 5.5. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合, $\{C_{n}\}$ を $H$ の空でない閉凸部

分集合の列, $\{\lambda_{n}\}$ を正の実数列, $\alpha$ を正の実数, $A:Harrow H$ を $\alpha$-逆強単調写像とする。

さらに, 以下を仮定する。

$\bullet$ VI $(C, A)\neq\emptyset$ かつ各 $n\in N$ に対して VI $(C_{n}, A)\neq\emptyset$ ;
$\bullet$ すべての $y\in H$ に対して $\sum_{n=1}^{\infty}\Vert Pc_{n}y-Pcy\Vert<\infty$ ;
$\bullet$ すべての $r>0$ に対して $\lim_{narrow\infty}\sup\{\Vert P_{C_{n}}z-P_{C}z\Vert :\Vert z\Vert\leq r\}=0$ ;
$\bullet$ $0< \inf_{n\in N}\lambda_{n}\leq\sup_{n\in N}\lambda_{n}<2\alpha$ ;
$\bullet$ $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n}-\lambda|<\infty$ を満たす $\lambda>0$ が存在する。

$H$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x\in H$ および $n\in N$ に対して

$x_{n+1}=P_{C_{n}}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$

で定義する。 このとき, $\{x_{n}\}$ は VI$(C, A)$ のある点に弱収束する。

定理 55の証明には, 定理 4.1の他に, 例 3.1, 例 32および定理 34などを使う。

5.3 極大単調作用素と逆強単調関数の和の零点を求める問題

最後に, 例えば Passty[15] で議論されている次の問題を取り上げる。

問題 5.6. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合, $A:Carrow H$ を逆強単調写像, $B$

を $H$ 上の極大
$\grave$r$\grave|$(調作川素とする。 このとき, $A$ と $B$ の和の零点, つまり, $x\in(A+B)^{-1}0$

を求めよ。

問題 56のもとで, すべての $r>0$ に対して

$(A+B)^{-1}0=F((I+rB)^{-1}(I-rA))$
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が成り立つ。 これにより, 問題 56を写像 $(I+rB)^{-1}(I-rA)$ の不動点問題とみなすこ

とができる。定理 43, 例 32および定理 34を使うと次の定理を得る。

定理 5.7. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合, $\alpha$ を正の定数, $A:Carrow H$ を

$\alpha$-逆強単調写像, $B$ を $H$ 上の極大単調作用素, $J_{r}=(I+rB)^{-1}$ を $r>0$ に対する $B$

のリゾルベント, $\{r_{n}\}$ を正の実数列とする。さらに, $(A+B)^{-1}0\neq\emptyset$ , dom$(B)\subset C$ か

つ $0< \inf_{n\in N}r_{n}\leq\sup_{n\in N}r_{n}<2\alpha$ を仮定する。 $C$ の点夕$|$」 $\{x_{n}\}$ を $xi=x\in C$ および

$n\in N$ に対して
$x_{n+1}=J_{r_{n}}(x_{n}-r_{n}Ax_{n})$

で定義する。 このとき, $\{Px_{n}\}$ は強収束し, $\{x_{n}\}$ は $\{Px$訂の極限に弱収束する。 ここ

で, $P$ は $H$ から $(A+B)^{-1}0$ の上への距離射影である。

強非拡大列に関する結果の応用として定理 57を [3] に書いた。 しかし, 例えば文献 [13]

で, もっと一般的な形の結果がすでに得られていたようだ (残念ながら, 本稿執筆時点でそ

の文献を入手できていない)。
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