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1 はじめに

マルコフ過程のランダムな時間変更については, 変換論の一つとして非

常に一般的に研究されてきた $(e.g. [8])$ . 正値連続加法汎関数 $A_{t}$ によって時

間変更は定義される時間変更過程の状態空間は $A_{t}$ の定める台であり, 時間

変更過程の生存時間は $A_{t}$ の全変動 $A_{\infty}$ に他ならない. 考察するマルコフ過

程が対称であれば, ディリクレ形式の変換論としても研究され, 時間変更過
程の生成するディリクレ形式は完全に同定されている ( $[2|, [5])$ . これらの

事実を用いて, ファインマンーカッツ汎関数の可積分性 (gaugeability) や全

滞在時間に関するカッツの公式について調べてきたが ([12], [11]), ここで

は, 散乱長に関するカッツの公式についても同じアイデアで示し, 公式をス
ムーズな測度に対応する加法汎関数まで拡張する.
まずブラウン運動に対して, 時間変更の方法で得られた結果を復習して
おこう. $D$ を $R^{d}$ 領域とし, 吸収壁ブラウン運動を

$B_{t}^{D}=\{\begin{array}{l}B_{t} on t<\tau_{D}on t\geq\tau_{D}\end{array}$ $(B_{\infty}^{D}=\triangle)$ .

で定義する. ここで $\tau_{D}$ は, ブラウン運動が領域 $D$ を最初に脱出する時刻を,
$\triangle$ は死点と呼ばれる仮想点である. 吸収壁ブラウン運動は, 領域 $D$ を脱出

するまではブラウン運動のように振る舞い, 脱出以後は死点に留まること
を上の定義は述べている. 汎関数.$\int$Ot $V(B_{t}^{D})dt$ の右連続な逆関数を $\tau_{t}$ と書

く: $\tau_{t}=\inf\{s>0:\int_{0}^{s}\mathcal{V}^{\cdot}(B_{\uparrow\iota}^{D})du>t\}$ . そのとき, 吸収壁ブラウン運動の時

間変更過程 $X_{t}$ を, $B_{t}^{D}$ の時間変数 $t$ のところにランダムな時間 $\tau_{t}$ を代入

して, $X_{t}=B_{\tau_{t}}^{D}$ で定義する. すると $X_{t}$ は, $F=\{x\in R^{d}:\mathbb{P}_{x}(\tau_{0}^{V}=0)=1\}$

を状態空間に持つ $Vdx$-対称なマルコフ過程になる ([5]). すなわち, $F$ 上
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の関数 $f$ に対して半群 $\{p_{t}\}$ を $p_{t}f(x)=E_{x}(f(X_{t}))$ で定義すると, $p_{t}$ は

$L^{2}(F;Vdx)$ 上の対称作用素となる. それに伴って, 時間変更過程 $X_{t}$ の生
成作用素は $L^{2}(F;Vdx)$ 上の自己共役作用素となり, そのスペクトル下限
$\lambda(D, V)$ は

$\lambda(D, V)=\inf\{\frac{1}{2}D(u, u):u\in C_{0^{\infty}}(D),$ $\int_{D}u^{2}(x)V(x)(dx)=1\}$

で与えられる. ここで $D$ はディリクレ積分. ポテンシャル $V$ にある条件
(グリーン緊密性) を仮定すると, $\lambda(D, V)$ は最小固有値となる. この事実
は時間変更過程の生成するディリクレ形式が同定されていることから従う.
ディリクレ形式としては吸収壁ブラウン運動のディリクレ形式が現れてお
り, ただし正規化する測度が $Vdx$ に変わっていることを注意しておく.
領域 $D$ 上の関数を

$g_{D}^{V}(x)= E_{x}(\exp(\int_{0}^{\tau_{D}}V(B_{t})dt))$ (ゲージ関数)

で定義したとき, Z.-Q. Chen[1], M. Takeda[12] で

$\sup_{x\in D}g_{D}^{V}(x)<\infty\Leftrightarrow\lambda(D, V)>1$

が示された. この事実は, $/0\tau_{D}V(B_{t})dt$ が時間変更過程巧にとっての生存
時間と考えられることから, 生存時間の指数可積分性を議論することで示
される.

全空間 $R^{d}(d\geq 3)$ のコンパクト部分集合 $K$ に対し, $K$ への全滞在時間
に関するカッツの定理,

$\lim_{tarrow\infty}$.
$\frac{1}{t}\wedge$ $og$ $\mathbb{P}_{r}^{W}(\int_{0}^{\infty}I_{K}(B_{s})ds>t)$

$=- \inf\{\frac{1}{2}D(u, \uparrow x)$ : $\int_{K}u^{2}dx=1\}$ (1)

は, カッツにより固有関数展開を用いて証明された. これも上と同様に

K $I_{K}(B_{s})ds$ をブラウン運動の加法汎関数 $\int_{0}^{t}I_{K}(B_{s})ds$ に関する時間変
更過程の生存時間だと考えることで示せる. 以下では, 散乱長と容量に関
するカッツの予想も, 散乱長を時間変更過程の生存時間で表現することで
導けることを示す ([13]).
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カッツ [6], カッツールッティンジャー [7] は) 散乱長 (scattering length) を
ブラウン運動を使って表現しその性質を調べた. 実際, $V$ を 3次元ユーク
リッド空間 $R^{3}$ 上の非負可積分関数とし, $(\mathbb{P}_{x}^{W}, B_{t})$ を $R^{3}$ 上のブラウン運

動とするとき, 散乱長 $\Gamma(V)$ の確率表現を

$\Gamma(V)=\lim_{tarrow\infty}\frac{1}{t}\int_{R^{3}}(1-E_{x}^{W}(e^{-\int_{0}^{t}V(B_{s})ds}))dx$ (2)

で与えた. さらに $\Gamma(V)$ は

$\Gamma(V)=\int_{R^{3}}E_{x}^{W}(e^{-\int_{0}^{\infty}V(B_{t})dt})dx$ (3)

と等しくなる (2節参照). ここでは, 式 (3) を散乱長の定義としよう (散乱
長の本来の定義と意味については [6] を参照). コンパクト集合 $K\subset R^{3}$ が

カッツの意味での正則性 [9] をもつならば, $\Gamma(\alpha 1_{K})$ は $\alphaarrow\infty$ の極限で $K$

の容量に収束することを示した. さらにカッツは [6] の中で, コンパクトな
台をもつ任意の非負可積分関数 $V$ に対しても, 極限

$\gamma_{V}:=im\Gamma(\alpha V)(\alphaarrow\infty$

は, $V$ の台の容量にのみに依るだろうと予想した. 高橋 [10] では $\Gamma(V)$ の

新たな表現を与えこの予想を証明し, M.E. Taylor [15], 田村 [14] ではポテ
ンシャル $V$ に滑らかさを仮定して解析的に証明を与えた. 我々はディリク
レ形式におけるランダムな時間変更の理論を用いてカッツの予想に対する
新たな証明を与える. すなわち.

$\lim_{\alphaarrow\infty}\Gamma((j!V)=Cap(F^{V}).$ (4)

を示す. ここで $F^{V}$ は停止時刻 $\tau$ を

$\tau=\inf\{t>0$ : $1_{0}^{t}V(B_{s})ds>0\}$

で定めたとき,
$F^{V}=\{x\in R^{3}:\mathbb{P}_{1}^{14^{l^{\vee}}}(\tau=0)=1\}$ ,

で定義される. また Cap はニュートン容量である.
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2 散乱長に関するカッツの公式

$X=(\Omega,$ $\mathbb{P}_{x},$ $\{\mathcal{F}_{t}\},$ $X_{t},$ $\theta_{t}$ , $()$ を, 局所コンパクト距離空間 $E$ を状態空間に
もつ $m$-対称なマルコフ過程とする. ここで, $m$ は $E$ 上の正のラドン測度

で, 位相的台が $E$ 全体であるものとする. $\theta_{t}$ は任意の $s,$ $t\geq 0$ に対して
$X_{s}(\theta_{t})=X_{s+t}$ を満たすシフト作用素で, $\zeta$ は $X$ の生存時間とする. マルコ
フ過程 $X$ の生成する $L^{2}(E;m)$ 上のディリクレ形式を $(\mathcal{E}, \mathcal{D}(\mathcal{E}))$ と記す.

より一般の対称マルコフ過程に対して公式 (4) の証明を与えるのみなら
ず, ポテンシャルも関数 $V$ をスムース測度 $\mu$ に拡張しよう. $\{A_{t}^{\mu}\}_{t\geq 0}$ で $\mu$

にルウユーズ対応する正の連続汎関数とする (Theorem 5.1.3 [5]). $d\mu(x)=$

$V(x)dm(x)$ のときは, $A_{t}^{\mu}= \int_{0}^{t}V(X_{s})ds$ である. $A_{t}^{\mu}$ の右連続な逆関数を

$\tau_{t}(\omega)=\inf\{s>0 : A_{s}^{l^{J}}(\omega)>t\}\dot{\prime}$ $(inf\emptyset$ $:=\infty)$

で定義し, $F^{\mu}$ で $\{A_{t}^{\mu}\}_{t\geq 0}$ の細位相による台

$F^{\mu}=\{x\in E:\mathbb{P}_{L}.(\tau_{0}=0)=0\}$

とする. 測度 $\mu$ は有限, $\mu(E)<\infty$ を仮定する. カッツ [6] に従って, ここ

では散乱長を
$\Gamma(\mu)=\int_{E}E_{x}(e^{-A_{\dot{\zeta}}^{\mu}})l^{l}(dx)$ (5)

で定義する. なぜならば, $X$ の保存性 $\mathbb{P}_{J}.((=\infty)=1$ , を仮定すると, $\Gamma(\mu)$

はカッツの与えた確率論的表現 (2)

$\Gamma(\mu)=\lim_{rarrow\infty}\frac{1}{t}\int_{E}(1-E.’(e^{-A_{t}^{\prime\ell}}))m(dx)$ . (6)

と等しくなるからである. 実際, $\{p_{t}^{/1}\}_{t\geq 0}$ をファインマンーカッツ半群すな
わち, 有界なボレル関数 $f$ に対して

$p_{t}^{\mu}f(x)=E_{\iota}$ . $(e^{-A_{f}^{l^{l}}}f(X_{t}))$

で定義される半群とする. また $\mathbb{P}_{\iota}^{1’}$. で 5対称マルコフ過程 $X$ にウエイト
$e^{-A_{t}^{k^{I}}}$ を掛けて変換することによって構成される対称 $m$-対称なマルコフ過
程とする:

$\mathbb{P}_{x}^{l^{l}}(F;f<()=E_{l}$ . $(e^{-A_{t}^{l’}};F),$ $F\in \mathcal{F}_{t}$ .
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[8, (62.13)] より

$E_{x}^{\mu}(A_{t}^{\mu})=E_{x}(\int_{0}^{t}A_{s}^{//}(-de^{-A_{s}^{\mu}})+A_{t}^{\mu}e^{-A_{t}^{\mu}})$

$= E_{x}(\int_{0}^{t}e^{-A_{B}^{l^{J}}}\cdot dA_{s}^{\mu})$

となる. また [3, Theorem 2.2.2] によると, $\mathbb{P}_{x}^{l^{l}}$ に関する $A_{t}^{\mu}$ のルウユーズ

測度は $\mu$ のままであることが分かる. 従って, ルウユーズ対応の同値な主

張のうち [5, Theorem 5.1.3 $(iii)$ ] を使うと

$\{m,$ $1-E_{x}(e^{-A_{t}^{\mu}})\}=$ $\{$ $m, E_{x}(\int_{0}^{t}e^{-A_{s}^{\mu}}dA_{s}^{\mu})\rangle$

$=\langle m,E_{x}^{l^{A}}(A_{t}^{\mu})\rangle$

$= \int_{0}^{t}\mu_{,J},$
’

が分かる. $p_{t}^{\mu}1(x)$ は $tarrow\infty$ のとき臥 $(e^{-A_{\infty}^{\mu}})$ に収束するので, 式 (5) を

得る.
式 (5) より, 次の補題を示せば公式 (4) が導ける.

補題 2.1.
$\alpha\int_{E}E_{x}(e^{-\alpha A_{\dot{\zeta})l^{1_{!}}(dx)}^{gr}}$ $\uparrow Cap(F^{\mu})$ , $\alpha\uparrow\infty$ . (7)

ここで容量 Cap は開集合 $O$ に対しては

Cap$(O):= \inf\{\mathcal{E}(u, u):u\geq 1, m- a. e. on O\}$

で任意の集合 $A$ に対しては外容量として

Cap$(A):= \inf$ {Cap $(O):O\supset A$ となる開集合}

で定義する.

補題 2.1の証明において, ディリクレ形式におけるランダムな時間変更の
理論を用いる $([$2 $]$ , $[$ 5 $]$ 参照 $)$ .

補題 2.1の証明 時間変更過程 $Y_{t}$ を $Y_{t}=X_{\tau_{t}}$ で定義する. そのとき $Y_{t}$

は, $\mu$-対称なマルコフ過程で, $F^{1’}$ を状態空間としてもち, さらに生存時間
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は $A_{\zeta}^{l^{L}}$ となる ([5, Theorem 6.2.1], $[8_{-}$. Theorem 65.9] 参照). $\check{\mathbb{P}}_{x}$ で時間変更
過程 $Y_{t}$ の法則を, $\check{\zeta}$ でその生存時間を記す. そのとき $x\in F^{\mu}$ に対して

$E_{x}(e^{-\alpha A_{\zeta}^{\mu}})$ $= \check{E}_{x}(e^{-\alpha(})=1-\alpha\check{E}_{x}(\int_{0}^{\check{\zeta}}e^{-\alpha t}dt)$

$=$ $1-\alpha\check{R}(\backslash 1(x)$

が成り立つ. ここで $\check{R}_{\alpha}$ は $Y_{t}$ の tl-レゾルベントであり, 1は集合 $F^{\mu}$ の定義
関数, $1=1_{F^{\mu}}(x)$ を表すものとする. よって (2.1) の右辺は $\alpha(1,1-\alpha\check{R}_{\alpha}1)_{\mu}$

に等しい.
$(\check{\mathcal{E}}, \mathcal{D}(\check{\mathcal{E}}))$ で時間変更過程巧の生成する $L^{2}(F^{\mu};\mu,)$ 上のディリクレ形式
とする. 測度 $\mu$ に関する仮定より $1_{F^{l’}}$ は $L^{2}(F^{\mu};\mu)$ -関数であることに注意
しよう. よって, もし $1_{F^{\mu}}\in \mathcal{D}(\check{\mathcal{E}})$ ならば, $\check{\mathcal{E}}^{(\alpha)}(1,1):=\alpha(1,1-\alpha\check{R}_{\alpha}1)_{\mu}$ は,

$\alpha\uparrow\infty$ のとき単調増大に $\check{\mathcal{E}}(1,1)$ に収束する ([5, Lemma 1.3.4]). ディリク
レ空間 $\mathcal{D}(\check{\mathcal{E}})$ は完全に特徴付けられており (Theorem 6.2.1 in [5]), またディ
リクレ形式 $\check{\mathcal{E}}$ は元のディリクレ形式 $\mathcal{E}$ で表現される ([5, Theorem 6.2.1]).
特に,

$\check{\mathcal{E}}(1,1)=\mathcal{E}(H_{F^{\mu}}1, H_{F^{\mu}}1)$ , $H_{F^{l’}}1(x)=E_{x}(1_{F^{\mu}}(X_{\sigma_{F\mu}});\sigma_{F^{\mu}}<\infty)$

が成り立つ. ここで $\sigma_{Fl’}=\inf\{t>0:X_{f}\in F^{\mu}\}$ . 従って $\alpha\uparrow\infty$ のとき

$\Gamma(\alpha\mu)=\alpha(1,1-(y\check{R}_{()}1)_{l^{l}}\uparrow\check{\mathcal{E}}(1,1)=\mathcal{E}(H_{F^{\mu}}1, H_{F^{\mu}}1)$ (8)

が成り立つ. $F^{\mu}$ は概ボレル集合で細閉集合であるから (cf. [5, p. 192]),
$\mathbb{P}_{x}(X_{\sigma_{P\mu}}\in F^{\mu})=1$ かつ

$H_{F^{gr}}1(x)=\mathbb{P}_{J}.(\sigma_{Fl^{J}}<\infty)$ .

よって, (8) の右辺は Cap $(F^{/r})$ に等しくなる ([5, Theorem 4.3.3]).
もし 1 $F^{\mu}\not\in \mathcal{D}(\check{\mathcal{E}})$ ならば, $(\}\uparrow\infty$ のとき $\lim_{\alphaarrow\infty}\check{\mathcal{E}}^{(\alpha)}(1,1)\uparrow\infty$ であり

Cap $(F^{\mu})=\infty$ となる. 以上で補題 2.1の証明が終わる.

最後に $F^{l^{l}}$ についてコメントしておく. $F$ を $\mu$ の位相的台とすると, 集
合 $F^{\mu}\backslash F$ は容量ゼロであるが.

$\acute$

$F\backslash F^{1^{J}}$ は必ずしも容量ゼロとは限らない
(cf. [5, \S 5.1]). ただし

$\mathbb{P}_{\downarrow}.(A_{(}^{\mu}’>0)=\mathbb{P}_{1^{\backslash }}(\sigma_{F^{\mu}}<\zeta)$ (9)
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は分かる. 実際, もし $\sigma_{F^{\mu}}<\zeta$ であるならば $A_{\zeta}^{1^{J}}=A_{\zeta}^{\mu}(\theta_{\sigma_{F\mu}})$ , もし $\sigma_{F^{\mu}}=\infty$

であるならば $A_{\zeta}^{\mu}=0$ であることに注意すると,

$\mathbb{P}_{x}(A_{\zeta}^{\mu,}>0)=\mathbb{P}_{x}(A_{(}^{\mu}>0, \sigma_{F^{\mu}}<\zeta)+\mathbb{P}_{x}(A_{\zeta}^{\mu}>0, \sigma_{F^{\mu}}=\infty)$

$=\mathbb{P}_{x}(A_{\zeta}^{\mu}(\theta_{\sigma_{F^{\mu}}})>0,\sigma_{F^{\mu}}<\zeta)$

$=E_{x}(\mathbb{P}_{X_{\sigma_{F}\mu}}(A_{\hat{\zeta}}^{l^{1}}>0);\sigma_{F^{\mu}}<\zeta)$ (強マルコフ性より)

をなる. $\{\sigma_{F^{\mu}}<\zeta\}$ 上で $\mathbb{P}_{X_{\sigma_{F\mu}}}(A_{\zeta’}^{\oint l}>0)=1$ となるので, 上の右辺は
$\mathbb{P}_{x}(\sigma_{F^{\mu}}<\zeta)$ に等しい.

$R^{3}$ 上のブラウン運動 $\mathbb{P}_{x}^{W}$ で $\mu(dx)=1_{K}(x)dx$ ( $K$ :コンパクト集合) のと
き, $K$ のカッツ正則性は Cap $(K\backslash F^{\mu})=0$ で定義されるので, $\mathbb{P}_{x}^{W}(\sigma_{K}=$

$\sigma_{F^{\mu}})=1$ が従う. 結果として, カッツ正則性をもつコンパクト集合 $K$ に対
して, Cap$(F^{\mu})=$ Cap$(K)$ が導かれる. 確率論的に言うと, 「いつ $K$ の浸
透時刻と $K$ への到達時刻が等しくなるか?」 という問いと関連する.

3 終わりに

シュレディンガー作用素の最小固有値, 散乱長などのブラウン運動を用
いた確率表現を, 固有関数展開の方法によりカッツは与えた. しかしポテン
シャルが変われば固有値、固有関数はいっせいに変わる. 時間変更過程の方
法では時間変更過程は変わるが, 調べるべきものはその生存時間であるこ
とに変わりはない. スムース測度の台が $E$ でない場合の時間変更過程は一
般的に, 飛躍部分も消滅部分も現れその性質を調べることに難しさが生ず
るが, 固有関数展開を用いない確率的な証明が可能になる
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