
2次錐相補性問題に対する平滑化 Fischer-Burmeister関数
のヤコビ行列の適合性について

東京理科大学 数理情報科学科 成島康史
東京理科大学 数理情報科学科 小笠原英穂
愛知大学 経営総合科学研究所 相良信子

1 はじめに

本稿では以下の 2次錐相補性問題 (Second-Order Cone Complementarity Problem, SOCCP)
を取り扱う:

Find $(x, y,p)\in R^{n}\cross R^{n}\cross R^{l}$ such that
$x\in \mathcal{K}$ , $y\in \mathcal{K}$ , $\{x,$ $y\rangle=0$ , $F(x, y,p)=0$ . (1)

ここで, $\{\cdot,$ $\cdot\rangle$ は Euclid 空間における通常の内積を表し, $F$ : $R^{2n+\ell}arrow R^{n+\ell}$ は連続微分可
能な関数とする. また, $\mathcal{K}$ は直積 $\mathcal{K}=\mathcal{K}^{n_{1}}\cross \mathcal{K}^{n_{2}}\cross\cdots\cross \mathcal{K}^{n_{m}}(n_{1}+\cdots+n_{m}=n)$ によ

り定義された凸錐とする. 各 $\mathcal{K}^{n_{i}}$ は $\mathcal{K}^{n_{i}}:=\{$ $(z_{1} , z_{2})\in R\cross R^{n_{i}-1}|z_{1}\geq\Vert z_{2}\Vert\}$ で定義さ
れる自己双対な閉凸錐で, $n_{i}$ 次の 2次錐 (SOC) と呼ばれる. ただし $\Vert\cdot\Vert$ は 2-Jルムを表
す. 特に, $\mathcal{K}^{1}=R_{+}=\{z|z\geq 0\}$ であり, $n_{1}=n_{2}=\cdots=n_{m}=1$ の場合, $\mathcal{K}=R_{+}^{n}$ , す
なわち非負象限となる. したがって $n_{1}=n_{2}=\cdots=n_{m}=1$ のときには, SOCCP は

$x\geq 0$ , $y\geq 0$ , $\langle x,$ $y\rangle=0$ , $F(x, y,p)=0$

という形の混合相補性問題に帰着し, さらに $\ell=0$で, $F(x, y,p)=f(x)-y(f:R^{n}arrow R^{n})$

のとき, よく知られた非線形相補性問題 (NCP)

$x\geq 0$ , $y\geq 0$ , $\{x,$ $y\rangle=0$ , $y=f(x)$

に帰着する.
SOCCP は NCP と同様に, 等価な非線形方程式系として再定式化されることが知られ

ており, それを用いた数値解法がいくつか提案されている [1, 3]. 本稿では, SOCCP に対
する平滑化 Fischer-Burmeister 関数により構成される非線形方程式系の性質を考察し, 特
にそのヤコビ行列の適合性について述べる.
以降では簡単のために, $\mathcal{K}=\mathcal{K}^{n}$ で説明するが, 一般の場合も同様に扱うことができる.

2SOC $C$-関数による再定式化
はじめに, 以下での説明で必要となる SOC に関連するジョルダン代数を簡単に述べて

おく. 任意の $x=(x_{1}, x_{2}),$ $y=(y_{1}, y_{2})\in R\cross R^{n-1}$ に対して, ジョルダン積は $x\cdot y=$
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$(.x^{l^{-}}\uparrow),$ $y_{1’}.:_{2}+.x\cdot\iota)$ で定義される. $;\cdot$ . $.r=.x^{2}$ と書き, $\chi\cdot\in \mathcal{K}’’$ に対して, その平方根.r 1/2

を

$x^{1/2}=\{\begin{array}{ll}(, \frac{x,2}{2\backslash }), =\sqrt{\frac{1}{2}(J_{1}+\sqrt{x_{1}^{2}-\Vert r_{2}\Vert^{2}})} (x\neq 0 \text{のとき} )0 (x=0 \text{のとき} )\end{array}$

によって定義する. ここで, $(x^{1/2})^{2}=x^{1/2}\cdot x^{1/2}=x$ であることを注意しておく. さらに,
$x=(x_{1}, x_{2})\in R\cross R^{\prime\prime.-1}$ に対して, 次のように定義される $n$ 次対称行列 $L_{x}$ を Arrow 行
列と呼ぶ :

$L_{x}=\{\begin{array}{ll}x_{1} x_{2}^{7^{1}}x_{2} x_{1}I\end{array}\}$ .

特に, $x\in$ int $\mathcal{K}^{n}$ と $L_{x}$ が正定値であることとは等価である. 任意の $x=(x_{1}, x_{2})\in$

$R\cross R^{7l-1}$ (は, $x=\lambda_{1}u^{(1)}+\lambda_{2}u^{(2)}$ と分解される. ただし, $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ と $u^{(1)},$ $u^{(2)}$ はそれぞれ

$x$ の固有値, 固有ベクトルと呼ばれ,

$\lambda_{i}=x_{1}+(-1)^{i}\Vert x_{2}\Vert$ ,

調 $=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{2}(1, (-1)^{i}\frac{x,2}{\Vert x_{2}\Vert}) (x_{2}\neq 0 \text{のとき} )\frac{1}{2}(1, (-1)^{i}\overline{u}_{2}) (x_{2}=0 \text{のとき} )\end{array}$

$(i=1,2)$ で与えられる. ここで $\overline{u}_{2}\in R^{n-1}$ は $\Vert\overline{u}_{2}\Vert=1$ であるような任意のベクトルで
ある.

次に, SOC $C$-関数を用いた SOCCPの再定式化を説明する. 一般に, 関数 $\hat{\phi}:R^{2n}arrow R^{7?}$

が次の性質をもつとき, $\hat{\phi}$ は SOC C(omplementarity)-関数であるという:

$\hat{\phi}(x, y)=0$ $\Leftrightarrow$ $x\in \mathcal{K}^{7t}$ , $y\in \mathcal{K}^{\eta}$ , $\langle x,$ $y\}=0$ .

したがって, SOC $C$-関数を含む関数 $\hat{H}$ : $R^{2_{2l}+l}arrow R^{27t+\ell}$ を

$\hat{H}(x, y,p):=(\begin{array}{ll}\hat{\phi}(x y)F(x,y,p) \end{array})$

と定義することにより, SOCCP は等価な非線形方程式系 $\hat{H}(x, y,p)=0$ に再定式化さ
れる. Fukushima et al. [2] は以下で与えられる Natural Residual (NR) 関数と Fischer-
Burmeister (FB) 関数を定義し, どちらも SOC C-関数になることを示した:

$\phi_{N11}(x, y):=x-[x-y]_{+}$ ,

$\phi_{FB}(x, y):=x+y-(x^{2}+y^{2})^{1/2}$ .

ここで, $[z]_{+}$ は $2\in R^{7\prime}$ の $\mathcal{K}^{7\prime}$ への射影を表す. これらは NCP の再定式化に用いられる
関数の SOCCP への自然な拡張になっている. これらの関数を用いることにより, SOCCP
は非線形方程式系 $\hat{H}(x, y,p)=0$ に再定式化される.
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3 平滑化 FB 関数に基づく平滑化 Newton法

SOC C-関数は一般には微分不可能であるため, その平滑化関数がしばしば利用される.

定義 1 $f:R^{7?}arrow R^{n\not\supset}$ を微分不可能な関数とする. 以下の条件を満たすような $f_{t}:R^{7?}arrow$

$R^{77t}$ を $f$ の平滑化関数と呼ぶ.

(i) 任意の $t>0$ に対して, 五は $R^{n}$ 上で連続微分可能 ;

(ii) 任意の $x\in R^{n}$ に対して, $\lim_{tarrow+0}f_{f}(x)=f(x)$ .

Fukushima et al. [2] は NR 関数に対する平滑化関数を提案しており, Hayashi et al. [3] 及
び Chen et al. [1] は, それに基づいた数値解法を提案している. 前者は, 平滑化のために
導入したパラメータをそのままパラメータとして調整しているのに対し, 後者はパラメー
タを変数として取込んでいる.

Fukushima et al. は以下の平滑化 FB 関数 $\phi_{t}$ : $R^{2}"arrow R^{n}$ も提案している:

$\phi_{t}(x, y):=x+y-(2t^{2}e+x^{2}+y^{2})^{1/2}$ .

ただし, $e=(1,0, \ldots, 0)^{T}\in R^{n}$ である. この $\phi_{f}$ は $t\neq 0$ のとき, SOC-C 関数ではないが,

$\phi_{t}(x, y)=0$ $\Leftrightarrow$ $x\in$ int $\mathcal{K}^{71}$ , $y\in$ int $\mathcal{K}^{7?}$ , $x\cdot y=t^{2}e$

という簡明な関係がある. ここで $H_{FB}:R^{2n+p}arrow R^{2_{7l}+l}$ 及び, $H_{f}:R^{2n+p}arrow R^{2?1+\ell}$ を

$H_{FB}(x, y,p):=(\begin{array}{ll}\phi_{\Gamma B}(x y)F(x,y,p) \end{array})$ , $H_{t}(x, y,p):=(\begin{array}{l}\phi_{t}(x,y)F(x,y,p)\end{array})$

によって定義する. 前節で述べたように, 方程式系 $H_{FB}(x, y,p)=0$ の求解問題は SOCCP(1)
と等価な問題であるが, $H_{F^{\urcorner}B}$ が一般には微分不可能であるという難点がある. 一方, 方程
式系私 $(x, y,p)=0$ では, $H_{t}$ は微分可能となるが, SOCCP(1) と等価ではないから, この
方程式系を解いても SOCCP の解は得られない. しかしながら, 関数 $H_{t}$ は $H_{FB}$ の平滑化

関数なので, パラメータ $t>0$ を逐次減少させながら, 非線形方程式系 $H_{t}(x, y,p)=0$ を

近似的に解いてゆくことにより, 近似解列が得られ, 次第に $H_{FB}(x, y,p)=0$ の解に漸近
していくことが期待される (Fukushima et al. [2]). 換言すれば, SOCCP の解へと続くパ
ス $(x(t), y(t),p(t))$ を数値的に近似的に追跡することが可能であろう.
以降では記述の簡便性のため, 次の表記を用いることとする. $x=(x_{1}, x_{2}),$ $y=(y_{1}, y_{2})\in$

$R\cross R^{n-1}$ と $t\in R$ に対して関数 $w^{t},$ $u^{t}:R^{2n}arrow R\cross R^{n-1}$ を

$w^{t}=(u)^{t}1’ w_{2}^{f})=w^{t}(x, y):=2t^{2}e+x^{2}+y^{2}$ ,

$u^{t}=(u_{1}^{t}, u_{2}^{f})=u^{f}(x, y):=(2t^{2}e+x^{2}+y^{2})^{1/2}$

と定義する. 特に $t=0$ のときは簡潔さのため

$w=(w_{1}, w_{2})=w(x\cdot, y):=t1)^{0_{=x^{2}+y^{2}}}$ ,

$u=(u_{1}, u_{2})=u(x, y):=u^{0}=(x^{2}+y^{2})^{1/2}$
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と表記する. また, $1\downarrow$ ) $2^{-\neq}()$ のとき $t\overline{1}J_{2}:=11)_{2}/\Vert_{ll)}t\Vert$ とし, $lll_{2}=0$ のときは碗を $\Vert_{1\overline{1}J_{2}}\Vert=1$

であるような任意の $n$. $-1$ 次元ベクトルとする. 任意の $l\cdot,$
$\backslash 1/\in R^{l}$ に対して $x^{2},$ $!/^{2}\in \mathcal{K}’$

}

であるから, $w\in \mathcal{K}’$
} かつ $8l)^{f}\in$ int $\mathcal{K}(f\neq())$ であり, また,

$v)^{f}\iota=2t^{2}+\Vert\prime x.\cdot\Vert^{2}+\Vert y\Vert^{2}=2t^{2}+t)_{1}$ , $\prime t/f^{f}2=2(x_{1}x_{2}+y_{1}y_{2})=\cdot u)2$

であることに注意する.
次にアルゴリズムを構築する上で $H_{f}$ の (転置) ヤコビ行列を考える必要があるので,

Fukushima et al. [2] によって与えられた以下の命題を紹介する.

命題 1 $\lambda_{1}(w^{t}),$ $\lambda_{2}(w^{f})$ を $uj^{t}$ の固有値とする. このとき $t\neq 0$ ならば, $\phi_{t}$ 及び $H_{t}$ はそれ

ぞれ $R^{2r\prime},$ $R^{2_{7l}+p}$ 上で連続微分可能であり, その (転置) ヤコビ行列は以下で与えられる.

$\nabla\phi_{f}(x, y)=E-\nabla u^{f}(x, y)=\{\begin{array}{l}I-L_{T}L_{z\iota^{t}}^{-1}I-L_{y}L_{u^{t}}^{-1}\end{array}\}$ ,

$\nabla H_{f}(x, y,p)=[\nabla_{x}\phi_{t}(x,y)\nabla_{y}\phi_{f}(x,y)0$ $\nabla_{x}\nabla_{j)}F(x,,y,p\nabla_{y}F(:x,\cdot,y,p\}]$

ただし, $E=[II|^{T}\in R^{2_{71\cross 7t}}$ とし, $w_{2}=0$ ならば $L_{\iota\iota^{t}}^{-1}=(1/\sqrt{\uparrow 1J_{1}^{t}})I$ , さもなければ,

$L_{u^{t}}^{-1}=\{\begin{array}{lll}b_{t} -C_{\prime t}t\overline{1}J_{2}^{7^{\urcorner}}-c_{\prime f} \prime\iota\overline{\int J}_{2} a_{t}I+(b_{t}-a_{f})\uparrow\overline{v}_{2^{l1}2}^{r}\overline{)}^{[}’\end{array}\}$

とする. ただし $a_{f},$ $b_{t},$ $c_{f}$ }ま

$a_{t};= \frac{2}{\sqrt{\lambda_{1}(cv^{t})}+\sqrt{\lambda_{2}(w^{f})}}$ ,

$b_{t};= \frac{1}{2}(\frac{1}{\sqrt{\lambda_{1}(vJ^{t})}}+\frac{1}{\sqrt{\lambda_{2}(w^{f})}})$ ,

$c_{f};= \frac{1}{2}(\frac{1}{\sqrt{\lambda_{1}(w^{f})}}-\frac{1}{\sqrt{\lambda_{2}(w^{f})}}I$

である.

今回, 我々は Hayashi et al. と同様にパラメータ $t$ を逐次 $0$ に近づけながら Newton 法を
適用する以下のようなアルゴリズムを考える.

アルゴリズム 1

Step $0$ . $v^{(0)}$ $:=(x^{(0)}, y^{(0)},p^{(0)})\in R^{2n+p},$ $t^{(0)}\in R_{++}$ を与え, $k$ $:=0$ とする.

Step 1. (例えば $\Vert H_{F13}(v^{(k)})\Vert=0$ などを用いて) 収束判定を行う.
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Step 2. Newton 方程式

$H_{t_{k}}(v^{(k)})+\nabla H_{t_{k}}(v^{(k)})^{?}\prime d^{(k)}=0$

を解き
$f$
探索方向 $d^{(k)}$ を求める.

Step 3. 適当な直線探索によりステップ幅 $\alpha_{k}$ を求めて,

$v^{(k+1)}:=v^{(k)}+\alpha_{k}d^{(k)}$

により点列を更新する.

Step 4. パラメータ $t^{(k+1)}\in(0, t^{(k)}]$ を選択する.

Step 5. $k$ $:=k+1$ として Step 1へ戻る.

Fukushima et al. [2] は関数 $H_{t}$ の (転置) ヤコビ行列 $\nabla H_{t}$ が正則となる条件を与えてい
る. したがって, その条件の下, 適切な直線探索を行うことでアルゴリズム 1は実行可能
となる.

一般に微分不可能な非線形方程式系 $f(x)=0(f :R^{n}arrow R^{n})$ に対する平滑化 Newton
法は多くの研究者により研究されており (例えば [4] 参照), 局所的に速い収束性を示すた
めには関数 $f$ の (strong)semismootfmess, 平滑化関数 $f_{f}$. のヤコビ行列の適合性 (Jacobian
consistency), およびパラメータ $t$ の適切な選択法, が必要であることが知られている. 関

数 $H_{FB}$ の (strong) semismoothness は Sun and Sun [5] によって証明されている. 次節で
は, アルゴリズム 1の局所的な 2次収束性を保証するために必要な性質の一つである $H_{f}$

の Jacobian consistency property $[_{arrow}^{}$ついて考える.

4 Jacobian consistency
まず, $H_{t}$ の Jacobian consistency を議論するために必要な基本的定義を与える.

定義 2 $f$ : $R^{t}arrow R^{m}$ を局所 Lipschitz 連続な関数とする. (このとき Rademacher の定
理より $f$ はほとんど至る所微分可能なので) $f$ の $x$ における B(ouligant) 劣微分, 及び

Clarke劣微分はそれぞれ以下のように定義される :

$\partial_{B}f(x)$ $:= \{\lim_{\hat{x}arrow x}\nabla f(\hat{x})|\hat{x}\in \mathcal{D}_{f}\}$ , $\partial f(x)$ $:=$ co $\partial_{B}f(x)$ .

ただし, $\mathcal{D}_{f}$ は, $f$ が微分可能な点全体の集合とし, co $\partial_{B}f(x)$ は $\partial_{B}f(x)$ の凸包を表す.

Clarke劣微分は微分可能な関数における (転置) ヤコビ行列の一般化であり, $f$ が連続微
分可能な場合には $\partial f(x)\equiv\{\nabla f(x)\}$ となる.

定義 3 $f$ : $R^{n}arrow R^{n?}$ を局所 Lipschitz連続な関数とする. $f$ の平滑化関数 $f_{t}$ : $R^{\gamma 1}arrow R^{n\iota}$

が任意の $x\in R^{n}$ に対し

$\lim_{farrow+0}$ dist $(\nabla f_{f}(x), \partial f(x))=0$

を満たすとき, 平滑化関数 $f_{t}$ }ま Jacobian consistency property をもつという. ここで,

dist $(X, S)$ は $\inf\{\Vert X-Y\Vert|Y\in S\}$ を表す.
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関数 $H_{1b}$: 及び $H_{t}$ の定義と $F$ が連続微分可能であることを考慮すると, $H_{f}$ の $Ja.(’$obian
( $(Ilsist_{(I1(}\supset\cdot y$ を証明するためには, liii $1_{arrow 0}\nabla\phi_{f}(.r, y)$ と $\partial_{[;\emptyset]=]\theta}(\prime x\cdot, |])$ を議論すればよいこと
がわかる. そのための準備として, $R^{2t1}$ を $R^{2?\mathfrak{l}}=\mathcal{Z}_{1}\cup \mathcal{Z}_{2}\cup\{$ ( $0$ , ()) $\}$ に分割して考える.
ただし,

$\mathcal{Z}_{1}=\{z=(x,$ $y)\in R^{2?t}|tl)=x^{2}+y^{2}\in$ int $\mathcal{K}^{7t}\}$ ,

$\mathcal{Z}_{2}=\{z=(x, y)\in R^{2n}|w=x^{2}+y^{2}\in bd\mathcal{K}^{n}, w\neq 0\}$

$=\{z=(x, y)\in R^{2\tau\iota}|w=x^{2}+y^{2}\in bd\mathcal{K}^{?1}, (x, y)\neq(O, 0)\}$

とする. ここで, $\phi_{FB}$ は $\mathcal{Z}_{1}$ 上では微分可能だが, $\mathcal{Z}_{2}$ 上及び原点では微分不可能である

ことに注意する. 次に, $\lim_{tarrow 0}\nabla\phi_{t}(x, y)$ と $\partial_{B}\phi_{FB}(x, y)$ に関して以下の補題を与える.

補題 1 $(x, y)$ を $R^{2n}$ の任意の点とする. このとき,

$1iin\nabla u^{t}(x, y)tarrow 0=\{\begin{array}{ll}L_{x} JL_{y}J \end{array}\}$ , $\lim_{tarrow 0}\nabla\phi_{t}(x, y)=E-\lim_{tarrow 0}\nabla u^{t}(x, y)=\{\begin{array}{l}I-L_{x}JI-L_{y}J\end{array}\}$

が成り立っ. ただし,

$J:=\{\begin{array}{ll}L_{u}^{-1} if (\prime x, y)\in \mathcal{Z}_{1}\rangle\frac{1}{2\sqrt{2w_{1}}}[Matrix] if (x, y)\in \mathcal{Z}_{2},0 if (x,y)=(0,0)\end{array}$

とする.

補題 2 $(x, y)$ を $R^{2n}$ の任意の点とする. このとき,

$\{\begin{array}{l}I-L_{x}J\pm ZI-L_{y}J\end{array}\}\in\partial_{B}\phi_{FB}(x, y)$

が成立する. ただし,

$Z:=\{\begin{array}{ll}0 if (x, y)\in \mathcal{Z}_{1},\frac{1}{2}[Matrix] if (x, y)\in \mathcal{Z}_{2},I if (x, y)=(0,0)\end{array}$

とする.

以上, 2 っの補題から, 任意の $(x, y)\in R^{2r}$’に対して, $1ii\iota i_{farrow 0}\nabla\phi_{f}(x, y)\in\partial\phi_{FB}(x, y)$ であ

ることがわかる. したがって, $F$ の連続微分可能性より以下の定理を得る.

定理 1 $(x, y)$ を $R^{2n}$ の任意の点とする. このとき,

$\lim_{tarrow 0}$ dist $(\nabla\phi_{t}(x, y),$ $\partial\phi_{FB}(x, y))=0$

が成立する. さらに平滑化関数 $H_{t}$ }は Jacobian consistency property を満たす.
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5 終わりに
本稿では, 平滑化 Fischer-Burmeister 関数に基づいて構成された関数 $H_{t}$ に対する平滑

化 Newton法の基本形 (アルゴリズム 1) を考え, 局所的に速い収束性をもつための条件の
一つである $H_{t}$ の Jacobian consistency について議論した. 直線探索やパラメータ $t$ の選

択法を含めた具体的なアルゴリズムの構築, 及びそのアルゴリズムの局所的な収束性につ
いては今後の課題である.
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