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1 はじめに
本稿では, 次のような線形二次錐計画問題 (Linear Second-Order Cone Program: LSOCP) [1]

を考える.
(LSOCP) niinimize $c^{T}.\iota^{1}$

(1)subject to $A:?+b\in K$

ここで, $\mathcal{A}\in \mathbb{R}^{r\iota\cross m},$ $b\in \mathbb{R}^{n},$ $c\in \mathbb{R}^{rtl}$ は与えられた行列およびベクトルであり, $K\subseteq \mathbb{R}^{n}$ は $n_{i}$ 次
元の二次錐

$K^{(n_{i})}:=\{\begin{array}{ll}\{\tau t=(v_{1},\overline{u})\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{n_{i}-1}|v_{1}\geq\Vert\overline{u}\Vert, v_{1}\in \mathbb{R},\overline{\tau\int.}\in \mathbb{R}^{n_{i}-1}\} (n_{i}\geq 2)\mathbb{R}_{+}=\{u. \in \mathbb{R}|u\geq 0\} (n_{i}=1)\end{array}$

を用いて,
$K=K^{(rr_{1})}\cross K^{(n_{2})}\cross\cdots\cross K^{(r\iota_{p})}$

と表される集合である. ただし, $?l_{1}+’\iota_{2}+\cdots+n_{p}=\prime l$であり, $\Vert\cdot\Vert$ はユークリッドノルムを
表す. 本稿では ,1次元実ベクトル $n$ に対して, その第一成分を $ll_{1}$ , 残りの $n-1$ 個の成分を 1
つのベクトルとみなして $\overline{U}$ と書く. また, $(U_{1},\overline{?1\cdot})\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{\tau?-1}$ と $( \frac{u_{1}}{(\{})\in \mathbb{R}^{n}$ とをしばしば区別せ
ずに書く.

LSOCP は幅広いクラスの問題に応用できることが知られている. たとえば, 現実の応用例
として, Antenna arrav weight designや有限インパルス応答フィルタの設計, 損失リスクの制
約を含むポートフオリオ最適化などが知られている [5]. また, 非負象限は 1次元の二次錐の直
積でもあるので, LSOCP は線形計画問題 (Linear Prograrn: LP) を部分クラスとして含んでい
るし, 二次計画問題 (Quadraric Program: QP) やある種のロバスト最適化問題も, LSOCP に
再定式化することができる. 一方, LSOCP を部分クラスとして含むより広いクラスの問題と
して半正定値計画問題 (Seinidefiiiide Prograin: SDP) [11] がある. しかし, SDP は行列を変数
とした最適化問題であるため, LSOC’P として解ける問題を SDP に変換して解くのは, 計算量
の観点からも好ましいとはいえない.

LSOCP を解くためのアルゴリズムに関して, これまで多くの研究がなされてきた. その中
でもっともよく知られているのが内点法 [15] である. 特に主双対内点法 [10, 15] は収束性に関
して理論面においても, 実装面においても非常に有効であり, 実際にいくっかのソフトウェア
が開発されている [9, 8]. 一方で LP に対する単体法 (シンプレックス法) [2] を拡張したアルゴ
リズム (単体法的アルゴリズム) もこれまでいくつか提案されている. たとえば, Pataki [7] ら
は, LSOCP より広いクラスの問題である SDP に対して LP に対する単体法を理論的に拡張し
た. しかし, 彼らは具体的な SDP に対してアルゴリズムを実装するにはいたっていない. また,
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村松 $[()]$ は, ある特殊な構造をもつ $L_{\rangle}^{C_{)}^{t}}O(tP$ に対して, $I_{\lrcorner}I)$ の単体法における辞書 (dict ionary)
と同様のものを定義し, それに基づき実装可能な単体法的アルゴリズムを提案した. さらにそ
の実装報告が栗田・村松 $|14]$ によってなされている.
このように, LSOCP の解法は大きく二つに分けて内点法と単体法的アプローチがあるが, 一

般的には, 前者の方が後者に比べて理論的にも実用的にも優れている. 実際, 村松の単体法的
アルゴリズムは LSOCP の一部のクラスの問題にしか適用できないのに対し, 主双対内点法は
ほとんど全てのクラスの LSOCP に対して適用できる. また, 単体法的アルゴリズムは, LP に
対する単体法が必ずしも多項式時間で収束しないように, 一般には多項式時間で収束すること
が保証されていない. さらに, 実行可能領域の端点 (extrerne point) をたどって, 最適解を見つ
けるため, 解に収束するのが遅い. これに対して, 主双対内点法は, 多項式時間で収束するこ
とが理論的に保証されている.
しかしながら, LSOCP に対して単体法的アルゴリズムを考えることは単に理論的な興味だけ

でなく, 次のような実用的な利点が考えられる. たとえば, アルゴリズムの部分問題のように,
複数の LSOCP を順々に解いていかなければならないという状況を考えよう. このような場合
では, 各 LSOCP は互いによく似た構造を持ち, ある一つの LSOCP の解はその直前に解いた
LSOCP の解の近くに存在することが多い. したがって, こういった状況に対しては, 単体法的
手法の方が, 一つ前に解いた問題に対する基底の情報を上手く使うことにより, 次の LSOCP
をより効率的に解けることが期待できる.
本稿では, LSOCP に対する単体法的アプローチとして, LSOCPを線形半無限計画問題 (Linear

Seini-Infinite Program: LSIP) に再定式化し, その LSIP に対して Dual-Simplex Primal-Exchange
法 (DSPE法) を適用することを考える. ここで LSIP とは, 決定変数が有限次元であり, 無限個
の線形不等式で表されるような制約条件の下で, 線形関数を最小化するような問題である. な
お, 本稿で提案するアプローチは, 先に述べた LSOCP に対する既存の単体法的アプローチと
は異なる点がいくつかある. 実際, 一般的な形の LSOCP はすべて LSIP に再定式化することが
できるので, 村松 [6] のように対象とする LSOCP の形を限定する必要がない. また, LSIP に
対する DSPE 法は, 以下の節でのべるように容易に計算機に実装することができる.
本稿の構成を述べる. 2節では, LSOC’P と LSIP の具体的な形を示し, LSOCP を LSIP に再

定式化する. 3節では LSIP に対する単体法的アルゴリズムである DSPE 法を導入し, それを
LSIP に再定式化された LSOCP に対して実装する際の重要な性質について述べる. 4節では,
構造が似ている複数の $LSOC^{t}P$ を解く際に, 3節で述べた単体法的アルゴリズムと既存の主双
対内点法のソルバーとの比較実験およびその考察を行い, 単体法的アプローチが有効であるこ
とを確認する. 5節では, 本稿のまとめと結論を述べる.

2 線形二次錐計画問題と線形半無限計画問題

2.1 線形半無限計画問題とその双対性

本節では, LSIP とその双対問題を具体的な形で示し, その背景について説明する.
LSIP は具体的に以下のように書くことができる.

$r11i_{11}i_{111}ize$ $(_{-}^{-.T_{?}}$ .
subject to $0_{t}^{T_{\gamma}}.\iota\cdot\geq b_{t}(\forall t\in T)$

(2)
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ここで $c\in \mathbb{R}^{m}$ は与えられた定数ベクトル, $T$ は任意の添字集合, $cx_{t}=o(t)=(a_{1}(t), \ldots, a_{m}(t))^{T}$

は $T$ から $\mathbb{R}^{m}$ への写像, $b_{t}=b(t)$ は $T$ から $\mathbb{R}$ への写像である.
問題 (2) に対する双対問題として, ボレル測度 [16] を変数としたものと Haar の双対問題の二

つが主に知られている. $T$ がコンパクトな距離空間であり, 制約条件式に含まれる関数 $a_{t},$
$b_{t}$ が

$T$上連続であるものとする. このとき, 双対問題は以下のように書くことができる.

maximize $\int_{T}b(t)\mu(dt)$

subject to $\int_{T}a(t)\mu(dt)=c$
(3)

$\mu\in \mathcal{W}_{\backslash }^{-}\mu\geq 0$

ここで, $w/^{r}$ は $T$ 上のボレル測度の空間であり, $\mu\geq 0$ は任意のボレル集合 $T’\subseteq T$ に対して
$\mu(T’)\geq 0$ であることを意味する. しかし, この形の双対問題は, 一般の添字集合 $T$ に対して定
義できず, 変数が測度の形で与えられているため計算機で扱うことが困難である. そこで, (3)
において, 実行可能解 $\mu$ を離散的なもの 1に限定した Haar の双対問題を考える. 具体的には,
$supp\lambda$ $:=\{t\in T|\lambda_{t}\neq 0\}$ が有限集合であるような関数 $\lambda$ : $Tarrow \mathbb{R}_{+}$ を考え, そのような関数
を要素とする集合を $\mathbb{R}_{+}^{(T)}:=\{\lambda:Tarrow \mathbb{R}_{+}||supp\lambda|<\infty\}$ とする. すると, 双対問題 (3) の積
分を有限個の和によって置き換えることができる. それゆえ, 主問題 (2) に対する Haar の双対
問題は次のように書ける.

maximize $\sum\lambda_{t}b_{t}$

subject to $\sum_{t\in T}^{t\in T}\lambda_{t}a_{t}=c$ (4)

$\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}$

ここで, $\sum_{t\in T}$ は $t\in supp\lambda$ となるようなすべての $t\in T$ に対して総和を取ることを意味する.
双対問題 (4) は, 双対問題 (3) の実行可能領域を狭めたものになっているが, 一般的な条件で
(3) と (4) の最適値が一致することが知られている [4, $CIl1$ apter8]. さらに, $T$ がコンパクトな距
離空間でない, より一般的な集合であっても, 双対問題 (4) を定義することができる. 本稿で
は, これ以降, Haar の双対問題のみを LSIP の双対問題として扱う.

2.2 線形二次錐計画問題の半無限計画変換

本節では, 二次錐を無限個の線形不等式制約で書き換えることにより LSOCP を LSIP に再
定式化することを考える. 次の命題は, $k$ 次元の二次錐 $K^{(k)}$ が無限個の線形不等式を用いて等
価に書き換えられることを示している.

命題 2.1. [12, 命題 22] $k-1$ 次元の単位球を $\tilde{T}:=\{t\in \mathbb{R}^{k-1}|\Vert t\Vert\leq 1\}$ とする. このとき,
$(tl_{1}, \overline{\iota p})\in K^{(k)}$ であることの必要十分条件は

$u_{1}\geq t^{T}\overline{u}$ $(\forall t\in\tilde{T})$ (5)

が成り立つことである.

1具体的には “有限個のディラック測度の重み和として表されるような離散測度’ を指す.
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次に, 以 $\triangleright\hat$のように八’ $0$)直積構造に応じて以 $\triangleright\hat$のように行列, $\acute$1とベクトル $b$ を分割する.

$\lrcorner 4=(\lrcorner\underline{)}A\lrcorner,$ $b=(\begin{array}{l}(\frac{b}{b}\rfloor 11)\vdots(\frac{b}{b}pp1)\end{array})$

ここで, $0^{i}\in \mathbb{R}^{m},$ $A^{i}\in \mathbb{R}^{rn\cross(r?_{i}-1)},$ $(b_{1}^{j}.\overline{b}^{l})\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{n_{i}-1}(i=1\ldots., p)$ である. このとき,

LSOCP (1) の制約は

$(\begin{array}{l}(o^{i})^{T}.\iota\cdot+b_{1}^{i}(A4^{i})^{T}\tau\cdot+\overline{b}^{i}\end{array})\in K^{(n;)}$ $(i=1, \ldots I^{j})$

と書くことができる. したがって, 命題 2.1より, LSOCP(1) は次のように LSIP の形で書き換
えられる.

iniiiiinize $c^{T}:\iota$

subject to $(0^{i}-A^{i}t^{i})^{T}:\iota\geq(t^{i})^{T}\overline{b}^{j}-b_{1}^{j}(\forall t^{j}\in\tilde{T}^{i}i=1 , . . . , I^{j})$
(6)

ここで, $\tilde{T}^{i}=\{t^{i}\in \mathbb{R}^{n_{j}-1}|\Vert t^{i}\Vert\leq 1\}$ である. -一方, LSIP (6) に対する双対問題は次のように
書ける.

$t11ax.i_{1.ll}.ize\lambda^{1}.\lambda_{\backslash }\sim)..\wedge\nu$
$\sum_{i=1}^{p}\sum_{t^{j}\in\overline{T}^{i}}\lambda_{f^{j}}^{i}((t^{j})^{T}\overline{b}^{j}-b_{1}^{i})$

subject to $\sum_{j=1}^{p}\sum_{t^{j}\in\overline{T}^{i}}\lambda;_{i}(0^{i}-14^{i}t^{i})=c$

(7)

$\lambda^{j}\in \mathbb{R}_{-\vdash}^{(\overline{T}^{i})}(i=1\ldots..I^{j})$

3 単体法的アルゴリズム
前節では, LSOCP が LSIP として等価に再定式化できることを示した. 本節では, LSIP に対

する代表的な単体法的アルゴリズムである DSPE 法 [ $A$ . Ciliapter 12] を紹介する. さらに DSPE
法を LSOCP から再定式化された LSIP に適用する.

3.1 Dual-Simplex Primal-Exchange法

DSPE 法は LP における単体法を LSIP に拡張したものであり, その名が示すように, 双対問
題の空間でピボット操作を行い, それが主問題の空間ではアクティブな制約を交換 (exchange)
することに対応している. 本節では, –般の LSIP(2) に対する DSPE 法について述べ, その性
質についていくつか紹介する.
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DSPE 法では, 初期点として双対問題 (4) の実行可能端点を与える必要がある. そこで, ま
ず空間 $\mathbb{R}^{(T)}$ 内の凸集合に対する端点の定義と, 問題 (4) の実行可能端点の性質について述べる.
凸集合 $C’\subseteq \mathbb{R}^{(I^{J})}$ に対して $(-\in C’$ が端点であるとは以下のように定義される 2.

定義 3.1. $C’\subseteq \mathbb{R}^{(T)}$ を凸集合とし, $(^{-}$ を集合 C’ の要素とする. このとき, $c=(1-l^{\ell})c_{1}+l^{\ell C_{2}}$ と
なるような ($- 1,$ ($- 2\in C\backslash \{r\cdot\}$ および $\mu\in(0,1)$ が存在しないなら $lh^{\backslash },$

$(^{-}$ を集合 C’ の端点 (extreme
point) という.

問題 (4) に対して実行可能領域を A: $= \{\lambda\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}|\sum_{t\in T}\lambda_{t}0_{t}=r\cdot\}$ と表す. A は凸集合である
ので, 同様に端点を定義できる. また, A の端点について次の二つの性質が重要である.

$\bullet$ $\lambda\in\Lambda$が端点であることと, $o_{t}(t\in Stlpp\lambda)$ が線形独立であるということは同値である [3,
Theorem 3.1].

$\bullet$ 端点 $\lambda\in\Lambda$ が $|s\iota\iota pp\lambda|=\prime n$ を満たすとき, その端点は非退化であるという.

よって, DSPE 法の初期点として, $o_{t}(t\in s\iota\iota pp\lambda)$ が線形独立となるようなものを選ぶ. また,
後述の定理 3.1より, DSPE 法において生成される点列 $\{\lambda’\}\subseteq \mathbb{R}_{+}^{(T)}$ は常に A の端点になるこ
とが保証されている.

LP に対する単体法が各反復で基底に対してピボット操作を行うのと同様に, DSPE 法はあ
る反復で生成される点 $\lambda^{r}\in R^{(T)}$ で定義される基底集合に対してピボット操作を行う. ここで,
端点 $\lambda\in A$ に対して, 集合 $S\subseteq T$ が以下の 2つを満たすとき, $A9$’を $\lambda$ に対する基底集合という.

(i) $S\supseteq Supp\lambda$ である.

(ii) $o_{t}(t\in S)$ が $\mathbb{R}^{77l}$ の基底を成している.

条件 (ii) より明らかに $|S|=\prime n$ であるが, 一般に基底集合 $S$ は端点 $\lambda$ に対して一意に決まるも
のではない. しかし, 条件 (i), (ii) に加え, 端点 $\lambda$ が非退化であるならば, $S$ は一意に決まり,
$S=supp\lambda$ である. 実際, LP と同様に DSPE 法は, 生成される端点 $\lambda^{r}(7^{\cdot}=1,2, \ldots)$ が非退化
であれば, 後ほど紹介する定理 3. 1によって, 循環が発生しない, すなわち, 各反復ごとに目的
関数値が狭義に減少することが保証されている.
以上のことをもとに, DSPE法の詳細な手順を以下に述べる. ただし, $o_{t}(t\in T)$ によって張
る空間の次元は $\uparrow\eta$ であり 3, 任意の, $\in\{0,1,2, \ldots\}$ に対して $\lambda’$ は非退化であるとする. さら
に, $C\neq 0_{7n}$ かつ, $\Lambda\neq\emptyset$ であるとする.

Dual-simplex primal-exchange method (DSPE $\grave{/}\backslash \yen$ )

Step $0$ 初期実行可能端点 $\lambda^{0}$ を選び, $”:=0$ とする. また, So $\subseteq T$ を $\lambda^{0}$ に対する基底集合と
する.

Step 1方程式系 $a_{t}^{T,}.\iota\cdot=b_{f}(t\in S_{\gamma}.)$ を解き, その一意解を $l_{\Gamma}$ とする.

Step 2 $a_{t}^{T}J^{\Gamma}-b_{t}<0$ であるような $t\in T$ を一つ見つけ, それを $t_{in}^{7}$ とおく. もし, そのような
塩が存在しない, すなわち, iiiax$f\in\tau(a_{t}^{T_{c}}\cdot\iota^{r}-b_{t})\geq 0$ であれ $lh^{\backslash }$ , 反復を終了する.

2本定義は $\mathbb{R}^{\tau\iota}$ 内の凸集合に対する端点の定義の自然な拡張になっている.
3この前提は非退化な端点が存在することに対する必要条件になっている.
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Step 3 $s_{\iota}\iota\iota p\iota$) $q^{\Gamma}\subseteq s_{\Gamma}’h^{a}$つ $\sum_{t\in.9},$ $q_{t}^{\gamma}a_{t}-0_{t_{in}^{t}}$
. となる $g^{\Gamma}\in \mathbb{R}^{(I)}$ を求める.

Step 4 もし一 $g^{\Gamma}\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}$ ならば目的関数が非有界なので反復を終了する.
そうでなければ,

$l_{t\in S,g_{t}^{r}>0}^{l_{r}:=m,i\iota u\{\lambda_{t}^{\Gamma}/g_{t}^{r}\}}$

$t_{out}^{\Gamma}:=\arg_{111}.i_{11}\{\lambda_{t}^{r}./q_{t}^{\Gamma}\}t\in S.g_{t}’>0^{\cdot}$

$\{\begin{array}{l}\lambda_{f}^{r+1}:=\lambda_{t}^{\Gamma}-l^{\iota_{7}.g_{t}^{r}}\lambda_{f_{tJ11t}’}^{r+1}.=0\lambda_{t}^{r+1}:=0\lambda^{r+1}.=t_{i_{I1}}.l^{1,}.\end{array}$

とおく.

Step 5 $\lambda^{r\cdot+1}$ および $S_{r+1}$ を

$(t\in 6_{\gamma}..\dagger\neq t_{out}^{l})$

$(t\in T\backslash S,..t\neq t_{in}^{r})$

$S_{r+1}:=S_{\Gamma}\cup\{t_{i_{I1}}^{r}.\}\backslash \{t_{out}’\}$

で定義する. $7^{\cdot}$ $:=’\cdot+1$ として, Step 1にもどる.

DSPE 法について以下の定理が成り立つ.

定理 3.1. [4. Theorem 12.2] LSIP に対する DSPE 法によって生成される点列を $\{(\tau^{r}, \lambda^{r})\}$ とす
る. このとき, 回目の反復で以下の 3つの場合のいずれかが起こる.

(i) Step2で反復が終了すると, $\iota’$ . $\lambda^{r}$ はそれぞれ主問題 (2), 双対問題 (4) の最適解である.

(ii) Step 4で反復が終了すると, 双対問題 (4) は非有界であり, 主問題 (2) は実行可能解をも
たない.

(iii) 反復が終了しないならば, $\lambda^{r\cdot+1}$ は A の端点であり,

$\sum_{t\in T}\lambda_{t}^{r}b_{t}<\sum_{t\in T}\lambda_{t}^{r\cdot+1}b_{t}$

が成り立っ.

このアルゴリズムについていくつか注意すべき点を述べる. St $e$}$)2$ では, $l^{\Gamma}$ において違反し
ている制約があるならば, それを一つ求め, $\iota^{\Gamma}$ がすべての制約を満たしているならば, $I^{\Gamma}$ を
最適解として出力する. ここで, 毎回の反復で無限個の不等式制約の中でもっとも違反してい
るものを見つけることができれば, すなわち, $t_{i_{I1}}^{7}=\arg\iota$ni $11_{t\in^{\prime\neg}},\{0_{t}^{T}.\iota^{\Gamma}-b_{t}\}$ とすることができれ
ば, 全体の収束が早くなることが期待できる. 一般的にこのような $t_{iii}^{\Gamma}$ を見つけることは容易で
はない. しかし, 後述するように LSOCP を再定式化した LSIP ではこのような $t_{in}$ を陽に求め
ることができる. St $ep4$ では次の反復で基底集合から出る称の要素を選択している. さらに,
Step 1. St $\in^{\backslash }\iota$) $3$ ではそれぞれ.ir’ $g$ ’を求めているが, これは非退化仮定の下では $l$ 次元連立方程
式を解くことで, 陽に求めることができる.
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3.2 LSOCP と等価な LSIP に対する DSPE法の適用

本節では LSIP(6) に対して DSPE法を適用する. DSPE法は, 各反復において Step 1で求め
る.Ir に対して Step2で $\overline{t}^{\Gamma}=\arg\min_{t\in T}\{0_{t}^{T,}.\iota^{\tau}-b_{f}\}$ なる $\overline{t}’\in T$ を見つけることができれば収束
が早くなることが期待できるが, -般にそのような $\sim t$ を求めることは容易ではない. しかし,

LSIP(6) に対しては, このような $\neg t$ を陽に求めることができる.
まず, LSIP(2) の $T$ に対応するものは, LSIP(6) では $\tilde{T}^{i}(i=1, \ldots,1^{j})$ の直和, すなわち,

$T=\tilde{T}^{j}\oplus\tilde{T}^{2}\oplus\cdots\oplus\tilde{T}^{\gamma\prime\prime}$

であることに注意する. したがって, $T$ の任意の要素は $i\in\{1, \ldots, p\}$ と $t^{i}\in\tilde{T}^{i}$ を用いて,

$t=(i, t^{i})$

と表すことができる. 次に, $r$ 番目の反復点 $:r^{r}$ および集合 $\tilde{T}^{i}=\{t^{i}\in \mathbb{R}^{n_{i}-1}|\Vert t^{i}\Vert\leq 1\}$ を用い

て, 押と $s^{r,i}(i=1, \ldots, p)$ を以下のように定義する.

$\overline{t}^{r,i}$

$:=argnin\{(a^{j}-A^{i}t^{i})^{T}x^{r}-t^{i^{\frac{1}{T}}\iota}\in(t^{i})^{T}\overline{b}^{i}+b_{1}^{i}\}$

$=argnin\{(t^{i})^{T}(-(A^{i})^{T}x^{r}-\overline{b}^{i})t\in+(a^{i})^{T}:r^{r}+b_{1}^{i}\}$

$= \frac{(A^{i})^{T}r^{r}+\overline{b}^{i}}{\Vert(A^{i})^{T}x^{r}+\overline{b}^{i}\Vert}$

$s^{r,i}$
$:=t^{ii}mi_{\frac{\iota}{T}}1\{(a^{j}-A^{i}t^{i})^{T}x^{r}-\in(t^{i})^{T}\overline{b}^{i}+b_{1}^{i}\}$

$=-\Vert(A^{i})^{T}z^{r}+\overline{b}^{i}\Vert+(a^{i})^{T}x^{\Gamma}+b_{1}^{i}$

ここで, $\neg,it$ および, $s^{r,i}$ が陽に表せていることに注意する. さらに,

$\overline{i}_{7}$. $:=$ argmin $s^{r,i}$ (8)
$i=1,\ldots,p$

$\overline{t}^{r}:=(\overline{i}_{r},t\neg,\overline{i}_{r})$ (9)

とすることにより, 7, が陽に計算できる. なお, (8) において $-?_{r}$ の候補が複数ある時は, $i$ が小
さいものから選択する. また,

$s^{r}:=nli=1i.t1,S^{r,i}p$
’ (10)

について, $s_{r}\geq 0$ が成り立つとき, $a^{r}$ は LSIP(2) の最適解になっているので反復を終了する.
以上の議論をもとに DSPE 法を LSIP(6) に適用する. ただし, DSPE法において適用される

仮定はすべて満たされているとする. なお, 簡単のため以下の表記を導入する. 反復 $r$ 回目に

おける基底集合を $S_{r}\subseteq T$ とする. また, 任意の $t=(i, t^{i})\in T$ に対して

$(\tilde{j\lambda}_{f}:=a^{i}-A^{i}t^{i}$ (11)

$\tilde{b}_{t}:=(t^{i})^{T}\overline{b}^{i}-b_{1}^{i}$

とおく. このとき, 問題 (6) に対する DSPE法は以下の通りである.
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LSOCP と等価な LSIP に対する DSPE 法

Step $0$ 初期実行可能端点 $\lambda^{0}$ を選ぶ. $’:=0$ とおく. 基底集合を.S’0–b$\grave$ upp $\lambda$0とする.

Step 1連立方程式 $\tilde{O}_{f}^{T,}.I’=\tilde{b}$「を解き, その解を $x’$ とする.

Step 27「を (9) 式で計算し, $t_{i_{11}}^{r}:=\overline{t}^{r}$ とおく. もし (10) によって求めた $s_{\Gamma}$ が非負ならば, 反
復を終了する. そうでないなら, Step3へすすむ.

Step 3 $suppg^{\Gamma}\subseteq S_{\Gamma}\hslash^{a}\supset,$ $\sum_{f\in S_{\Gamma}}g_{t}^{r}\tilde{o}_{t}=\tilde{o}_{t_{in}}\cdot\cdot$ を満たす $g^{\Gamma}\in \mathbb{R}^{(T)}$ を求める.

Step 4そうでなければ,

$\mu_{r}:_{t\in S_{\Gamma}g_{t}^{r}>0}=n\iota.i_{I1}\{\lambda_{t}^{r}/g_{t}’.\}$

$\dagger_{out}^{r}n1.i\{\lambda_{t}^{\Gamma}/g_{t}^{\Gamma}\}t\in S_{r},g_{p}>0$

$\{\begin{array}{l}\lambda_{t}^{r+1}:=\lambda_{t}^{r}-\{\ell_{r}g_{t^{\Gamma}}\lambda_{t_{out}^{r}}^{r+1}.=0\lambda_{t}^{r+1}.=0\lambda_{t_{irl}^{r}}^{r+1}:=\mu_{\Gamma}\end{array}$

とおく.

Step 5 $\lambda^{r+1}$ および $S_{r+1}$ を

$(t\in S_{\Gamma}. t\neq t_{out}^{r})$

$(t\in T\backslash 6_{\Gamma}’. t\neq t_{in}^{r})$

$S_{r+1}:=5_{r}^{v}\cup\{t_{in}^{r}\}\backslash \{t_{out}^{r}\}$

で定義する. $r:=r\cdot+1$ として, Step 1にもどる.

3.3 二段階法

LP の単体法では, 初期実行可能解をどのように見つけるかは必ずしも自明ではない. そのた
め, 二段階法と呼ばれる手法を用いて初期実行可能解を求めるのが一般的である. これは, 解
きたい LP に対して補助問題を生成し, その補助問題を単体法を用いて解き, 元の問題の実行
可能基底解を得るのを第一段階とし, 得られた実行可能基底解を出発点として元の問題を解く
のを第二段階とする手法である [13]. 本稿では LP における単体法の二段階法を LSIP(6) に対す
る DSPE 法に拡張する. 問題 (7) に対して次の補助問題 [3] を考える.

lllin $\tilde{\lambda}_{1}+\tilde{\lambda}_{2}+\cdots+\tilde{\lambda}_{m}$

subject to $\sum_{i=1}^{p}\sum_{t^{j}\in\overline{T}^{i}}\lambda_{t^{i}}^{i}(0^{i}-A^{i}t^{j})+\sum_{j---h}^{n?}\tilde{\lambda}_{k^{\not\in}’ k}=c$ (12)

$\lambda^{i}\in \mathbb{R}_{+}^{(T_{i})}(i=1\ldots., p),\tilde{\lambda}_{k}\geq 0(k=1, \ldots, \prime n)$
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ただし, $c\geq 0$ であるものとする 1. ここで, $\tilde{\lambda}_{A}$. $\in \mathbb{R}$ $(k=1. . . . , rn)$ は元の問題 (7) の制約条件
式にそれぞれ対応して導入された変数であり, 人為変数と呼ばれる. 補助問題について次の定
理が成り $\hat{\perp}\{$つ

$\perp$

.

定理 3.2. [3, Theorem 6. 1] 問題 (7) およびその補助問題 (12) に対して以下の定理が成り立つ.
ただし, 問題 (12) の最適値を l)。と表す.

$\bullet$ 補助問題 (12) が実行可能ならば, $u_{a}\geq 0$ である.

$\bullet$ もし $v_{a}>0$ ならば元の問題 (7) は実行不可能である.

$\bullet$ $v_{o}=0$ であるとき, 最適解に対応する基底集合は, 元の問題 (7) の基底集合となる.

以上の第 1段階により求まった $\lambda$ を初期実行可能端点として DSPE法を問題 (6) に適用する.
まとめると, 2段階法は以下のようになる.

二段階DSPE 法

Step 1与えられた問題 (7) に対して補助問題 (12) を生成し, それを DSPE法を用いて解く. そ
のとき, 最適値が $0$ ならば, Step2へすすむ. 最適値が $0$ でなければ, 元の問題 (7) は実
行不可能なのでアルゴリズムを終了する.

Step 2 Step 1で生成した補助問題の解, および基底を初期値として元の問題 (7) の解を DSPE
法を用いて求める.

Step 1が終了したとき, 元の問題 (7) の初期実行可能端点が退化していることがある. このよ
うなときに人為変数に対応する添字が基底集合の中に残っていることがある. そのような場合
でも, 基底集合に残っている人為変数に対応する添字を強制的に基底集合から追い出すような
ピボット操作を行えばよい. すると, 最終的には元の問題 (7) の変数に対応する要素だけを基
底集合に含む実行可能端点を求めることができる.

4 数値実験
本節では, 互いによく似た構造を持つ複数の LSOC’P(1) を順々に解く場合を考える. 具体的
には二次錐の直積 $K$ は各問題において同じ構造を持ち, $b,$ $(-$ のいずれかを順々に変化させて生
成される問題列を考える. そして, そのように生成される問題列に対して, 既存の主双対内点
法ソルバー SDPT3[9] および 3節で提案した二段階 DSPE法を適用し, それぞれの計算時間の
比較を行う. 特に, DSPE 法を用いて, 問題列中のある一つの問題の解を求めるとき, その直
前に解いた問題の解やその基底集合の情報をうまく使って初期実行可能端点を生成する. そう
することにより, ある条件のもとで, 問題列の第二番目以降の計算時間が 1問目の計算時間に
比べて小さくなり, 問題によっては, DSPE法の方が SDPT3よりも早く解を求めることがあ
ることを確認する.

4もし, $c$ の成分で負のものがあれば, 補助問題を生成する前に元の問題 (7) の制約条件式で, $c$ の成分が負に
なっている式の両辺に $-1$ をかけておけばよい.
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本稿では, 実行可能解を持つような LSOCi3を次のように生成する. まず, LSOCtP(1) にお
いて各々の二次錐 $K^{n,}(i=1, \ldots.\rho)$ に対応する $b$ の部分ベクトルを $b^{j}--(b_{1}^{\iota},\overline{b}^{i})\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R}^{n;-1}$ と

したとき, まず $\overline{b}^{j}$ の各成分を $(-1,1)$ の一様分布となるように選ぶ. 次に, , を $(0,1)$ の–様分
布となるように選び, $b_{1}^{j}:=(1+’\cdot)\Vert\overline{b}^{j}\Vert$ とする. さらに, Il. $(-$ の各成分を $(-1.1)$ の一様分布か
ら生成する. このように」$4$ . $b$ . $c$ を決めると, $b_{1}^{j}\geq\Vert\overline{b}^{i}\Vert$ が成り立つので, LSOCP(1) は少なく
とも.l’ $=0$ を実行可能解としてもつ. しかし, 有界性や, I. $SO(\P$ について強双対性が成り立
つ十分条件である実行可能内点の存在については必ずしも保証されないので, 生成した問題が
有界性や内点の存在性を満たさない場合は, その問題を破棄するものとする. また, 数値実験
では DSPE 法の終了条件として Step2において $s_{7}$ . $\geq-10^{-8}$ を採用した. なお, 今回の実験で
は, CPU を Pentium4 $(3.2GHz\cross 2)$ と $2GB$ のメモリを持つ計算機上で行い, アルゴリズムは
MATLAB74を用いて実装した.

4.1 $b$ を順々に変化ざせる場合

LSOCP(1) に対して $A,$ $c$ を固定し, $b$ のみを $b^{1},$ $b^{2},$
$\ldots,$

$b^{10}$ と順々に 10通り変化させて生成さ
れる問題列

$\mathcal{L}=$ $\{$ LSOCP $(b^{k})\}_{h\cdot=1}^{10}$

を考える. ただし, $\{b^{k}\}_{k\cdot=1}^{10}$ は具体的には次のように生成する. まず, $b^{1}$ はこの節の初めで述べ
たように乱数を元に生成する. さらに $b^{k}(h\cdot=2\ldots..10)$ は以下のように生成する.

$b^{k}:=b^{k-1}+ \frac{\overline{\delta}\Vert b^{k-1}\Vert}{\sqrt{?l}}\tau’’$ (13)

ただし, $\delta>0$ を与えられた正の定数であり, $ll^{n}\in \mathbb{R}^{r?}$ は各成分が $(-1.1)$ の一様乱数となるよ
うに生成した乱数ベクトルである. このように $b^{k}$ を順々に変化させて生成される問題列に対し
て, SDPT3を用いて解を求めた場合と DSPE 法を用いて解を求めた場合で計算時間を比較す
る. ここで, 問題列 $\mathcal{L}=\{LSO\mathfrak{c}\tau\prime P(b^{\wedge})\}_{A\cdot=1}^{10}$ に対して $I\supset SPF_{\lrcorner}$ 法を適用する際, LSOCP $(b^{1})$ に対
しては, 二段階法を用いて初期実行可能端点を求めるが, $I_{\lrcorner}SOC^{t}P(l^{k}))(h\cdot=2\ldots. , 10)$ を解く際
には, 初期実行可能端点を LSOCP $(b^{k-1})$ の双対最適解 5 とし, 初期基底集合を LSOCP $(b^{k-1})$ の

最適基底集合とする. なお, 問題 (7) において, $b$ が変化しても, 実行可能領域は変わらないの
で, 前述のように初期点をおいても問題ないことに注意する.
また, 本実験では, 変数の次元 , $n$ と 二次錐の直積の $K$ の組み合わせ $(\prime n, K)$ として 8通り,

式 (13) における $\delta$ の値として, $10^{-6}.10^{-.\overline{\supset}}$ の 2通りを考え, 各 $(’\Gamma l. K. \delta)$ に対して 10個の問題
列 $\mathcal{L}_{j}=$ $\{$ LSOC‘ $P(b^{k\cdot.j})\}_{\Lambda\cdot=1}^{10}(i=1. . . . . 10)$ , すなわち, 100個の問題を解くものとする.
得られた結果を表 1. 2に示す. ここで, 各 $(\prime r1.K)$ に対して, $(^{\}Pl_{tota}|$ は 1つの問題列 $\mathcal{L}_{j}$ , す
なわち 10個の問題 LSOCt$\supset(b^{1.j})(A\cdot=1.2\ldots..10)$ をすべて解くのに要した合計 C’PU 時間を示
しており, $C^{t}PL’.-$ は最初の問題 LSOCi$\supset(b^{1.j})$ を解くのに要した $C^{t}PI^{v}|$ 時間を示している. ただ
し, 表の値は各 $(\prime n, K)$ に対する 10回の試行 $(i=1.2\ldots., 10)$ の平均値を示している. また, 表
2.1はそれぞれ $\delta=10^{-6}.10^{-.J}$

「 に対応している. 表からみても分かるように, DSPE法では, 問
題列 $\mathcal{L}$ の 1個目の問題の計算時間に対して 2個目以降の計算時間がかなり小さく抑えられてい

5本節以降で, LSOCP $(b^{k})$ . LSOCP $(c^{k})$ . LSOCP $(_{J}4_{k})$ の双対最適解といった場合, 等価な LSIP に対する双対
問題 (7) の最適解 $\backslash *$ を表すものとする
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る. 実際, SDPT3では, 各問題 LSOCP $(b^{k,j})(k=1,2, . . . , 10)$ での計算時間がほぼ同じになる
ため, $CPUfirst/CPLI_{tota}]$ の値は $0.1$ 程度になるが, DSPE法ではその値が 0.1よりずっと大きく
なっていることが分かる. すなわち, 2問目以降の計算時間がほとんどかかっていないことが
表 1, 2より見て取れる.

4.2 $c$を順々に変化ざせる場合

LSOCP(1) について $A,$ $b$ を固定し, $c$のみを順々に変化させていく場合を考える. 4.1節の実
験と同様に, ベクトル $c^{k}$ を順々に変化させて次のように問題列 $\mathcal{L}$ を生成する.

$c^{1}:=$ (各成分が $(-1,1)$ の一様乱数となるように生成)

$c^{k}:=c^{k-1}+ \frac{\overline{\delta}\Vert(k\cdot-1\Vert}{\sqrt{7n}}u^{m}(k=2.3, \ldots , 10)$

$\mathcal{L}=$ $\{$ LSOCP $(c^{k})\}_{A,=1}^{10}$

ここで, $\delta>0$ は与えられた正の定数であり, $u^{m}\in \mathbb{R}^{m}$ は各成分が $(-1,1)$ の一様乱数とな
るように生成した乱数ベクトルである. このように $c^{k}$ を順々に変化させて生成される問題列
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$\mathcal{L}=\{LSOC^{t}P(c^{k})\}_{k=1}^{10}$ に対して DSPE 法を適用し解を求める場合, 4. 1節で行った実験と違い,
問題 LSOCP $(c^{k})$ を解くときに LSOC’P $(c^{k-1})$ に対する (問題 (7) の形の) 双対最適解を必ずしも
そのまま初期実行可能端点として用いることが出来ない. なぜなら, LSOCP $(c^{k-1})$ の双対実行
可能解 6が LSOCP $(c^{k})$ の双対実行可能解である保証が無いからである. そこで, LSOC.t.P $(c^{k})$ を

解く際の実行可能端点を次のように生成する.

初期実行可能端点の生成法 LSOCP $(c^{k-1})$ を解いた際に得られた最適基底集合を $S_{k-1}^{\prime*}$ とする.
$c=c^{k}$ としたときの双対問題 (7) の等式制約を満たし, か$\grave \mathcal{D}$ , stipp $\tilde{\lambda}=6_{k-1}^{*}$ であるような
$\tilde{\lambda}\in \mathbb{R}^{(T)}$ を計算する. (この計算は $\prime n$ 次連立方程式を解けば良い. ) もし非負条件 $\tilde{\lambda}\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}$

を満たせば, その $\tilde{\lambda}$ を LSOCP $(c^{k})$ を解く際の初期実行可能端点とする. (このとき $S_{k-1}^{*}$

が初期基底集合となる. ) もし, $\lambda\not\in \mathbb{R}_{+}^{(T)}$ ならば, 二段階法を用いて初期実行可能端点を
求める.

また, 4. 1節の実験と同様, 各 $(rn. K. \delta)$ に対して 10個の問題列 $\mathcal{L}_{j}=\{LSOCP(b^{k_{t}j})\}_{k=1}^{10}(i=$

L. . . . 10) を生成するものとする.
実験で得られた結果を表 3,4 $l$こ示す. $C^{t}Pl^{T_{tota1}}$ と $C^{t}PU_{first}$ は前の実験と同様である. また, hot

start は問題列 LSOCP $(c^{k})$ の初期実行可能端点を前の問題の最適基底集合から計算できた, す
なわち, “基底の引継ぎ $\grave$ , ができた回数を表す 7. いずれの値も, 10個の問題列 $\mathcal{L}_{j}(j=1, \ldots, 10)$

に対する平均値である. また, 表 3,4はそれぞれ $\delta=10^{-6},$ $\delta--10^{-5}$ に対応している.
表が示すように $\delta$ が $10^{-6}$ 程度ならば, 基底を引き継げる回数が多いため, SDPT3に比べて
合計計算時間が短くなることが多い. 特に二次錐 $K$ が直積構造をもつときその傾向が見られ
る. しかし, $10^{-5}$ では基底を引き継げる頻度が低くなり, そのため問題列中の各問題の計算時
間を減少させる効果が小さくなっていることが分かる.

6本 J!ts 節 Efip以 lX 降 Bfe で-(r, LSOCP $(c^{k}),$ LSOCP $(A_{k})$ の実行可能解といった場合, 等価な LSIP に対する双対問題 (7) の実
行可能解 $\backslash$ を表すものとする

$7LSOCP(c^{1})$ を解くときには必ず二段階法を用いるので, hot start の値が 9であれば, すべての場合で基底の
引継ぎができたことを意味する.
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5 結論
本稿では, LSOCP を等価な LSIP に再定式化し, その等価な LSIP に対する最適性条件と元

の LSOCP に対する最適性条件との関係を示した. また, LSOC’P に対する単体法的アプローチ
として, 等価に再定式化された LSIP に対して DSPE法を適用することを提案した. また, 提案
した単体法的アプローチと既存の内点法のソルバーである SDPT3との比較実験を行った. そ
の結果, 構造が似ている複数の LSOCP を解く場合には単体法的アルゴリズムが有効であるこ
とを確認した.
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