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一般に, Gray-Scott モデルとよばれる方程式系は, 以下のような反応拡散型の方程式系である.

$\{\begin{array}{ll}u_{t}= D_{u}\triangle u +u^{2}v-(F+k)u,v_{t}= D_{v}\triangle v -u^{2}v+F(1-v).\end{array}$ (1)

P.Gray と S.K.Scott は論文 [1, 2] において, CSTR 系 (外部から原料となる化学物質が撹搾反応
容器内に連続的に導入され, 生成物質が外部に連続的に排出される実験系) における比較的簡単な
自己触媒過程 $A+2Barrow 3B,$ $Barrow C$ のモデルとその解析を行った. CSTR 内の反応を考慮する
ことから, それらモデルは (1) の拡散項を取り除いた常微分 (ODE) モデルである. その後, J.E.
Pearson はこの簡単な反応拡散型の方程式の空間 2次元モデルの時間発展シミュレーションを様々
なパラメーターにおいて実施し, 比較的簡単なモデル方程式において, 自己複製パターンを含む

様々な複雑時空間パターンが得られる事を発見した [3]. また, 同時に KJ. Lee 等による FIS 反
応の実験の論文が掲載され [4], これらの論文は相互に参照しており, パターンの類似性が指摘さ

れている. しかしながら, Gray-Scott モデルが FIS 反応の直接のモデルではないことは明らかで
あり, パターンの形状と時間発展が似ているという視点からの議論であった. しかし, 複雑な素過

程を含む化学反応系である FIS 反応が示す複雑な時空間パターンが, このような簡単な非線形性

を持っ反応拡散方程式で再現されることは驚きである. 得られるパターンは, 定性的には酷似して

おり, 何らかの関連性はあると考えられるが, そういった観点からの研究はあまり無いように思わ

れる.

多種多様なパターンの時間発展は, 上記方程式の空間 2次元または空間 1次元時間発展シミュ

レーションにて得られるが, 現在は R. Munafo 氏によるすばらしいウェブページ [5] にて空間 2

次元シミュレーションの結果を動画像で手軽に楽しむことができる. まずは, Munafo 氏のウェブ
ページを訪れて頂きたい.

これらのパターンの第一の特徴は, よく知られた Turing パターンにおいてシステムが持つ不安定
な空間一様解に対して微小摂動を与える事から安定な空間非一様解が生じるのに対して, Gray-Scott
モデルにおいては安定な空間一様解に対して大きな振幅の局在化した摂動を与える事から, 複雑時

空パターンが生じる点にある. 例えば, この方程式を適切なパラメーターにおいて時間発展シミュ

レーションを行うと, 図 1に見られるような自己複製スポットパターンを見ることができるのであ
るが, 初期状態 (a) において, スポット形状を持つ初期状態を置くことから, スポットの分裂が励

起され, 結果として空間全体がスポットで埋め尽くされる (d). (a) におけるスポット状の初期値
の代わりにスポットの大きさに近い四角領域において有限振幅の摂動を加えても同様にパターンが

見られるが (実際 [3] においてはそのような初期値が使われている), 空間一様解が安定であるため,
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図 1: 空間 2次元 Gray-Scott モデルに見られる自己複製スポットパターン.

空間一様解に対する微小摂動からは何も生じない. この, 有限摂動からのパターンの生成という特

徴は, 先の Lee 等による FIS 反応も同様である. Gray-Scott モデルにおけるパターンは, このよ

うに有限摂動から生じるが, その後時間が十分たった後のパターンについては, パラメータによっ

て定常パターンに至る場合 (例えば, スポットが空間全体に広がり, 定常となる等) と, 定常には

至らず時空カオスとなる場合もある (例えば, スポットが空間全体に広がるのであるが, 部分的に

スポットの消滅が起こり, 消滅部分において再びスポットの分裂が見られる等) [7]. また, 空間 1

次元においても様々な時空パターンを示す. パターンとパラメーターの関係を調べた相図 (図 2)

から, 空間 1次元においても様々な複雑なパターン形成が見られることがわかるだろう.

動画像をご覧になった方はお気づきだろうが, これらのパターンに対する興味は所謂 Turing パ

ターンに対する興味とは大きく異なる. 所謂 Turingパターンにおいては, 空間非一様な状態が空間

全体に広がった定常状態が基本的な興味の対象であるのに対し (定常パターンに至る初期段階にお
こる波数選択の問題はもちろん興味深く, 近年, 桑村氏によって興味深い結果が得られている [9] $)$ ,

Gray-Scott モデルにおいて特徴的なパターンは, 最終状態に至る途中の遷移パターンである点に

ある. このような, 遷移パターンに対する数理的なアプローチの難しさと面白さが Gray-Scott モ

デルにはある.

筆者等は, 空間 1次元 Gray-Scott モデルに見られる自己複製パルスや, 時空カオスに対して,

数値的に大域的な定常解の解構造を得ることからアプローチを行い, 一定の理解を得ることに成功

した. 生き生きとした時間発展を示す自己複製パルス解の理解が定常解の大域構造から理解できる

と言うことは大変意外なことであった. 詳しくは文献 [6-8] を参照頂きたい. 特に文献 [8] におい

ては, Gray-Scott モデルを, 資源-消費者系の一種と見ることから燃焼モデルと並列した形で構成

されている. さらに, 栄氏によるパルスダイナミクス入門的な内容もあり, これから Gray-Scott
モデルやそれに似通ったモデルの解析に興味を持つ方には大いに参考になるであろう.

Gray-Scott モデルに対する研究は, 特にパターン形成という立場からは, やはり Pearson によ
る論文の影響が大きい. その後, シミュレーションをベースとした研究. 解析的なアプローチによ

る研究, Gray-Scott モデルが示す自己複製という性質を用いた応用研究まで様々な発展をみた. 本
講究録にも様々な研究が紹介され, その一端を知ることができるだろう. 今後, Gray-Scott モデ
ルという特定のモデルに対する研究がどのように発展するかはよくわからないが, Gray-Scott モ

デルの研究を通して得られた手法は, 今後様々なより複雑なモデルの解析に利用され, 発展し続け

るものと考えている.
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図 2: 1次元 Gray-Scott モデルにあらわれる時空パターンの相図および $v(x, t)$ の鳥鰍図表示.
$D_{u}=10^{-5},$ $D_{v}=2x10^{-5},$ $L=0.5$ とし, 階段型の初期値を用い, 様々なパラメータの組み合わ
せ $(k, F)$ にっいてシミュレーションを行った結果により得られた. 自己複製パターンは, 3の領域

で観察される.
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