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1 Introduction
ここで考える空間は特に断らない限り、 Tychonoff空間とする。 また、用語
等は [AN], [E] に従う。
局所コンパクト空間と空間のコンパクト化について、次はよく知られて

いる。

Fact 1.1 空間 $X$ について、 次は同値である。

1. $X$ は局所コンパクト。

2. $X$ の任意のコンパクト化 $cX$ に対して、その剰余 $cX-X$がコンパクト。

3. その剰余 $cX-X$がコンパクトとなる $X$ のコンパクト化 $cX$が存在する。

空間 $X$ について、 $LC(X)=$ {$x\in X:X$ は $x$ において局所コンパクト}
とし、 $R(X)=X-LC(X)$ とする。 このとき、次が知られている。
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Fact 1.2 (Henriksen-Isbell [HI]) 空間 $X$ について、 次は同値である。

1. $R(X)$ がコンパクト。

2. $X$ の任意のコンパクト化 $cX$ に対して、 その剰余 $cX-X$ が局所コン
パクト。

3. その剰余 $cX-X$ が局所コンパクトとなる $X$ のコンパクト化 $cX$ が存
在する。

ここでは、 上記の結果を踏まえて以下のことを考察する。

General Question. 任意の (ある) コンパクト化の剰余が局所コンパクト
の有限和となる場合はどのような場合か ? また、 そのための条件を求めよ。

2 Results
空間 $X$ に対して $X$ が局所コンパクト部分空間の和として表される最小の濃
度を lc(X) と書くことにする。 すなわち、

lc(X) $= \min${ $|\mathcal{A}|$ : $\mathcal{A}$ は局所コンパクト部分空間からなる $X$ の被覆}.

さらに、任意の濃度 $\alpha\geq 1$ に対して、

$\mathcal{P}_{\alpha}=\{X:1c(X)\leq\alpha\}$ ,

$\mathcal{P}_{fin}=\{X:1c(X)<\aleph_{0}\}$

とする。

Example 2.1 ([CHO]) (1) 任意の自然数 $n\geq 2$ に対して、 $A_{n}\in \mathcal{P}_{n}-\mathcal{P}_{n-1}$

となる砺 $\subset$ �が存在する。
(2) $\mathbb{Q},$ $\mathbb{P}$ をそれぞれ有理数空間、無理数空間とするとき、 $\mathbb{Q}\in \mathcal{P}_{\aleph_{0}}-\mathcal{P}_{fin}$ ,

$\mathbb{P}\not\in \mathcal{P}\aleph$。である。

ここで、上の塩のより単純な例を挙げる。 (本質的には全く同様である。)
$A_{1}=\{0\}\subset$ �と置く。 $S=\{s_{1}, s_{2}, \ldots\}\subset$ �を $0$ に収束する減少列と

し、 任意の $i$ に対して $Si=\{s_{i,1}, s_{i,2}, \ldots\}\subset$ ( $s_{i-1}$ , si) を $s_{i}$ に収束する減少
列とする。 そして、 $A_{2}=A_{1} \cup\bigcup_{i=1}^{\infty}S_{i}$ とおく。 このとき、 明らかに $A_{2}\in$

$\mathcal{P}_{2}-\mathcal{P}_{1}$ . 次に、任意の $i$ , 任意の $s_{i,j}\in$ 呂に対して、 $S_{i,j}=\{s_{i,j,1}, s_{i,j,2}, \ldots\}\subset$

$(s_{i,j-1}, s_{i,j})$ を $s_{i,j}$ に収束する減少列とする。 さらに、 任意の $i,j,$ $k$ に対して、
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$S_{i,j,k}=\{s_{i,j,k,1}, s_{i,j,k,2}, \ldots\}\subset(s_{i,j,k-1}, s_{i,j,k})$ を $s_{i,j,k}$ に収束する減少列とし、
$A_{3}=A_{1} \cup A_{2}\cup\bigcup_{i,j,k=1}^{\infty}S_{i,j,k}$ とおく。 このとき、 明らかに $A_{3}\in \mathcal{P}_{3}-\mathcal{P}_{2}$ . 以
下、 帰納的に $A_{n}$ を定めればよい。

空間 $X$ に対して、 $eX$ を $X$ の拡張、 すなわち、 $X$ を部分空間としてもっ
空間とする。 このとき、 次を得る。

Proposition 2.1任意の自然数 $m,$ $n$ に対して、 $X\in \mathcal{P}_{m},$ $eX\in \mathcal{P}_{n}$ ならば、
$eX-X\in \mathcal{P}_{n2^{m}}$ である。従って、 $X$ の任意のコンパクト化 $cX$ に対して、
$X\in \mathcal{P}_{m}$ ならば、 $cX-X\in \mathcal{P}_{2^{m}}$ である。

Corollary 2.1次は互いに同値である。
$(a)X\in \mathcal{P}_{fin}$ .
$(b)eX\in \mathcal{P}_{fin}$ となる $X$ の任意の拡張 $eX$ に対して、 $eX-X\in \mathcal{P}_{fin}$ .
$(c)eX\in \mathcal{P}_{fin}$ かつ $eX-X\in \mathcal{P}_{fin}$ となる $X$ の拡張 $eX$ が存在する。
$(d)X$ の任意のコンパクト化 $cX$ に対して、 $cX-X\in \mathcal{P}_{fin}$ .
$(e)cX-X\in \mathcal{P}_{fin}$ となる $X$ のコンパクト化 $cX$ が存在する。

Remark 2.1 Corollary 2.1において、 $\mathcal{P}_{fin}$ を $\mathcal{P}\aleph$。にすることはできない。 な
ぜならば、� $=[0,1]$ は $\mathbb{Q}$寡�のコンパクト化である。 しかし、 $\mathbb{P}\sim$ �寡 $\mathbb{P}$ $=$ �寡 $\mathbb{Q}$ ,
$1c(\mathbb{Q})=\aleph_{0}<1c(\mathbb{P})$ .

さて、 Coro垣 ary 2. 1の状況をより詳しく調べたい。 たとえば、 $X\in \mathcal{P}_{fin}$

のとき、 $X$ の任意の 2つのコンパクト化 $c_{1}X,$ $c_{2}X$ に対して、 lc $(c_{1}X-X)=$
lc $(c_{2}X-X)$ が成り立っだろうか ? これについては、 Fact 1.2より、 lc $(c_{1}X-$
$X)=1\Leftrightarrow$ lc$(c_{2}X-X)=1$ であるので、 lc $(c_{1}X-X)\geq 2$ の場合が問題とな
る。 さて、 次の補題は容易に示される。

Lemma2.1 $f$ : $Xarrow Y$ を空間 $X$ から空間 $Y$ の上への完全写像とすると、
lc(X) $\leq 1c(Y)$ が成り立っ。

この補題より直ちに次がわかる。

Proposition 2.2 $X$ の任意のコンパクト化 $cX$ に対して、 lc $(\beta X-X)\leq$

$1c(cX-X)$ が成り立っ。

Question2.1 $f$ : $Xarrow Y$ を空間 $X$ から空間 $Y$ の上への完全写像とすると
き、 lc $(Y)\leq$ lc(X) が成り立っか。
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さて、 空間 $X$ について、 $R^{1}(X)=R(X)(=X-LC(X))$ とし、 任意の自
然数 $n\geq 2$ に対して、 $R^{n}(X)=R^{n-1}(X)-LC(R^{n-1}(X)))$ とする。

さらに、
$\mathcal{P}_{\frac{1}{2}}=$ { $X$ : $X$ はコンパクト}

とし、 任意の自然数 $n$ に対して、

$\mathcal{P}_{\underline{n}_{2}\pm 1}=$ { $X$ :1評 (X) がコンパクト}

とする。 このとき、 明らかに次が成り立っ。

$\mathcal{P}_{2}\iota\subset \mathcal{P}_{1}\subset \mathcal{P}_{3,2}\subset\cdots\subset \mathcal{P}_{n}\subset \mathcal{P}_{\frac{2n+1}{2}}\subset \mathcal{P}_{n+1}\subset\cdots$

また、 Fact 1.2より、 $X\in \mathcal{P}_{\frac{3}{2}}$ は、 lc$(cX-X)=1$ となる $X$ のコンパクト
化 $cX$ を持つこ. と、及び $X$任意のコンパクト化 $cX$ に対して、 lc$(cX-X)=1$
となることと同等である。
また、 Proposition 2.2より、任意の $X\in \mathcal{P}_{fin_{2}^{-\mathcal{P}_{3}}}$ と任意のコンパクト

化 $cX$ に対して、 次が成り立っ。

$2\leq$ lc $(\beta X-X)\leq$ lc$(cX-X)\leq 2$ lc(X).

Question 2.2 lc $(\beta X-X)<$ lc $(cX-X)$ となる空間 $X\in \mathcal{P}_{fin}$ とそのコン
パクト化 $cX$が存在するか ?

空間 $X$ は $LC(X)=\emptyset$ のとき、 nowhere locally compact と呼ばれ、 また、
$LC(X)$ が稠密のとき、 almost locally compact と呼ばれる。
空間における 2つのコンパクト化の剰余については、次が知られている。

Example 2.2 (R.G.Woods in [Rl) 次のような条件を満たす空間 $X$ とそ
のコンパクト化 $cX$ が存在する。

(1) $cX-X$ は nowhere locally compact,
(2) $\beta X-X$ は almost locally compact.

Almost locally compact 空間について次がわかる 。

Theorem 2.1空間 $X$ について次は同値である。
(1) $X$ は almost locally compact.
(2) $Y\in \mathcal{P}_{fin}$ となる $X$ の稠密は部分空間 $Y$ が存在する。

Corollary 2.2 $X\in \mathcal{P}_{fin}$ ならば、 $X$ は almost locally compactである。
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次の例が示すように、上の系の逆は成立しない。

Example 2.3 � 2 における 2つの部分集合 $D_{1},$ $D_{2}$ を次とする : $D_{1}=\mathbb{Q}\cross$

$\{1\},$ $D_{2}=\{(x, y)\in$ �$2 :x\leq y\}$ . そして、 $X=D_{1}\cup D_{2}$ とする。 このとき、
$LC(X)=D_{2}$ であり、 これは $X$ で稠密である。 従って、 $X$ は almost locally
compact である。他方、 lc(X) $=\aleph_{0}$ である。

[CHO] において、 $X\in \mathcal{P}_{n}$ ならば、 $X$ は $n$個の局所コンパクト部分空間
の直和として表されることが示された。次の定理は、 この結果の別証明を与
えると共に、空間が $n$個の局所コンパクト部分空間の和として表されるとき
の構造的特性を与える。

Theorem 2.2任意の空間 $X$ に対して、 $X\in \mathcal{P}_{n}$ ということと、 $R^{n}(X)=\emptyset$

は同値である。

Corollary 2.3 $X\in \mathcal{P}_{n}$ ならば、$X=LC(X)\cup LC(R^{1}(X))\cup\cdots\cup LC(R^{n-1}(X))$

と表され、 右辺は局所コンパクト部分空間の直和である。

3 Concluding remarks and questions
任意の自然数 $n\geq 2$ に対して、

$1 c_{n}=\min\{$ lc $(cX-X):X\in \mathcal{P}_{fin},$ $cX$ は $X$ のコンパクト化 $\}$

とする。 このとき、任意の自然数 $n\geq 2$ に対して、 $1c_{n}\leq n-1$ である。 実
際、 $A_{n}\subset$ �を [CHO][Example 1.1] で構成された空間 (また、 ここで示され
た $A_{n}$ の modification) とすると、 lc$A_{n}=n$ であり、 lc $(Cl A_{n}-A_{n})=n-1$

となる。

Question 3.1 $n\geq 2$ に対して、 $1c_{n}$ を決定せよ。

空間 $X$ に対して、小コンパクト次数 (small compactness degree) cmp $X$

を次のように定義する。 (cf. [AN])

Definition 3.1 (i) $X$ がコンパクトのとき、 cmp $X=-1$ とする。
(ii) $X$ のすべての点 $x$ に対して任意に小さい近傍 $U$ が cmp Bd $U\leq n-1$

となるように取れるとき、 cmp $X\leq n$ とする。

Small compactness degree cmp と lc の関係は興味深い。
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Question 3.2 $X\in \mathcal{P}_{fin}$ のとき、 cmp $X\leq$ lc(X) が成り立っか ?

$n\geq 1$ に対して、 $Z_{n}=([\text{�^{}n}\cross(0,1))\cup(\partial \text{�^{}n}\cross\{0\})\subset \text{�^{}n+1}$ とおく。 これ
は、「cmp $=$ def が成り立っ」 という de Groot の予想に対する反例の候補と
して構成された。 def $Z_{n}=n$ はすぐに知られ、結局 rcmp $Z_{n}\geq n$ か $?_{\lrcorner}$ (de
Groot) という問題が残された。 cmp $Z_{1}=1$ , cmp $Z_{2}=2$ はよく知られており
$([AN])$

、 $n\geq 3$ に対する cmp $Z_{n}$ の値については度々紹介されてきたが ([P],
[AN] 等)

、 長い期間にわたって未解決問題として残されてきた。 そして、未
だにその完全解は得られていない。最近、Chatyrko-Hattori [CH] は $n\geq 5$ に

対しては cmp $Z_{n}<n$であることを示し、彼らの証明を修正することにより、
Nishiura [N] は、 cmp $Z_{4}<4$ を示した。 そして、 Chatyrko-Fedorchuk $[ChF]$

が cmp $Z_{3}=2$ を示すことにより、上記の de Groot のオリジナルな問題は解
決された。 しかし、 $n\geq 4$ に対する cmp $Z_{n}$ の値についてはまだ決定されて
おらず、未解決問題として残されたままである。

Nishiura $([$N$])$ は、 これについて「すべての $n$ に対して、 cmp $Z_{n}\leq 2?$ ま
たは、 cmp $Z_{n}\leq 3?$」 と間うている。
明らかに、 lc $(Z_{n})=2$ であるので、Question 3.2が肯定解は、Nishiura の

問題の肯定解を与える。

Added in Proof
最近,、筆者は Theorem2.2を用いることにより、次の Henriksen-Isbell の

定理の一般化が成り立っことを示した。

Theorem 3.1 (1) 空間 $X$ に対して、次は互いに同値である。
$(a)X\in \mathcal{P}_{n}$ .
$(b)$ 任意のコンパクト化 $cX$ に対して、 $cX-X\in \mathcal{P}_{n-1}$ .

$\overline{2}$

$(c)cX-X\in \mathcal{P}_{\frac{n-1}{2}}$ となる $X$ のコンパクト化 $cX$ が存在する。
(2) 空間 $X$ に対して、 次は互いに同値である。

$(a)$ X $\in \mathcal{P}$ Rよ.

$(b)$ 任意のコンパクト化 $cX$ に対して、 $cX-X\in \mathcal{P}_{n}$ .
$(c)cX-X\in \mathcal{P}_{n}$ となる $X$ のコンパクト化 $cX$ が存在する。

さらに、 この定理を応用することにより、 この小論であげた問題 (Questions
2.1, 2.2, 3.1, 3.2) は容易に解決される。
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