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用いる記号と用語

以下, 本稿で用いる記号と用語について述べておく.

1. $N(\geq 2)$ は段 (期) の総数.

2. $X=\{s_{1}, s_{2}, \ldots, s_{m}\}$ は有限状態空間. 時刻 $n$ に確率的に生じる状態を $X_{n}(\in X)$

で表し, 実現した状態を $x_{n}$ で表す $(n=0,1, \ldots, N)$ . ただし, 初期状態はあらかじ
め確定的に与えられているものとする.

3. $U=\{a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{k}\}$ は有限決定空間. $u_{n}(\in U)$ は時刻 $n$ で選択する決定を表す
$(n=0,1, \ldots, N-1)$ . $U_{n}$ : $Xarrow 2^{U}\backslash \phi$ は点対集合値で, $U_{n}(x)$ を可能決定空間と
よび, 時刻 $n$ での状態力 $\grave\grave$

$x$ であるときに実行可能な決定全体を表す.
$G_{r}(U_{n})$ を $U_{n}(\cdot)$ のグラフとする :

$G_{r}(U_{n})=\{(x, u)|u\in U_{n}(x), x\in X\}$

4. $r_{n}$ : $G_{r}(U_{n})arrow \mathbb{R}(n=0,1, \ldots, N-1)$ は第 $n$ 利得関数. 時刻 $n$ に状態 $x_{n}$ におい
て決定 $u_{n}(\in U_{n}(x_{n}))$ を選ぶと利得 $r_{n}(x_{n}, u_{n})$ を得る.

$r_{G}:Xarrow \mathbb{R}$ は終端利得関数. 最終時刻 $N$ では状態 $x_{N}$ で利得 $r_{G}(x_{N})$ を得る.

5. $p=\{p_{n}(\cdot|x, u)\}$ は非定常マルコフ推移法則. $p_{n+1}(y|x_{n}, u_{n})$ は時刻 $n$ での状態 $x_{n}$

において決定 $u_{n}$ を選んだときに, 次状態 $X_{n+1}$ が $y(\in X)$ になる条件付き確率で
ある. この確率的推移を $X_{n+1}\sim p_{n+1}(\cdot|x_{n}, u_{n})$ と表現する.

6. $\Sigma^{(0,N)}$ は時刻 $0$ に始まる $N$ 期間の一般政策全体.

$\Sigma^{(0,N)}:=\{\sigma=(\sigma_{0}, \ldots, \sigma_{N-1})|n=0,1^{\cdot},’..N-1\sigma_{n}(x_{0},.x_{n})\in U_{n}(x_{n})\sigma_{n}.X^{n+1}..arrow,U,,$ $\forall(x_{0},$
$\ldots$ ,勾 $\in X^{n+1},$ $\}$

一般政策 $\sigma\in\Sigma^{(0_{1}N)}$ を採用した意思決定者は時刻 $n$ において, 過去の状態列
$(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n-1})$ と現状態 $x_{n}$ に依存した決定 $u_{n}=\sigma_{n}(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n})$ を選択する.
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7. $\Pi^{(0,N)}(\subset\Sigma^{(0,N)})$ は時刻 $0$ に始まる $N$ 期間のマルコフ政策全体.

$\Pi^{(0,N)};=\{\pi=(\pi_{0}, \pi_{1}, \ldots, \pi_{N-1})|n=0\pi_{n}(x_{n})\pi_{n}.Xarrow.U1,..,N-1\in U_{n}’(x_{n}),$$\forall x_{n}\in X,$ $\}\cdot$

マルコフ政策 $\pi\in\Pi^{(0_{J}N)}$ を採用した意思決定者は時刻 $n$ において, 過去の状態列と
は無関係に, 現状態 $x_{n}$ のみに依存した決定 $u_{n}=\pi_{n}(x_{n})$ を選択する.

1 はじめに

通常, 制御マルコフ連鎖 ( $=$ マルコフ決定過程) においては各段 (期) で得られる利得の総
和の期待値最大化 (加法型評価) を扱うが, 動的計画法の伝統的手法である新たなパラメー
タの埋め込みによる状態空間の拡大を通して, より複雑な問題に対して再帰式を導くこと
ができる (不変埋没原理 [2, 7]). 例えば, 各段で得られる利得の中で最小のものの期待値
を最大にする最小型評価が挙げられる [8]. このような期待値基準の評価系については多
くの研究がなされ, 範囲型, 分散型など多様な評価系が考えられ再帰式が導かれている.
一方、制御マルコフ連鎖において, 期待値だけではなく確率を最大化する確率基準の問

題を考えるのは自然である. 現実に人間は期待値を最大化するよりも, 望ましい状況 (あ
るいは最低限の要求) が満たされるように行動することが多々ある. このような意思決定
の原理は satisfying approach と呼ばれている (Simon [14]). 例えば, ポートフォリオの運
用者はしばしば期待値よりも確率に興味がある. このような観点から, 各段で得られる利
得の総和がある一定の水準以上になる確率を最大化する閾値確率問題が多くの研究者に
よって研究がなされてきた [4, 10, 12, 13, 15, 17]. しかしながら, 確率基準における非加
法型評価としては, わずかに [16] が挙げられるのみである.
本稿では, 確率基準の新たな非加法型評価として, 各段で得られる利得が段の進行とと
もに単調に増加するという確率-成長確率を導入する. すなわち, 初期状態 $x$ があらかじ
め (確定的に) 与えられているときに成長確率を最大化する問題は以下で与えられる.

Maximize $P^{\sigma}(r_{0}(X_{0}, U_{0})\leq\cdots\leq r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})\leq r_{G}(X_{N})|X_{0}=x)$

$P_{0}(x)$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p_{n+1}(\cdot|x_{n}, u_{n})$ , $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $\sigma\in\Sigma^{(0,N)}$

原問題 Po $(x)$ に対して部分問題の族 $\{P_{n}(x)\}$ を定義する. 時刻 $n$ での状態があらかじめ
与えられているときに残りの $(N-n)$ 期間における成長確率を最大化する問題である.

Maximize $P^{\sigma}(r_{n}(X_{n}, U_{n})\leq\cdots\leq r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})\leq r_{G}(X_{N})|X_{n}=x)$

$P_{n}(x)$ subject to $(i)’X_{t+1}\sim p_{t+1}(\cdot|x_{t}, u_{t})$ , $t=n,$ $n+1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii)’ $\sigma\in\Sigma^{(n,N-n)}$

ただし, $\Sigma^{(n,N-n)}$ は時刻 $n$ に始まる $(N-n)$ 期間の一般政策全体である.

$\Sigma^{(n,N-n)}:=\{\sigma=(\sigma_{n}, \ldots, \sigma_{N-1})|t=n,n.+1,N-1\sigma_{t}(x_{n},.. ,x_{t}).\in.U_{t}(x_{t}),$$\forall(x_{n}, \ldots, x_{t})\in X^{t+1-n}\sigma_{t}.\cdot X^{t+1-n}arrow.U,,’\}\cdot$

63



ところが, これらの部分問題間に直接的に再帰式を導くことはできない. これは原問題の
最大値を与える最適政策が一般にマルコフ政策ではないことを意味する. そこで, 新たな
パラメータの埋め込みと定義関数の導入によって, 成長確率最大化問題を既知の期待値基
準 (非負値乗法型) の問題に帰着させる. この非負値乗法型評価系の概要を第 2節で述べ
る. また, 確率は定義関数の期待値であることから, 定義関数の導入により, 直ちに期待値
基準の問題に帰着されるクラスを第 3節で定義する. これらの結果を用いて第 4節で成長
型評価系の再帰式を導く.

2 非負値乗法型評価系
乗法型評価系においてはシステム全体の評価値として, 各段 (期) で得られる利得の積を

考える. すなわち, 評価値の期待値最大化問題は次で与えられる.

Maximize $E^{\sigma}[r_{0}(X_{0}, U_{0})\cross\cdots\cross r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})\cross r_{G}(X_{N})|X_{0}=x]$

$P_{0}(x)$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p_{n+1}(\cdot|x_{n}, u_{n})$ , $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $\sigma\in\Sigma^{(0_{1}N)}$

ただし, この節では利得がすべて非負である場合を考える.

$\forall(x, u)\in G_{r}(U_{n}),$ $r_{n}(x, u)\geq 0$ , $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$
$\forall x\in X,$ $r_{G}(x)\geq 0$

利得が負の値をとり得るときは別の再帰式を考える必要がある [5, 7, 9].
ここで, 原問題 Po $(x)$ に対して, 時刻 $n$ に始まる $(N-n)$ 期間の部分問題の族を定義する.

Maximize $E^{\sigma}[r_{n}(X_{n}, U_{n})\cross\cdots\cross r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})\cross r_{G}(X_{N})|X_{n}=x]$

$P_{n}(x)$ subject to $(i)’X_{t+1}\sim p_{t+1}(\cdot|x_{t}, u_{t})$ , $t=n,$ $n+1,$ $\ldots,$ $N-1$
$(ii)’\sigma\in\Sigma^{(n_{I}N-n)}$

定理 2.1. $V_{n}$ : $Xarrow \mathbb{R}(n=0,1, \ldots, N-1)$ をそれぞれ部分問題の最適値関数とする :

$V_{n}(x):=(i)’,$$(ii){\rm Max},$
$E^{\sigma}[r_{n}(X_{n}, U_{n})\cross\cdots\cross r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})\cross r_{G}(X_{N})|X_{n}=x]$

また, $V_{N}$ : $Xarrow \mathbb{R}$ を
$V_{N}(x):=E^{\sigma}[r_{G}(X_{N})|X_{N}=x]$

とする. このとき以下の最適再帰式 (Bellman方程式) が成り立つ.

$V_{N}(x)=r_{G}(x)$

$V_{n}(x)={\rm Max} r_{n}(x, u) \sum_{y\in X}V_{n+1}(y)p_{n+1}(y|x, u)u\in U_{n}(x)$ ’ $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

定理 22. 再帰式を解くことにより得られるマルコフ政策 $\pi^{*}=(\pi_{0}^{*}, \pi_{1}^{*}, \ldots, \pi_{N-1}^{*})$ :

$\pi_{n}^{*}(x)\in\arg\max_{(u\in U_{n}x)}r_{n}(x, u)\sum_{y\in X}V_{n+1}(y)p_{n+1}(y|x, u)$
, $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

は原問題 $P_{0}(x)$ に対する一般政策全体の中での最適政策である.
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3 期待値基準に帰着ざれる確率最適化問題
この節では定義関数の導入により直ちに期待値基準 (非負値乗法型) に帰着される確率

基準の問題のクラスを定義する. $I_{n}\subset \mathbb{R}(n=0,1, \ldots N)$ を所与の区間とし, 各段 (期) に
得られる利得がそれぞれ区間 $I_{n}$ に収まる閾値確率を最大化する問題を考える.

Maximize $P^{\sigma}(r_{0}(X_{0}, U_{0})\in I_{0},$ $r_{1}(X_{1}, U_{1})\in I_{1,}r_{G}(X_{N})\in I_{N}|X_{0}=x)$

$P_{0}(x)$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p_{n+1}(\cdot|x_{n}, u_{n})$ , $n=0,1,$ $\ldots$ , $N-1$

(ii) $\sigma\in\Sigma^{(0,N)}$

特に, $I_{0}=I_{1}=\cdots=I_{N}=[c, \infty)$ とすると最小型閾値確率最大化問題 [16] となる :

Maximize $P^{\sigma}(r_{0}(X_{0}, U_{0})\wedge r_{1}(X_{1}, U_{1})\wedge\cdots\wedge r_{G}(X_{N})\geq c|X_{0}=x)$

原問題 Po $(x)$ に対して, 時刻 $n$ に始まる $(N-n)$ 期間の部分問題の族を定義する.

Maximize $P^{\sigma}(r_{n}(X_{n}, U_{n})\in I_{n},$
$\ldots,$

$r_{G}(X_{N})\in I_{N}|X_{n}=x)$

$P_{n}(x)$ subject to $(i)’X_{t+1}\sim p_{t+1}$ $(. |x_{t}, u_{t})$ , $t=n,$ $n+1,$ $\ldots,$ $N-1$
$(ii)’\sigma\in\Sigma^{(n,N-n)}$

このとき, 原問題 $P_{0}(x)$ の目的関数は次のように表現できる.

$E^{\sigma}[1_{I_{0}}(r_{0}(X_{0},$ $U_{0}))\cross 1_{I_{1}}(r_{1}(X_{1},$ $U_{1}))\cross\cdots\cross 1_{I_{N}}(r_{G}(X_{N}))|X_{0}=x]$

ゆえに, $\overline{r}_{n}(x_{n}, u_{n}):=1_{I_{n}}(r_{n}(x_{n}, u_{n}))$ を利得関数とみなせば定理 2.1 $\cdot 2.2$ より次を得る.

定理 3.1. $V_{n}$ : $Xarrow \mathbb{R}(n=0,1, \ldots, N-1)$ をそれぞれ部分問題の最適値関数とする:

$V_{n}(x):=(i)’,(ii){\rm Max},$
$P^{\sigma}(r_{n}(X_{n}, U_{n})\in I_{n},$

$\ldots,$
$r_{G}(X_{N})\in I_{N}|X_{n}=x)$

また、 $V_{N}$ : $Xarrow \mathbb{R}$ を

$V_{N}(x):=P^{\sigma}(r_{G}(X_{N})\in I_{N}|X_{N}=x)$

とする. このとき以下の再帰式 (Bellman方程式) が成り立つ.

$V_{N}(x)=1_{I_{N}}(r_{G}(x))$

$V_{n}(x)={\rm Max} 1_{I_{n}}(r_{n}(x, u)) \sum_{y\in X}V_{n+1}(y)p_{n+1}(y|x, u)u\in U_{n}(x)$ ’ $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

定理 32. 再帰式を解くことにより得られるマルコフ政策 $\pi^{*}=(\pi_{0}^{*}, \pi_{1}^{*}, \ldots, \pi_{N-1}^{*})$ :

$\pi_{n}^{*}(x)\in\arg\max_{(u\in U_{n}x)}1_{I_{n}}(r_{n}(x, u))\sum_{y\in X}V_{n+1}(y)p_{n+1}(y|x,u)$
, $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

は原問題 Po $(x)$ に対する一般政策全体の中での最適政策である.
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4 成長型評価系
ここで, 新たな所与のパラメータ $\lambda_{0}\in \mathbb{R}$ が埋め込めこまれた埋め込み問題を考える.

Maximize $P^{\sigma}(\lambda_{0}\leq r_{0}(X_{0}, U_{0})\leq\cdots\leq r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})\leq r_{G}(X_{N})|X_{0}=x)$

$P_{0}(x;\lambda_{0})$ subject to (i) $X_{n+1}\sim p_{n+1}(\cdot|x_{n}, u_{n})$ , $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$

(ii) $\sigma\in\Sigma^{(0,N)}$

定義 4.1. 過去値集合列 $\{\Lambda_{n}\}_{n=0}^{N}$ を次のように定義する.

$\Lambda_{n}:=\{r_{n-1}(x, u)|u\in U_{n-1}(x),$ $x\in X\}$ , $n=1,2,$ $\ldots,$
$N$, $\Lambda_{0}:=\mathbb{R}$

$m$ を $\Lambda_{1}$ の最小値よりも小さな定数とすると, Po $(x;m)$ は原問題 Po $(x)$ と同値である.
同様に新たな所与のパラメータ $\lambda_{n}\in\Lambda_{n}$ が埋め込まれた埋め込み部分問題の族を定義する.

Maximize $P^{\sigma}(\lambda_{n}\leq r_{n}(X_{n}, U_{n})\leq\cdots\leq r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})\leq r_{G}(X_{N})|X_{n}=x)$

$P_{n}(x;\lambda_{n})$ subject to $(i)’X_{t+1}\sim p_{t+1}(\cdot|x_{t}, u_{t})$ , $t=n,$ $n+1,$ $\ldots,$ $N-1$
(ii)’ $\sigma\in\Sigma^{(n,N-n)}$

定理 4.1. $V_{n}$ : $X\cross\Lambda_{n}arrow \mathbb{R}(n=0,1, \ldots, N-1)$ を埋め込み部分問題の最適値関数とする :

$V_{n}(x;\lambda_{n}):={\rm Max} P^{\sigma}(\lambda_{n}\leq r_{n}(X_{n}, U_{n})\leq\cdots\leq r_{N-1}(X_{N-1}, U_{N-1})\leq r_{G}(X_{N})|X_{n}=x)$

$(i)’,$ $(ii)’$

また、 $V_{N}$ : $X\cross\Lambda_{N}arrow \mathbb{R}$ を

$V_{N}(x;\lambda_{N}):=P^{\sigma}(\lambda_{N}\leq r_{G}(X_{N})|X_{N}=x)$

とする. このとき以下の最適再帰式 (Bellman 方程式) が成り立つ.

$V_{N}(x;\lambda_{N})=1_{[\lambda_{N},\infty)}(r_{G}(x))$

$V_{n}(x; \lambda_{n})={\rm Max} 1_{|\lambda_{n},\infty)}(r_{n}(x, u))\sum_{y\in X}V_{n+1}(y;r_{n}(x, u))p_{n+1}(y|x, u)u\in U_{n}(x)$ ’ $n=0,$ $\ldots,$ $N-1$

定理 42. $\overline{\sigma}_{n}^{*}:X\cross\Lambda_{n}arrow U(n=0,1, \ldots, N-1)$ を次のように定義する.

$\overline{\sigma}_{n}^{*}(x, \lambda_{n})\in\arg\max_{(u\in U_{n}x)}1_{[\lambda_{n},\infty)}(r_{n}(x, u))\sum_{y\in X}V_{n+1}(y;r_{n}(x, u))p_{n+1}(y|x, u)$
, $n=0,$ $\ldots,$ $N-1$ .

このとき, $\lambda_{0}$ に $m( \leq\min\Lambda_{1})$ を代入することで得られる一般政策 $\sigma^{*}=(\sigma_{0}^{*}, \sigma_{1}^{*}, \ldots, \sigma_{N-1}^{*})$ :
$u_{0}^{*}=\sigma_{0}^{*}(x_{0}):=\overline{\sigma}_{0}^{*}(x_{0}, \lambda_{0})$ , $\lambda_{0}=m(m\leq\min\Lambda_{1})$

$u_{1}^{*}=\sigma_{1}^{*}(x_{0}, x_{1}):=\overline{\sigma}_{1}^{*}(x_{1}, \lambda_{1})$ , $\lambda_{1}=r_{0}(x_{0}, u_{0}^{*})$

$u_{2}^{*}=\sigma_{2}^{*}(x_{0}, x_{1}, x_{2}):=\overline{\sigma}_{2}^{*}(x_{2}, \lambda_{2})$ , $\lambda_{2}=r_{1}(x_{1}, u_{1}^{*})$

:.
$u_{n}^{*}=\sigma_{n}^{*}(x_{0}, \ldots, x_{n}):=\overline{\sigma}_{n}^{*}(x_{n}, \lambda_{n})$ , $\lambda_{n}=r_{n-1}(x_{n-1}, u_{n-1}^{*})$

:
$u_{N-1}^{*}=\sigma_{N-1}^{*}(x_{0}, \ldots, x_{N-1}):=\overline{\sigma}_{N-1}^{*}(x_{N-1}, \lambda_{N-1})$ , $\lambda_{N-1}=r_{N-2}(x_{N-2}, u_{N-2}^{*})$

は原問題 Po $(x)$ に対する一般政策全体の中での最適政策である.
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いくつかの定義をおき, 以下で定理 4.1および定理 42が得られるアウトラインを述べる.

定義 42. 過去値確率変数列 $\{\tilde{\Lambda}_{n}\}_{n=0}^{N}$ を次のように定義する.

$\tilde{\Lambda}_{n}:=r_{n-1}(X_{n-1}, U_{n-1})$ , $n=1,2,$ $\ldots,$
$N$, Ao $:=\lambda_{0}$

定義 43. 拡大状態空間列 $\{W_{n}\}_{n=0}^{N}$ を $X$ と $\Lambda_{n}$ の直積で定義する :

$W_{n}:=X\cross\Lambda_{n}$ , $n=0,1,$ $\ldots,$
$N$

また、 $\tilde{W}_{n}=(X_{n},\tilde{\Lambda}_{n})(\in W_{n})$ は確率的に生じる状態を表す.

定義 44. $\mathcal{A}_{n}$ : $W_{n}arrow 2^{U}\backslash \phi(n=0,1, \ldots, N-1)$ は第 1成分のみに依存して

$\mathcal{A}_{n}(w_{n}):=U_{n}(x_{n})$ , $\forall w_{n}(=(x_{n}, \lambda_{n}))\in W_{n}$

と定義する. $\lambda(w_{n})$ は拡大状態空間上の可能決定空間である.

定義 45. 新たな利得関数 $\overline{r}_{n}$ : $G_{r}(\mathcal{A}_{n})arrow \mathbb{R}(n=0,1, \ldots, N-1)$ を次のように定義する.

$\overline{r}_{n}(w_{n}, u_{n}):=1_{[\lambda_{n},\infty)}(r_{n}(x_{n}, u_{n}))$ , $(w_{n}, u_{n})=(x_{n}, \lambda_{n}, u_{n})\in G_{r}(\mathcal{A}_{n})$ .

また、 終端利得関数 $\overline{r}_{G}$ : $W_{N}arrow \mathbb{R}$ を次のように定義する.

$\overline{r}_{G}(w_{N}):=1_{[\lambda_{N},\infty)}(r_{G}(x_{N}))$ , $w_{N}=(x_{N}, \lambda_{N})\in W_{N}$

定義 46. 拡大状態空間上の非定常マルコフ推移法則 $q=\{q_{n}(\cdot|w, u)\}$ を次で定義する.

$q_{n+1}(w_{n+1}|w_{n}, u_{n})=q_{n+1}((x_{n+1}, \lambda_{n+1})|(x_{n}, \lambda_{n}),$ $u_{n})$

$:=\{\begin{array}{l}p_{n+1}(x_{n+1}|x_{n}, u_{n}) \lambda_{n+1}=r_{n}(x_{n}, u_{n})0 otherwise\end{array}$

定義 4. $1\sim 46$ より, 埋め込み問題 Po $(x;\lambda_{0})$ の目的式および制約条件 (i) は $\bigcup_{n=0}^{N}W_{n}$ を
状態空間とする次の非負値乗法型評価系の問題 $\overline{P}_{0}(x;\lambda_{0})$ の目的式および制約条件 (i) と

それぞれ同値であることが示される.

Maximize $E^{\overline{\sigma}}[\overline{r}_{0}(\tilde{W}_{0}, U_{0})\cross\cdots\cross\overline{r}_{N-1}($ Vl $N-1,N-1\cross\overline{r}_{G}(\tilde{W}_{N})|\tilde{W}_{0}=(x, \lambda_{0})]$

$\overline{P}_{0}(x;\lambda_{0})$ subject to (i) $\tilde{W}_{t+1}\sim q_{n+1}(\cdot|w_{n}, u_{n})$ , $n=0,1,$ $\ldots,$ $N-1$
$(ii)”\overline{\sigma}\in\Sigma^{(0_{2}N)}^{-}$

ただし, $\overline{P}_{0}(x;\lambda_{0})$ の制約条件 $($ ii $)”$ の $\Sigma^{(0,N)}^{-}$ は拡大状態空間上の一般政策全体とし, $X$ 上
の一般政策全体 $\Sigma^{(0N)}$) を含んでいる:

$\Sigma^{(0,N)}^{-}:=\{\overline{\sigma}=(\overline{\sigma}_{0}, \ldots,\overline{\sigma}_{N-1})|n^{n}=0,1,N-1\overline{\frac{\sigma}{\sigma}}n(w_{0},.,.w_{n})\in \mathcal{A}_{n}(w_{n}),$$\forall(w_{0}, \ldots, w_{n})W_{0}.\cross..\cdot\cdot.\cdot,\cross W_{n}arrow \mathcal{A}_{n},\in W_{0}\cross\cdots\cross W_{n}\}$

定理 2.1を $\overline{P}_{0}(x;\lambda_{0})$ へ適用することで $\overline{P}_{0}(x;\lambda_{0})$ の最適再帰式が導かれる. さらに, 定理
22を適用することにより, Po $(x;\lambda_{0})$ の最適政策である拡大状態空間上のマルコフ政策が
得られるが, これは $X$ 上の一般政策であり, 埋め込み問題 $P_{0}(x;\lambda_{0})$ の制約条件 (ii) を満
たしていることが示される. したがって, 定理 4.1 $\cdot 4.2$ を得る.
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5 最適政策の非マルコフ性
成長型評価系においては最適政策は一般政策クラスの中に存在し, 一般にマルコフ政策
では最適化は達成されない. この事実を例を挙げて示す. ここでは 2状態 2決定 2段モ
デルを考える. 図 1に示したように, 時刻 1での状態が $s_{1}$ であるときの最適な決定は初
期状態 $x_{0}$ に依存している. すなわち, 最適政策はマルコフ政策ではない.

状態空間 : $X=\{s_{1}, s_{2}\}$

決定空間および可能決定空間 : $U\equiv U_{0}(x)\equiv U_{1}(x)\equiv\{a_{1}, a_{2}\}$

利得関数および終端利得関数 : $r_{0},$ $r_{1)}r_{G}$

$r_{0}(x_{0}, u_{0})$ $r_{1}(x_{1}, u_{1})$ $r_{G}(x_{2})$

推移法則 : $p=\{p_{n}(y|x, u)\}$

$p_{1}(x_{1}|x_{0}, a_{1})$ $p_{1}(x_{1}|x_{0}, a_{2})$

初期状態 $x_{0}=si$ の場合

$p_{2}(x_{2}|x_{1}, a_{1})$ $p_{2}(x_{2}|x_{1}, a_{2})$

初期状態 $x_{0}=s_{2}$ の場合

太枠の口は最適な決定を表す

図 1: 2状態 2決定 2段モデル
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