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Abstract

本論文では、実数を定義域とする関数の Choquet 積分を考察する。その特殊形として、
Ordered Weighted Averaging operator (OWA) と Weighted Ordered Weighted Averaging
operator (WOWA) の連続関数への拡張を定義し、基本的計算の結果を示す。
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1 Introduction

菅野 [9] によって 1970年代にその応用の方向が示された非加法的測度 (ファジィ測度) とその積分は、
ポテンシャル論において用いられていた Choquet積分 [2] と結びつきながらシステム科学・工学・経
済学などの分野で取り上げられ発展してきた ref:Grabisch Murofushi Sugeno2000. 近年、意思決
定の問題やそれの人工知能への応用の発展とともに、いくっかの情報を融合するための Aggregation
operators [1, 10, 4] が提案され、その研究が欧米を中心に流行している。Aggregation operator の

なかで最も有名で多くの応用があるのは、Yager [14, 15, 16] によって提案された Ordered Weighted
Averaging operator (OWA) である。 この OWA は非加法的測度に関する Choquet積分とみなせる
ことはよく知られている [8, 11]。また、OWA を一般化したWeighted Ordered Weighted Averaging
operator (WOWA) [12, 13] も、 一つのパラメータでデータの最大値から最小値までを表わすこと
ができるため興味深い。

上記の Aggregation Operator の理論においては、データの数を有限とし、その項目が多いと計
算が困難になるものがほとんどである。古典的な統計では、テータの数や項目が多いときには、連
続的な分布で近似することが多い。連続的な分布は、実数軸上の関数を被積分関数とする Lebesgue
積分で計算される。 Lebesgue積分に関しては豊富な実例と理論が存在しているのは言うまでもな
いことであろう。 一方で、 実数軸上の関数を被積分関数とする Choquet 積分に関してはほとんど
研究がなされていなかった。本研究はその第一歩である。
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本論文の構成は以下のようになっている。

第 2章で非加法的測度、 Choquet 積分、 Aggregation Operator の定義と基本性質を確認する。
第 3章で OWA Operator の連続化としての Lebesgue 測度を単調変換した非加法的測度に関数
Choquet 積分の基本的計算公式を示す。第 4章では第 3章と同様にして WOWA Operator の連続
化とその基本的な計算を行う。 第 5章で、 結果のまとめと今後の展望を述べる。

2 Preliminaries

ここでは、 $X$ を閉区間として、 $\mathcal{B}$ をそのボレル集合とする。 この章では、非加法的測度と Choquet
積分、 OWA operator とその基本的な性質を述べる。

定義 21. $(X, \mathcal{B})$ を可測空間とする。 非加法的測度 (またはファジィ測度 [9]) $\mu$ とは集合関数

$\mu$ : $\mathcal{B}arrow[0,1]$ で以下の性質を持つものである。

(1) $\mu(\emptyset)=0$ .

(2) $A\subset B,$ $A,$ $B\in \mathcal{B}$ ならば $\mu(A)\leq\mu(B)$ .

$\mu$ が非加法的測度であるとき、 $(X, \mathcal{B}, \mu)$ をファジィ測度空間という。

非加法的測度が連続であるとは、 $A_{n}\uparrow A$ ならば $\mu(A_{n})\uparrow\mu(A)$ と $A_{n}\downarrow A$ ならば $\mu(A_{n})\downarrow\mu(A)$

が成り立っことをいう.

ここで、 $\mathcal{F}(X)$ を可測関数の集合とする。

定義 22. $[$2, 6] $(X, \mathcal{B}, \mu)$ をファジィ測度空間とする。 $f\in \mathcal{F}(X)$ の非加法的測度 $\mu$ に関する

Choquet 積分とは以下の式で定義される。

$(C) \int fd\mu=\int_{0}^{\infty}\mu_{f}(r)dr$ ,

ここで、 $\mu_{f}(r)=\mu(\{x|f(x)\geq r\})$ .
$A$ を $X$ の可測部分集合とする。 $A$ に制限された Choquet 積分を以下の式で定義する。

$(C) \int_{A}fd\mu:=(C)\int f\cdot 1_{A}d\mu$ .

次に Aggregation Operator を定義しよう。

定義 2.3. $D\subset R^{N}$ とする. An aggregation operator $Ag$ は次の性質を満たす関数 $Ag:Darrow R$ で

ある。

(1) (Unanimity or idempotency) $(a, \ldots, a)\in D$ のとき $Ag(a, \ldots, a)=a$

(2) (Monotonicity) ここで a $=(a_{1}, \ldots, a_{N}),$ $b=(b_{1}, \ldots, b_{N})$ a $,$
$b\in D$ とする。 全ての $i=$

$1,$
$\ldots,$

$n$ について $a_{i}\leq b_{i}$ であるとき、 $Ag(a)\leq Ag(b)$ .
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この、 Aggregation Operator の特殊なものとして Yager [14] は Ordered Weighted Averaging
operator (OWA) を提案した。

定義 24. [14]
$w=(w_{1}, \ldots, w_{N})$ が重みベクトルであるとは、全ての $i=1,2,$ $\ldots,$

$N$ について $0\leq w_{i}\leq 1$ で

あるものをいう。

$w$ を重みベク トルとする
$\circ$ Ordered Weighted Averaging operator ($OWA$ Operator) とは以下

の式で定義されるものである。

$OWA_{w}( a)=\sum_{i=1}^{N}w_{i}a_{\sigma(i)}$

ここで $\sigma$ は $\{$ 1, $\ldots,$
$N\}$ の置換で $a_{\sigma(i)}\geq a_{\sigma(i+1)},$ $a=(a_{1}, \ldots, a_{n})$ . をみたすものである。

非加法的測度 $\mu$ が対称 (symmetric[5]) であるとは、 $|A|=|B|,$ $A,$ $B\in \mathcal{B}$ ならば $\mu(A)=\mu(B)$

が成り立っときをいう。 ここで、 $|A|$ は $A$ の要素の個数である。 $\{$ 1, $\ldots,$
$N\}$ 上の対称な非加法的測

度は $N$ 個の重み $w_{i}(i=1, \ldots, N)$ を使って $\mu(A)=\sum_{i=1}^{|A|}w_{i}$ と表わされる. この対称な非加法的

測度を使って OWA Operator は Choquet 積分として表わされる。

命題 2.5. $X$ $:=\{1,2, \ldots, N\}$ とする。 このとき、 $OWA$. に対して、対称な非加法的測度で
$\mu(\{1\})$ $:=w_{1},$ $\mu(\{1, \ldots, i\})$ $:=w_{1}+\cdots+w_{i}$ for $i=1,2,$ $\ldots,$

$N$ , とすると

$OWA.( a)=(C)\int ad\mu$

for $a\in R_{+}^{N}$ が成り立っ。

3 Continuous OWA operator

ここで、 OWA Operator を有限集合上の関数の積分から、実数軸上の関数の積分へと一般化して
くことを考える。実数軸上の測度としては $[0,1]$ 上のルベーグ測度が基本となる。以下で $\lambda$ は $[0,1]$

上のルベーグ測度とする。

まず、 Aggregation Operator を拡張しよう。

定義 31. $\mathcal{F}_{b}([0,1])$ を $[0,1]$ 上の有界可測関数の集合とする。

実軸上の連続 Aggregation Operator とは以下の性質を満たすものをいう。

(1) (Unanimity or idempotency)

$a(x)=a$ for all $x\in[0,1]$ であるとき $Ag(a)=a$

(2) (Monotonicity)

$a(x)\leq b(x)$ for all $x\in[0,1]$ であるとき $Ag(a)\leq Ag(b)$
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(3) (Continuity) $a_{n},$ $a\in \mathcal{F}_{b}([0,1])$ for $n=1,2,3,$ $\ldots\lim_{narrow\infty}a_{n}=a$ とするとき $\lim_{narrow\infty}Ag(a_{n})=$

$Ag(a)$ .

連続な非加法的測度に関する Choquet 積分は上記の条件をすべて満たすことから、連続 Ag-
gregation Operator である。 この Choquet積分を使って OWA Operator の連続版 (COWA) を定
義できる。

有限な場合の対称非加法的測度は、ルベーグ測度 $\lambda$ と密接な関係を持つことになる。

定義 3.2. $\mu$ を $([0,1], \mathcal{B})$ 上の非加法的測度とする。 $\mu$ が対称 (symmetric)であるとは、 $\lambda(A)=\lambda(B)$

ならば $\mu(A)=\mu(B)$ が成り立つときをいう。

定義 3.3. $a\in \mathcal{F}_{b}([0,1])$ とする。 The continuous $OWA$ opemtor (COWA) は以下の式で定義さ
れる。

$COWA_{\mu}( a)=(C)\int ad\mu$

ここで、 $\mu$ は対称非加法的測度である。

$\mu$ を $([0,1], \mathcal{B})$ 上の対称非加法的測度とする。
$([0,1], \mathcal{B})$ 上のルベーグ測度 $\lambda$ について、 $\lambda(A)<\lambda(B)$ とすると、 ある $B’\in \mathcal{B}$ が存在して

$\lambda(B)=\lambda(B’)$ と $A\subset B’$ が成り立っようにできる. このとき、 $\mu(A)<\mu(B’)=\mu(B)$ となる。
これゆえに、 以下の命題が成り立っ。

命題 34. $\mu$ を $([0,1], \mathcal{B})$ 上の対称非加法的測度とすると、 ある単調関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ が存在

して、

$\mu=\varphi\circ\lambda$ が成り立つ.

上記の命題から、 $[0,1]$ 上のルベーグ測度 $\lambda$ を $\varphi$ で単調変換したもの $\varphi\circ\lambda$ に関する Choquet
積分を COWA Operator として考えてよいことが分かる。

ここで、COWA$\varphi\circ\lambda$ の代わりに COWA
$\varphi$
とかき、 また、 $\varphi$ を COWA Operator の重みという。

$f$ : $[0,1]arrow R$ は微分可能単調増加で $f(0)=0$ を満たすとする。 ここで、 関数列 $\{f_{k}\}$ を

$f_{1}=f,$ $f_{k+1}= \int_{0}^{x}f_{k}d\lambda$

for $x\in[0,1],$ $k=1,2,$ $\ldots$ で定義する.

このとき

$(C) \int_{[0,1]}fd\lambda^{n}=\int_{0}^{\infty}\lambda^{n}(f\cdot 1_{[0,x]\geq\alpha})d\alpha$

$= \int_{0}^{f(x)}(x-f^{-1}(\alpha))^{n}d\alpha$

となる。
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ここで、 $t:=x-f^{-1}(\alpha)$ とおくと, $d\alpha=-f’(x-t)dt$ で, $\alpha=0$ のとき $t=x,$ $\alpha=f(x)$ のと

き $t=0$ であるから、

$(C) \int_{[0,1]}fd\lambda^{n}=\int_{x}^{0}t^{n}\cdot(-f’(x-t))dt$

$= \int_{0}^{x}t^{n}f’(x-t)dt$

次に、 $s:=x-t$ とすると

$(C) \int_{[0,1]}fd\lambda^{n}=\int_{0}^{x}(x-s)^{n}f’(s)ds$

$=[(x-s)^{n}f(s)]_{0}^{x}+n \int_{0}^{x}(x-s)^{n-1}f_{1}(s)ds$

$f(x)=0$ であるから

$(C) \int_{[0,1]}fd\lambda^{n}=n\int_{0}^{x}(x-s)^{n-1}f_{1}(s)ds$ .

部分積分を再度行うことで

$\int_{0}^{x}(x-s)^{n-1}f_{1}(s)ds=(n-1)\int_{0}^{x}(x-s)^{n-2}f_{2}(s)ds$.

が得られる。 これを繰り返して、 次の補題が得られる。

補題 3.5. $f$ : $[0,1]arrow R$ は微分可能単調増加で $f(0)=0$ を満たすとする $\circ$ 関数列 $\{f_{k}\}$ を

$f_{1}=f,$ $f_{k+1}= \int_{0}^{x}f_{k}d\lambda$

for $x\in[0,1],$ $k=1,2,$ $\ldots$ で定義する. このとき、 $x\in[0,1]$ に対して

$(C) \int_{[0,x]}fd\lambda^{n}=n!f_{n}(x)$ .

例 1. $f(t)=t$ とすると $x\in[0,1]$ に対して

$f_{1}= \frac{1}{2}x^{2},$
$\cdots,$ $f_{n}= \frac{1}{(n+1)!}x^{n+1}$

であり、

$(C) \int_{[0,x]}td\lambda^{n}(t)=\frac{1}{n+1}x^{n+1}$

となる。

49



さて、 COWA Operator の重み関数 $w$ が無限回微分可能であるとする。 このとき、 $w$ を級数

展開して

$w(x):= \sum_{k=1}a_{k}x^{k}\infty$

と表わすことができる。 Choquet 積分は測度に関して線形であるから以下の定理が得られる。

定理 36. $f$ : $[0,1]arrow R$ は微分可能単調増加で $f(0)=0$ を満たすとする。 関数列 $\{f_{k}\}$ を

$f_{1}=f,$ $f_{k+1}= \int_{0}^{x}f_{k}d\lambda$

for $x\in[0,1],$ $k=1,2,$ $\ldots$ で定義する.

このとき、 $x\in[0,1]$ に対して

$COWA_{w}(f)= \sum_{k=1}^{\infty}k!a_{k}f_{k}(1)$

が成り立っ。

4 Continuous WOWA operator

OWA Operator の一般化の一つである Weighted OWA (WOWA) operator は Torra [12, 13] によ
り導入された。

ここでは、 その連続化として Continuous WOWA operator (CWOWA) を定義しその計算を
扱う。

初めに WOWA Operator を定義しよう。

定義 4.1. [12, $13J$ 確率 $(p_{1}, \ldots , p_{N}),$ $\sum p_{i}=1$ と関数 $w$ : $[0,1]arrow[0,1]$ with $w(O)=0,$ $w(1)=1$
が与えられたとき Weighted Ordered Weighted Averaging (WOWA) opemtor は下の式で定義さ
れる。

$WOWA_{w,p}( a)=\sum_{i=1}^{N}w_{i}a_{\sigma(i)}$

ここで、 $\sigma$ は $\{$ 1, $\ldots,$
$N\}$ の置換で $a_{\sigma(i)}\geq a_{\sigma(i+1)}$ , a $=(a_{1}, \ldots, a_{n})$ を満たすもの, また $w_{i}:=$

$w(p_{\sigma(1)}+\cdots+p_{\sigma(i)})$ てある.

この WOWA Operator の一般化をするために、実軸上の密度関数をもつ確率を考える。

定義 42. $P$ を $(R, \mathcal{B})$ 上の確率測度で実軸上で密度関数 $p$ を持つものとする。 すなわち、

$P([a, b]):= \int_{[a,b]}p(x)d\lambda$ ,
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ここで、 $\lambda$ は実軸上の Lebesgue 測度である。 また、 $w$ は $[0,1]$ 上の単調増加関数である。 $a$ を

[0,1] 上の有界可測関数とするとき、 Continuous $WOWA$ operator は下記の式で定義される。

$CWOWA_{\mu}( a)=(C)\int fd\mu$

ここで、 $\mu=w$ 。$P$ である。

下記のように、前章で CWOWA にしたものと同様な計算をすることができる。
$f\in \mathcal{F}_{b}([0,1])$ を微分可単調増加で $f(0)=0$ であるものとする。ここで、 $I_{n}(f)$ $:=CWOWA_{P^{n}}(f)$

とおく. このとき、

$I_{n}(f)= \int_{0}^{\infty}\mu(\{f(x)\geq t\})dt=\int_{0}^{\infty}\mu(\{x\geq f^{-1}(t)\})dt=\int_{0}^{\infty}(\int_{[f^{-1}(t),\infty]}p(x)dx)^{n}dt$

$f^{-1}(t):=s$ とおくと、 $f(s)=t,$ $dt=f’(s)ds$ であることから、

$I_{n}(f)= \int_{0}^{\infty}(\int_{[s,\infty]}p(x)dx)^{n}f’(s)ds$

$=[f(s)( \int_{[s,\infty]}p(x)dx)^{n}]_{0}^{\infty}-\int_{0}^{\infty}n(-p(s))(\int_{[s,\infty]}p(x)dx)^{n-1}f(s)ds$

$=n \int_{0}^{\infty}(\int_{[s,\infty]}p(x)dx)^{n-1}p(s)f(s)ds$

ここで、 $F_{1}(s):= \int_{0}^{s}p(x)f(x)dx,$ $F_{n+1}(s):= \int_{0}^{s}p(x)F_{n}(x)dx$ とおくと、

$I_{n}(f)=n(n-1) \int_{0}^{\infty}(\int_{[s,\infty]}p(x)dx)^{n-2}p(s)F_{1}(s)ds$

$=n! \int_{0}^{\infty}p(s)F_{n-1}(s)ds=\lim_{sarrow\infty}F_{n}(s)$ .

このことから、以下の補題が得られる。

補題 43. $P$ を $(R, \mathcal{B})$ 上の確率測度で実軸上で密度関数 $p$ を持つもの、 $f\in \mathcal{F}_{b}([0,1])$ を微分可能
単調増加で $f(0)=0$ であるものとする。

$s\in[0,$ $\infty],$ $k=1,2,$ $\ldots$ に対して関数列 $\{F_{k}\}$ を

$F_{1}(s):= \int_{0}^{s}p(x)f(x)dx,$ $F_{k+1}(s):= \int_{0}^{s}p(x)F_{k}(x)dx$ で定義する。

このとき、

$(C) \int fdP^{n}=n!\lim_{sarrow\infty}F_{n}(x)$ .

この補題を用いて次の定理が得られる。

定理 44. $P$ を $(R, \mathcal{B})$ 上の確率測度で実軸上で密度関数 $p$ を持つもの、 重み $w$ は

$w(x):= \sum_{k=1}^{\infty}a_{k}x^{k}$
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の形で表わせるものとする。

$f\in \mathcal{F}_{b}([0,1])$ を微分可能単調増加で $f(0)=0$ であるものとし、

$s\in[0,$ $\infty],$ $k=1,2,$ $\ldots$ に対して関数列 $\{F_{k}\}$ を

$F_{1}(s):= \int_{0}^{s}p(x)f(x)dx,$ $F_{k+1}(s):= \int_{0}^{s}p(x)F_{k}(x)dx$ で定義する。

このとき、

$CWOWA_{w}(f)= \sum_{k=1}^{\infty}k!a_{k}F_{k}(\infty)$ .

例 2. $P$ を $[0, \infty]$ 上の指数分布で密度関数が $p(x):=e^{-x}$ であるものとする。 また、 $w(x)=x^{n}$ と

する. このとき、

$CWOWA_{w}(x)=(C) \int xdP^{n}=\int_{0}^{\infty}(e^{-x})^{n}dx=\frac{1}{n}$ .

5 Conclusion

本論文では、 実数軸上の関数の Choquet 積分の例として、Aggregation Operator の特殊形である

OWA Operator と CWOWA を定義し、 その基本的な計算を扱った。 Choquet 積分は非積分関数

に関して線形でないため、 関数の形が異なると積分の結果は異なったものとなる。 今回は、 計算

の結果の比較的きれいな単調増加関数の Choquet 積分の結果を提示した。 たとえば、単調減少関

数に対する Choquet 積分も同様に求めることができるはずである。 非加法的測度の応用では、

どのような測度を用いるかが重要な問題となる。 本論文では、ルベーグ測度を単調変換したもの

(COWA) 、密度関数をもつ確率測度を単調変換したもの (CWOWA) を扱った。 これらの比較的特

殊な非加法的測度についても Choquet 積分の結果は複雑なものとなる。 また、 ここでの単調変換
をどのように特定するかということも重要な問題である。 単調変換を特定するための微分方程式

[7] なども考えることができる。今後の課題として考察しなければならない事柄も多いといえよう。
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