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概要

本稿では, バナッハ空間における relative$l^{}$ nonexpansive 写像族の共通不動点集
合に関して得られた結果を述べる. また, これらの結果を用いて得られた共通不動

点への収束定理も述べる.

1 はじめに

次の定理は Bruck [7] によるものである.

定理 1.1 ([7]). $E$ を狭義凸バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする.

$\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ を $C$ から $E$ への nonexpansive 写像の族で $\cap \text{窪_{}1}F(T_{k})$ が空でないものとし,

$V:Carrow E$ を

$V= \sum_{k=1}^{\infty}s_{k}T_{k}$

により定義する. ここで, $\{s_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ は正数列で $\Sigma_{k=1}^{\infty}s_{k}=1$ を満たすものとする. この

とき, $V$ は nonexpansive 写像であり, $F(V)= \bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})$ が成立する.

Aoyama-Kimura-Takahashi-Toyoda [2, 3] は, 定理 1. 1を用いてバナッハ空間におけ

る nonexpansive 写像族の共通不動点への収束定理を証明した.
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Matsushita-Takahashi [18, 19] は, ヒルベルト空間における (不動点を持つような)
nonexpansive 写像のクラスのバナッハ空間における一般化として, relatively nonexpan-
sive 写像のクラスを導入した. このクラスは, バナッハ空間における凸最小化問題, 変分
不等式問題, ミニマックス問題, 制約可能性問題, 均衡問題等の近似解法を研究する際

に大切な役割を果たす.

本稿では, Bruck の定理 (定理 1.1) における $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ を relatively nonexpansive 写

像の族とした場合に同様の結論が得られるのか$\searrow$ という問題に対する幾つかの解答を述べ
る. また, これらの結果を用いて得られた relatively nonexpansive 写像族の共通不動点
への収束定理も述べる.

2 準備

$\mathbb{R}$ 及び $\mathbb{N}$ でそれぞれ実数全体の集合及び正の整数全体の集合を表す. 本稿を通して, $\mathbb{R}$

上の線形空間を扱う. $E$ をバナッハ空間とするとき, $E^{*}$ でその双対空間を表す. $\Vert\cdot\Vert$ で

$E$ 及び $E^{*}$ のノルムを表す. また, $x^{*}\in E^{*}$ 及び $x\in E$ に対し, $x^{*}(x)$ を $\langle x,$ $x^{*}\rangle$ とも表

記する. さらに, $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $x\in E$ に強収束すること及び弱収束することをそれぞ
れ $x_{n}arrow x$ 及び $x_{n}arrow x$ で表す. バナッハ空間 $E$ からその双対空間 $E^{*}$ への双対写像 $J$

は

$Jx=\{x^{*}\in E^{*}:\langle x, x^{*}\}=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}$ $(\forall x\in E)$

により定義される.

バナッハ空間 $E$ が狭義凸であるとは, 任意の $x,$ $y\in S(E)$ で $x\neq y$ を満たすものに対

し, $||(x+y)/2||<1$ が成り立つことを言う. ここで, $S(E)=\{z\in E:\Vert z\Vert=1\}$ であ

る. $E$ が一様凸であるとは, 任意の $\epsilon\in(0,2]$ に対し, ある $\delta>0$ が存在し, $x,$ $y\in S(E)$

かつ $\Vert x-y\Vert\geq\epsilon$ ならば $\Vert(x+y)/2\Vert\leq 1-\delta$ が成り立つことを言う. $E$ が滑らかである

とは, 任意の $x,$ $y\in S(E)$ に対し,

$\lim_{tarrow 0}\frac{\Vert x+ty\Vert-\Vert x\Vert}{t}$ (2.1)

が存在することを言う. $E$ が滑らかであるとき, 任意の $x\in E$ に対して $Jx$ は一点集合と

なる. この場合, $J$ を $E$ から $E^{*}$ への一価写像とみなす. また, $E$ が一様に滑らかである

とは, (2.1) が $x,$ $y\in S(E)$ に関して一様収束することを言う. $E$ が滑らかで狭義凸な回

帰的バナッハ空間であれば, $E$ から $E^{*}$ への双対写像 $J$ は一価かつ全単射となる. また,
$J$ は $E$ のノルム位相及び $E^{*}$ の弱位相に関して連続である. さらに, $E^{*}$ から $E$ への双対
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写像は $J^{-1}$ と一致する. また, $E$ が滑らかなバナッハ空間であるとき, 双対写像 $J$ が弱

点列的連続であるとは, 任意の $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ で $x_{n}arrow x$ となるものに対し, $Jx_{n}arrow*Jx$

が成り立つことを言う. ここで, $arrow*$ は汎弱収束を表す.

$E$ をバナッハ空間, $C$ を $E$ の空でない部分集合とし, $T:Carrow E$ とする. このとき, $T$

の不動点集合は $F(T)=\{z\in C:Tz=z\}$ で定義される. また, $z\in C$ が $T$ の漸近的不

動点であるとは, ある $C$ の点列 $\{z_{n}\}$ が存在して, $z_{n}arrow z$ かつ $z_{n}-Tz_{n}arrow 0$ が成り立

つことを言う ([20]). $T$ の漸近的不動点全体の集合を $\hat{F}(T)$ で表す. $T$ が nonexpansive

であるとは,

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert$ $(\forall x, y\in C)$

が成り立つことを言う. $T$ が quasi-nonexpansive であるとは, $F(T)\neq\emptyset$ かつ

$\Vert u-Tx\Vert\leq\Vert u-x\Vert$ $(\forall u\in F(T), x\in C)$

が成り立つことを言う. $I$ で恒等写像を表す. 非線形関数解析学については $[$21, 22$]$ を参

照すると良い. バナッハ空間の幾何学及び双対写像については $[$ 10$]$ も参照すると良い.

$E$ が滑らかなバナッハ空間であるとき,

$\phi(x, y)=\Vert x\Vert^{2}-2\langle x,$ $Jy\rangle+\Vert y\Vert^{2}$ $(\forall x, y\in E)$

により関数 $\phi:E\cross Earrow \mathbb{R}$ を定義する ([1, 12]). これは, $\Vert\cdot\Vert^{2}$ に関する Bregman 距離

$D_{||\cdot||^{2}}$ と一致する. ここで, G\^ateaux 微分可能な凸関数 $g:Earrow \mathbb{R}$ に関する Bregman 距

離 $D_{g}:E\cross Earrow \mathbb{R}$ は

$D_{g}(x, y)=g(x)-\langle x-y,$ $\nabla g(y)\rangle-g(y)$ $(\forall x, y\in E)$

により定義される ([8]). ただし, $\nabla g$ は $g$ の G\^ateaux微分である. 容易に分かるように,

$\phi(x, y)\geq(\Vert x\Vert-\Vert y\Vert)^{2}$ が任意の $x,$ $y\in E$ に対して成り立つ. $E$ がヒルベルト空間の場

合, $J$ が $E$ 上の恒等写像 $I$ と一致し, $\phi(x, y)=\Vert x-y\Vert^{2}$ が任意の $x,$ $y\in E$ に対して成

り立つ. $T:Carrow E$ が (r) 型であるとは, $F(T)\neq\emptyset$ かつ

$\phi(u, Tx)\leq\phi(u, x)$ $(\forall u\in F(T), x\in C)$

が成り立つことを言う ([4]). $E$ がヒルベルト空間の場合, $T$ が (r) 型であることは $T$

が quasi-nonexpansive であることに同値である. また, (r) 型の写像 $T$ が relatively

nonexpansive であるとは, $\hat{F}(T)=F(T)$ が成り立つことを言う ([18, 19]). さらに,
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relatively nonexpansive 写像 $T$ が strongly relatively nonexpansive であるとは, $\{z_{n}\}$

が $C$ の有界列で

$\phi(u, z_{n})-\phi(u, Tz_{n})arrow 0$

がある $u\in F(T)$ について成り立つとき, $\phi(Tx_{n}, x_{n})arrow 0$ となることを言う ([6, 14, 20]).
$E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. こ

のとき, 任意の $x\in E$ に対してただーつの $z_{x}\in C$ が存在し,

$\phi(z_{x}, x)=\min_{y\in C}\phi(y, x)$

が成り立つ. $\Pi_{C}x=z_{x}$ で定義される写像 $\Pi_{C}$ を $E$ から $C$ 上への generalized projection
と言う ([1, 12]). これは, ヒルベルト空間の閉部分空間上への直交射影や空でない閉凸集合
上への距離射影のバナッハ空間における一般化のーつである. Relatively nonexpansive
写像や strongly relatively nonexpansive 写像の例については [4-6, 14-20] やそれらの参
考文献を参照すると良い.

3 結果

Censor-Reich [9] は, Bregman 距離と相性の良い新しい凸結合を定義した. この凸結
合は, [11, 13] において, バナッハ空間における極大単調作用素に対する近接点法の研究
に応用された.

ここでは, Censor-Reich [9] の意味での凸結合を用いて得られた, 次の (r) 型写像の可
算族の共通不動点集合に関する結果を述べる.

命題 3.1 ([15]). $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉
凸集合とする. $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ を $C$ から $C$ への (r) 型写像の族で $\cap \text{窪_{}1}F(T_{k})$ が空でないもの

とし, $U:Carrow C$ を

$U= \Pi_{C}J^{-1}\sum_{k=1}^{\infty}s_{k}JT_{k}$

により定義する. ここで, $\{s_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ は正数列で $\sum_{k=1}^{\infty}s_{k}=1$ を満たすものとする. この

とき, $U$ は (r) 型写像であり, $F(U)= \bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})$ が成立する.

この命題を用いると, ヒルベルト空間における quasi-nonexpansive 写像の可算族に対
する系を得ることができる.
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系 32. $E$ をヒルベルト空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ を $C$ か

ら $C$ への quasi-nonexpansive 写像の族で $\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})$ が空でないものとし, $V:Carrow C$

を $V= \sum_{k=1}^{\infty}s_{k}T_{k}$ により定義する. ここで, $\{s_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ は正数列で $\sum_{k=1}^{\infty}s_{k}=1$ を満た

すものとする. このとき, $V$ は quasi-nonexpansive 写{象であり, $F(V)= \bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})$

が成立する.

次に, relatively nonexpansive 写像の可算族に対する次の定理を述べる.

定理 33([15]). $E$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集

合とする. $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ を $C$ から $C$ への relatively nonexpansive 写像の族で $\cap \text{陰_{}1}F(T_{k})$

が空でないものとし, $U:Carrow C$ を

$U= \Pi_{C}J^{-1}\sum_{k=1}^{\infty}s_{k}(\alpha_{k}J+(1-\alpha_{k})JT_{k})$

により定義する. ここで, $\{s_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ は正数列で $\sum_{k=1}^{\infty}s_{k}=1$ を満たすものとし, $\{\alpha_{k}\}_{k=1}^{\infty}$

は $(0,1)$ の数列とする. このとき, $U$ は relatively nonexpansive 写像であり, $F(U)=$
$\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})$ が成立する.

より最近になり, 次の定理も得られた.

定理 34([5]). $E$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集

合とする. $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ を $C$ から $E$ への relatively nonexpansive 写像の族で $\cap \text{陰_{}1}F(T_{k})$

が空でないものとし, $V:Carrow E$ を

$V=J^{-1} \sum_{k=0}^{\infty}s_{k}JT_{k}$

により定義する. ここで, $\{s_{k}\}_{k=0}^{\infty}$ は正数列で $\sum_{k=0}^{\infty}s_{k}=1$ を満たすものとし, $T_{0}=I$

とする. このとき, $V$ は relatively nonexpansive 写像であり, $F(V)= \bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})$ が

成立する.

4 収束定理

本節では, 前節での結果を用いて得られた relatively nonexpansive 写像の可算族の共
通不動点への収束定理を述べる. 定理 34を用いると, 次の補題を証明することができる.
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補題 4.1 ([5]). $E$ を一様に滑らかな一様凸バナッハ空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集
合とする. $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ を $C$ から $E$ への relatively nonexpansive 写像の族で $\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})$

が空でないものとし, $To=I$ とする. $\{\beta_{n,k}\}(n\in \mathbb{N}, k\in\{0,1, \ldots, n\})$ を正数列で,
$\sum_{k=0}^{n}\beta_{n,k}=1(\forall n\in \mathbb{N})$ 及び $\inf_{n\in \mathbb{N}}\beta_{n,0}>0$ を満たし, $\lim_{n}\sum_{k=0}^{n}|\beta_{k}-\beta_{n,k}|=0$

がある $(0,1)$ の数列 $\{\beta_{k}\}$ に対して成り立つものとする. また, $C$ から $E$ への写像列
$\{V_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ を

$V_{n}=J^{-1} \sum_{k=0}^{n}\beta_{n,k}JT_{k}$ $(n=1,2, \ldots)$

により定義する. このとき, $C$ の任意の空でない有界部分集合 $D$ と任意の自然数の単調
増加列 {ni} に対し, ある写像 $V:Carrow E$ と {ni} のある部分列 $\{n_{i_{j}}\}$ が存在し,

(1) $\lim_{j}\sup_{y\in D}\Vert Vy-V_{n_{i_{j}}}y\Vert=0$

(2) $\hat{F}(V)=\bigcap_{k=1}^{\infty}F(V_{k})$

が成り立つ.

補題 4.1を用いると, 次の relatively nonexpansive 写像の可算族の共通不動点への収
束定理を得ることができる.

定理 4.2 ([5]). $E,$ $C,$ $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ , To, $\{\beta_{n,k}\}$ 及び {Vn}盤 1を補題 4.1と同じものとす
る. また, $x_{1}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=\Pi_{C}V_{n}x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. このとき, 次が成立する.

(1) $\{x_{n}\}$ は有界であり, その任意の弱収束部分列の極限は $\cap \text{窪_{}1}F(T_{k})$ に属する.

(2) $J$ が弱点列的連続であれば, $\{x_{n}\}$ は $\{\Pi_{\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})}(x_{n})\}$ の強極限に弱収束する.
(3) $C$ がコンパクト又は $\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})$ が内点を持てば, $\{x_{n}\}$ は $\{\Pi_{\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})}(x_{n})\}$ の

強極限に強収束する.

定理 42の系として次を得る.

系 4.3 ([5]). $E,$ $C$及び $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ を補題 4.1と同じものとする. また, $x_{1}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}= \Pi_{C}J^{-1}(\frac{1}{2}J+\frac{1}{4}JT_{1}+\cdots+\frac{1}{2^{n}}JT_{n-1}+\frac{1}{2^{n}}JT_{n})x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. このとき, 次が成立する.
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(1) $\{x_{n}\}$ は有界であり, その任意の弱収束部分列の極限は $\cap \text{毘_{}1}F(T_{k})$ に属する.

(2) $J$ が弱点列的連続であれば, $\{x_{n}\}$ は $\{\Pi_{\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})}(x_{n})\}$ の強極限に弱収束する.

(3) $C$ がコンパクト又は $\cap \text{淫_{}1}F(T_{k})$ が内点を持てば, $\{x_{n}\}$ は $\{\Pi_{\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})}(x_{n})\}$ の

強極限に強収束する.

また, 補題 4.1を用いると, 次の強収束定理を得ることもできる.

定理 44([5]). $E,$ $C,$ $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty},$ $T_{0},$ $\{\beta_{n,k}\}$ 及び $\{V_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ を補題 4.1と同じものとす

る. また, $x_{1}=x\in C$ とし,

$\{\begin{array}{l}H_{n}=\{z\in C: \phi(z, V_{n}x_{n})\leq\phi(z, x_{n})\}W_{n}=\{z\in C: \langle z-x_{n}, Jx-Jx_{n}\rangle\leq 0\}x_{n+1}=\Pi_{H_{n}\cap W_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$

とする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $\Pi_{\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})}(x)$ に強収束する.

定理 45 $([$5$])$ . $E,$ $C,$ $\{T_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ , To, $\{\beta_{n,k}\}$ , 及び $\{V_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ を補題 4.1と同じものとす

る. また, $x_{1}=x\in C=C_{0}$ とし,

$\{\begin{array}{l}C_{n}=\{z\in C_{n-1}:\phi(z, V_{n}x_{n})\leq\phi(z, x_{n})\}x_{n+1}=\Pi_{C_{n}}(x) (n=1,2, \ldots)\end{array}$

とする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $\Pi_{\bigcap_{k=1}^{\infty}F(T_{k})}(x)$ に強収束する.
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