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1 序論

本稿では, 文献 [3] の紹介を行い, そこには述べなかった関連する結果を取り扱う。

文献 [3] では, 最近 [21] で導入された縮小射影法 (shrinking projection method) を使

い, 堅非拡大 (firmly nonexpansive) 写像の不動点定理および堅非拡大写像の族に関する

収束定理を証明した。我々が非拡大写像ではなく堅非拡大写像に注目した主な理由は次の

二つである。

1. 非拡大写像の代表例は堅非拡大である。例えば, Hilbert 空間上の閉凸集合の上へ

の距離射影および単調作用素のリゾルベントは堅非拡大である。

2. 非拡大写像の不動点問題は, 堅非拡大写像の不動点問題に書き換えられる。実際, $S$

を非拡大写像とすると, $T=(I+S)/2$ は堅非拡大であり, $S$ と $T$ の不動点集合が

一致する。 ここで, $I$ は恒等写像である。

2 準備

本稿を通して, $H$ は実 Hilbert 空間, $\langle\cdot,$ $\cdot\rangle$ は $H$ の内積, $\Vert\cdot\Vert$ は $H$ のノルム, $C$ は $H$

の空でない部分集合, $\mathbb{N}$ は正の整数の集合とする。 $H$ の点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ へ強収束すること

を $x_{n}arrow x$ と表し, 弱収束することを $x_{n}arrow x$ と表す。

$C$ を $H$ の空でない部分集合とし, $T$ を $C$ から $H$ への写像とする。写像 $T$ の不

動点の集合を $F(T)$ で表す。写像 $T$ が非拡大 (nonexpansive) であるとは, すべての

$x,$ $y\in C$ に対して $\Vert Tx-Ty\Vert\leq\Vert x-y\Vert$ が成り立つときをいう。 $C$ が閉凸で $T$ が非
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拡大であるとき, $F(T)$ は閉凸であることが知られている。非拡大写像 $T$ が強非拡大
$($ strongly nonexpansive) であるとは, $\{x$訂と $\{y$訂が $C$ の点列で, $\{x_{n}-y_{n}\}$ が有界か

つ $\Vert x_{n}-y_{n}\Vert-\Vert Tx_{n}-Ty_{n}\Vertarrow 0$ を満たすならば

$\Vert x_{n}-y_{n}-(Tx_{n}-Ty_{n})\Vertarrow 0$

が成り立つときをいう [5]。二つの強非拡大写像の合成は, 強非拡大であることが知られて

いる。強非拡大写像について詳しくは [5] を参照するとよい。写像 $T$ が堅非拡大 (firmly

nonexpansive) であるとは, すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$\Vert Tx-Ty\Vert^{2}\leq\Vert x-y\Vert^{2}-\Vert x-y-(Tx-Ty)\Vert^{2}$

が成り立つときをいう。 堅非拡大写像は強非拡大であることが, 定義より容易にわかる。
$T$ が非拡大のとき, $(I+T)/2$ は堅非拡大であることが知られている。 ここで, $I$ は恒等写

像である。堅非拡大写像について詳しくは, [6] を参照するとよい。
$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とする。各 $x\in H$ に対して

$\Vert x-z\Vert=\min\{\Vert x-y\Vert:y\in C\}$

を満たす点 $z\in C$ が唯一存在する。 この $z$ を $P_{C}x$ で表し, $P_{C}$ は $H$ から $C$ の上への距

離射影と呼ばれる。 $P_{C}$ は堅非拡大であることが知られている。

$H$ から $H$ への多価写像 $A$ を, そのグラフと同一視し $A\subset H\cross H$ で表す。 $A\subset H\cross H$

を極大単調作用素 (定義については [20] を参照), $I$ を恒等写像, $r>0$ とする。 このと

き, $(I+rA)^{-1}$ は $H$ から dom$(A)=\{x\in H:Ax\neq\emptyset\}$ の上への 1価写像であり,
$A$ のリゾルベントと呼ばれ, $J_{r}$ と表される。 $A$ のリゾルベントみは堅非拡大であり,

$F(J_{r})=A^{-1}0=\{x\in H :Ax\ni O\}$ であることが知られている。

非拡大写像および極大単調作用素の周辺の基本事項について詳しくは, 例えば [20] を参

照するとよい。

$\{T_{n}\}$ を共通不動点を持つ $C$ から $H$ への写像の列とする。 このとき, $\{T_{n}\}$ が条件 (Z)

を満たすとは, $T_{n}x_{n}-x_{n}arrow 0$ を満たす $C$ の有界点列 $\{x_{n}\}$ の弱収積点がすべて $\{T_{n}\}$ の

共通不動点になるときをいう。

例 2.1. $C$ を $H$ の閉凸集合, $T:Carrow H$ を不動点を持つ非拡大写像とするとき, 写像列

$\{T, T, T, \ldots\}$ は条件 (Z) を満たす。

証明. $\{x_{n}\}$ を $x_{n}-Tx_{n}arrow 0$ を満たす $C$ の有界点列とし, $x_{n_{i}}arrow u$ とする。 このとき,

$\{Tx_{n_{i}}\}$ は有界で $x_{n_{i}}-Tx_{n_{i}}arrow 0$ であることから, $u\in F(T)$ である。実際, もし $u\neq Tu$
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とすると

$\lim infiarrow\infty\Vert x_{n_{i}}-u\Vert^{2}<\lim infiarrow\infty\Vert x_{n_{i}}-u\Vert^{2}+\Vert u-Tu\Vert^{2}$

$= \lim infiarrow\infty(\Vert x_{n_{i}}-u\Vert^{2}+\Vert u-Tu\Vert^{2}+2\langle x_{n_{i}}-u,$ $u-Tu\rangle)$

$= \lim infiarrow\infty\Vert x_{n_{i}}-u+u-Tu\Vert^{2}$

$= \lim infiarrow\infty\Vert x_{n}$. $-Tu\Vert^{2}$

$= \lim infiarrow\infty\Vert x_{n_{i}}-Tx_{n_{i}}+Tx_{n_{i}}-Tu\Vert^{2}$

$=i \limarrow\infty\inf(\Vert x_{n_{\iota}}-Tx_{n_{i}}\Vert^{2}+\Vert Tx_{n_{i}}-Tu\Vert^{2}$

$+2\langle x_{n_{1}}-Tx_{n_{i}},$ $Tx_{n_{i}}$ –Tu$\})$

$= \lim infiarrow\infty\Vert Tx_{n_{i}}$ -Tu $\Vert^{2}$

$\leq\lim infiarrow\infty\Vert x_{n_{i}}-u\Vert^{2}$

となり, 矛盾が生じる。 ゆえに, $u=Tu$ であり, $\{T, T, T, \ldots\}$ が条件 (Z) を満たすことが

わかった。 口

文献 [3] より, いくつか補助定理を引用する。

補助定理 2.2 ([3, Lemma2.1]). $H$ を Hilbert 空間, $A\subset H\cross H$ を $A^{-1}0\neq\emptyset$ を満たす

極大単調作用素, $\{r_{n}\}$ を $\inf_{n}r_{n}>0$ を満たす正の実数列とする。 このとき, $\{J_{r_{n}}\}$ は条

件 (Z) を満たす。

補助定理 2.3 ([3, Lemma 2.2]). $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない部分集合,
$\{S_{n}\}$ を共通不動点を持つ $C$ から $H$ への写像の列とし, $\{\alpha_{n}\}$ を $\sup_{n\in \mathbb{N}}\alpha_{n}<1$ を

満たす $[0,1)$ の数列とする。さらに, $C$ から $H$ への写像列 $\{T_{n}\}$ を, $n\in \mathbb{N}$ に対して

$T_{n}=\alpha_{n}I+(1-\alpha_{n})S_{n}$ で定義する。 ここで, $I$ は $C$ 上の恒等写像である。 このとき,
$\{S_{n}\}$ が条件 (Z) を満たすならば, $\{T_{n}\}$ も条件 (Z) を満たす。

補助定理 2.4 ([3, Lemma 2.3]). $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集

合, $\{S_{n}\}$ を共通不動点を持つ $C$ から $C$ への強非拡大写像の列とする。さらに写像

$T_{n}:Carrow C$ を, $n\in \mathbb{N}$ に対して $T_{n}=S_{1}S_{2}\cdots S_{n}$ で定義する。 このとき, $\{T_{n}\}$ は (Z) を
満たす。
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3 堅非拡大写像および非拡大写像の不動点定理
この節では, 松下-高橋 [13] を参考にして得られた堅非拡大写像の不動点定理および非

拡大写像の不動点定理を紹介する。
次の補題によって, 縮小射影法による点列が, 写像の不動点の存在を仮定することなく

定義できることがわかる。

補助定理 3.1 ([3, Lemma 4.2]). $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合,
$T:Carrow C$ を堅非拡大写像とし, $x$ を $H$ の点とする。 $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ および $H$ の閉凸集
合列 $\{C_{n}\}$ を, $C_{1}=C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}x_{n}=P_{C_{n}}(x);C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\langle Tx_{n}-z, x_{n}-Tx_{n}\}\geq 0\}\end{array}$ (3.1)

で定義する。 このとき, すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して $C_{n}\neq\emptyset$ である。つまり, 点列 $\{x_{n}\}$ が

定義できる。

補題 3.1を踏まえて, 次の堅非拡大写像の不動点定理を得る。

定理 3.2 ([3, Theorem 4.3]). $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合,
$T:Carrow C$ を堅非拡大写像とし, $x$ を $H$ の点とする。 $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ および $H$ の閉凸集
合列 $\{C_{n}\}$ を, $C_{1}=C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して (3.1) で定義する。 このとき, 以下の三つ
は同値である。

1. $T$ は不動点を持つ;
2. $\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}\neq\emptyset$ ;
3. $\{x_{n}\}$ は有界である。

定理 32から次の非拡大写像の不動点定理を示すことができる。

定理 3.3. $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合, $S:Carrow C$ を非拡大写像
とし, $x$ を $H$ の点とする。 $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ および $H$ の閉凸集合列 $\{C_{n}\}$ を, $C_{1}=C$ およ

び $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}x_{n}=P_{C_{n}}(x);C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert z-Sx_{n}\Vert\leq\Vert z-x_{n}\Vert\}\end{array}$

で定義する。 このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は定義できて, 以下の三つは同値である。
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1. $S$ は不動点を持つ ;

2. $\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}\neq\emptyset$ ;

3. $\{x_{n}\}$ は有界である。

証明. 写像 $T:Carrow C$ を $T=2^{I+}2^{S}$ で定義する。 ここで, $I$ は恒等写像である。 この

とき, $T$ は堅非拡大であり, $F(S)=F(T)$ である。 さらに, 等式

4 $\langle Tx_{n}-z,$ $x_{n}-Tx_{n} \}=4\langle\frac{x_{n}+Sx_{n}}{2}-z,$ $x_{n}- \frac{x_{n}+Sx_{n}}{2}\rangle$

$=\langle x_{n}+Sx_{n}-2z,$ $x_{n}-Sx_{n}\}$

$=\langle(x_{n}-z)+(Sx_{n}-z),$ $(x_{n}-z)-(Sx_{n}-z)\rangle$

$=\Vert x_{n}-z\Vert^{2}-\Vert Sx_{n}-z\Vert^{2}$

より
$C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\langle Tx_{n}-z, x_{n}-Tx_{n}\}\geq 0\}$

が成り立つ。 したがって, 補助定理 3.1より $\{x_{n}\}$ は定義できて, 定理 32より結論を得

る。 口

最近, 松下-高橋 $[$ 14] によって, 定理 33と似た次の結果が示された。

定理 3.4 ([14, Corollary 2.1]). $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合,
$S:Carrow C$ を非拡大写像とし, $x$ を $C$ の点とする。 $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$ および

$n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}C_{n}=\{z\in C:\Vert z-Sx_{n}\Vert\leq\Vert z-x_{n}\Vert\};Q_{n}=\{z\in C:\langle x_{n}-z, x-x_{n}\}\geq 0\};x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}(x)\end{array}$

で定義する。 このとき, 点列 $\{x_{n}\}$ は定義できて, $\{x_{n}\}$ は有界であることと $S$ が不動点を

持つことは同値である。

4 堅非拡大写像族に関する収束定理

この節では, 堅非拡大写像の族に関する次の強収束定理を紹介し, さらにその応用を議
論する。

定理 4.1 ([3, Theorem 3.2]). $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合, $x$ を

$H$ の点とし, $\{T_{n}\}$ を $C$ から $H$ への堅非拡大写像の列とする。さらに, $\{T_{n}\}$ は共通不動
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点を持ち, 条件 (Z) を満たすと仮定する。 $C$ の点列 $\{x$訂および $H$ の閉凸集合列 $\{C_{n}\}$

を, $C_{1}=C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}x_{n}=P_{C_{n}}(x);C_{n+1}=\{z\in C_{n}: \langle T_{n}x_{n}-z, x_{n}-T_{n}x_{n}\rangle\geq 0\}\end{array}$

で定義する。 このとき, $\{x_{n}\}$ は $P_{F}(x)$ に強収束する。 ただし, $F= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})$ である。

補助定理 22および定理 4.1の直接的な結果として, 極大単調作用素のリゾルベントに
関する次の収束定理を得る。同種の結果が [17], [16], [7] および [21] にある。

系 4.2 ([3, Corollary 3.3]). $H$ を Hilbert 空間, $A\subset H\cross H$ を $A^{-1}0\neq\emptyset$ を満たす極大

単調作用素, $\{r_{n}\}$ を $\inf_{n}r_{n}>0$ を満たす正の実数列とし, $x$ を $H$ の点とする。 $H$ の点列

$\{x_{n}\}$ および $H$ の閉凸部分集合の列 $\{C_{n}\}$ を $C_{1}=H$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}x_{n}=P_{C_{n}}(x);C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\langle J_{r_{n}}x_{n}-z, x_{n}-J_{r_{n}}x_{n}\rangle\geq 0\}\end{array}$

で定義する。 ここで, $J_{r_{n}}=(I+r_{n}A)^{-1}$ である。 このとき, $\{x$訂は $P_{A0}-1(x)$ に強収束

する。

次に, 定理 4.1を使って, 非拡大写像の族に関する収束定理を示す。

定理 4.3 ([3, Theorem 3.4]). $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合, $x$ を

$H$ の点, $\{S_{n}\}$ を $C$ から $H$ への非拡大写像の列, $\{\alpha_{n}\}$ を $\sup_{n\in \mathbb{N}}\alpha_{n}<1$ を満たす区間

$[0,1)$ の数列とする。 さらに, $\{S_{n}\}$ は共通不動点を持ち, 条件 (Z) を満たすと仮定する。
$C$ の点列 $\{x_{n}\}$ および $H$ の閉凸集合列 $\{C_{n}\}$ を $C_{1}=C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}x_{n}=P_{C_{n}}(x);y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})S_{n}x_{n};C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert z-y_{n}\Vert\leq\Vert z-x_{n}\Vert\}\end{array}$ $($ 4.1 $)$

で定義する。 このとき, $\{x_{n}\}$ は $P_{F}(x)$ に強収束する。ただし, $F= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(S_{n})$ である。

証明. 写像列 $\{T_{n}\}$ を, $n\in \mathbb{N}$ に対して

$T_{n}= \frac{1}{2}I+\frac{1}{2}(\alpha_{n}I+(1-\alpha_{n})S_{n})=\frac{1+\alpha_{n}}{2}I+\frac{1-\alpha_{n}}{2}S_{n}$

で定義する。ただし, $I$ は恒等写像である。 このとき $F(T_{n})=F(S_{n})$ であるから,
$\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})=F$ が成り立つ。 $\alpha_{n}I+(1-\alpha_{n})S_{n}$ は非拡大であるから, 各 $n\in \mathbb{N}$ につい
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て $T_{n}$ は堅非拡大である。 また, 等式

$\Vert z-x_{n}\Vert^{2}-\Vert z-y_{n}\Vert^{2}=\Vert x_{n}\Vert^{2}-2\langle z,$ $x_{n}\rangle-\Vert y_{n}\Vert^{2}+2\langle z,$ $y_{n}\rangle$

$=\langle x_{n}+y_{n}-2z,$ $x_{n}-y_{n}\}$

$=4\langle T_{n}x_{n}-z,$ $x_{n}-T_{n}x_{n}\rangle$

より, $C_{n+1}=\{z\in C_{n}$ : $\langle T_{n}x_{n}-z,$ $x_{n}-T_{n}x_{n}\}\geq 0\}$ であることがわかる。補助定理
23より $\{T_{n}\}$ は条件 (Z) を満たすから, 定理 4.1により結論を得る。 ロ

定理 43は文献 $[$21 $]$ の次の定理と似ているが, 両者にどのような関係があるか, 今のと
ころ著者にはわからない。

定理 4.4 ([21, Theorem 3.3]). $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合, $x$

を $H$ の点, $\{S_{n}\}$ を共通不動点を持つ $C$ から $C$ への非拡大写像の列, $\mathcal{T}$ を共通不動点を
持つ $C$ から $C$ への非拡大写像の族, $\{\alpha_{n}\}$ を $\sup_{n\in \mathbb{N}}\alpha_{n}<1$ を満たす区間 $[0,1)$ の数列
とする。 $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ および $H$ の閉凸集合列 $\{C_{n}\}$ を $C_{1}=C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して
(4.1) で定義する。 さらに, 次の二つの条件を仮定する。

1. $\{z_{n}\}$ が $z_{n}-S_{n}z_{n}arrow 0$ を満たす $C$ の有界点列ならば, すべての $T\in \mathcal{T}$ に対して
$z_{n}-Tz_{n}arrow 0$ ;

2. $F= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(S_{n})=\bigcap_{T\in \mathcal{T}}F(T)$
。

このとき, $\{x_{n}\}$ は $P_{F}(x)$ に強収束する。

定理 4.3から次の結果も得られる。

系 4.5 ([3, Corollary 3.6]). $H$ を Hilbert 空間, $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合,
$x$ を $H$ の点, $\{S_{n}\}$ を共通不動点を持つ $C$ から $H$ への強非拡大写像の列, $\{\alpha_{n}\}$ を
$\sup_{n\in \mathbb{N}}\alpha_{n}<1$ を満たす区間 $[0,1)$ の数列とする。 $C$ の点列 $\{x_{n}\}$ および $H$ の閉凸集合
列 $\{C_{n}\}$ を $C_{1}=C$ および $n\in \mathbb{N}$ に対して

$\{\begin{array}{l}x_{n}=P_{C_{n}}(x);y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})S_{1}S_{2}\cdots S_{n}x_{n};C_{n+1}=\{z\in C_{n}:\Vert z-y_{n}\Vert\leq\Vert z-x_{n}\Vert\}\end{array}$

で定義する。 このとき, $\{x_{n}\}$ は $P_{F}(x)$ に強収束する。 ただし, $F= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(S_{n})$ である。

証明. 各 $n\in \mathbb{N}$ に対して, $T_{n}=S_{1}S_{2}\cdots S_{n}$ とおくと, 写像 $T_{n}$ は非拡大であり, 強非拡
大写像の性質 [5, Lemma 2.1] を使うと, $F(T_{n})= \bigcap_{i=1}^{n}F(S_{i})$ であることがわかる。ゆえ
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に, $\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n})=F\neq\emptyset$ となる。補助定理 2.4により, $\{T_{n}\}$ は条件 (Z) を満たすことが
わる。 したがって, 定理 43より結論を得る。 口
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