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1 層流の乱流化と発達した乱流

ここでは非圧縮性流体の 3次元 Navier$-$ Stokes 方程式

$\nabla\cdot u=0$ , $\frac{\partial u}{\partial t}+(u\cdot\nabla)u=-\nabla p+\nu\Delta u+f$

にしたがう流体運動を考える. 良く知られているように, 流れは一般に Reynolds 数の増

加とともに不安定化し層流から乱流となる. この過程は流れの乱流化/カオス化の過程と

して 1970年代から 80年代にかけて盛んに調べられ, 流体運動の中で, 周期倍分岐

(Feigenbaum 1978 [1]), Ruelle Takens 乱流化 (Ruell, and Takens 1971 [2], Newhouse,

Ruelle and Takens 1978 [3] $)$ , 間欠性乱流化 (Pomeau and Manneville 1980 [4]) などの過

程が見出された. 数値実験においても, 例えば周期境界条件を課した一辺 2 $\pi$ の直方体
$(R^{3}/(2\pi Z)^{3})$ の中で, 最低波数のフーリエ係数を一定に保った自励系を作り, 流れ形態

の Reynolds 数依存性を調べることができる. Reynolds 数増加に伴い次第に複雑になる流

れの一例 (図 1) において, エネルギーの時系列をフーリエ解析すれば, それぞれの状態

が, 単色振動 (P), 二つの基本振動数をもつ準周期振動 (QP2), 三っの基本振動数をもつ準
周期振動 (QP3), カオス状態であることが推測される (図 2). このように流れはいくつか

の分岐を経てカオス状態となる. これはいわば「乱流化直後のカオス」 である.

一方, Reynolds 数が非常に大きくなると, 流れはいわゆる 「発達した乱流」 となる. 通

常, 流体力学で問題にする乱流はこの発達した乱流であることが多い. 乱流化直後のカオ

スと発達した乱流は何が異なるのか. 発達した乱流の特徴は, 乱流の成因や環境によらな

となる長さスケール $\lambda$ を Taylor マ

イクロスケールと言い, 乱流固有の長

さと考える. ここで $v$ は速度ベクトル

の $r$方向成分である. $\lambda$ から作られる

Reynolds 数 $R_{\lambda}=u\lambda v$ をマイクロ
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スケール Reynolds 数とよぶ. 発達し

た乱流中では $R_{\lambda^{\sim}}\sqrt{1’\lambda}$ となること

が知られているが, この関係が成り立

つためにはマイクロスケール

Reynolds 数が少なくとも 100を超え

ている必要がある (図 3). このよう

に単にカオスであるだけでは, 普遍的

な統計性質は得られず, 発達した乱流

と考えることはできない. なお, 目安

として, 数値実験で得られる乱流の
$R_{\lambda}$ は 100から 1000程度, 室内実験

では 1000から 10000程度, 大気観

測などでは一万以上である.

図 2: 図 1のフーリエスペクトル [5]

2 一様等方性乱流の伝統的描像 $3o_{0^{--\cdot,-}}s^{\backslash ^{\mathfrak{l}\backslash \dagger}}\backslash \cdot’/\nearrow$

発達した 3次元乱流では, 大きな空間スケールの運動に

エネルギーが注入され, 次々とより小さい近接したスケー $\hat{\approx}2J30$

$\nearrow$

\S C
$zo0_{I}40ocf$

$\mathfrak{j}$

ルの運動にエネルギーが伝達され (エネルギーカスケード), $10_{\overline{\succ f}}/\_{f}^{\vee^{*/^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}\backslash /\backslash \triangleleft$

$4^{1}!$

最終的に粘性が効く小さなスケールの運動に達してエネル $463 \frac{\prime/rd}{}\llcorner$
$\dot{\overline{1_{1}}id}\neg$

2
ギーが熱に変換される. このとき伝統的な Kolmogorov の $c_{t^{1}}$ $1d$ $10$ ’

$1’\nu$

乱流描像 (1941 [6]) では, ある程度よりも小さなスケー

ルの運動は, エネルギー注入機構や乱流の環境などによら 図 3: $R_{\lambda}$ の $V$ 依存性 [5]

ない普遍的な統計性質をもつ (普遍平衡領域) と考え, さらに,

その統計性質の支配パラメータは, 単位時間単位質量当たりのエネルギー散逸率 $\epsilon$ および運

動粘性率 $\nu$ のみであるとする. これは, $v=f=0$ としたときの Navier$\cdot$ Stokes 方程式
(Euler 方程式) においてエネルギーが保存量であることを考慮した仮定である. この仮

定によって, 粘性の効く波数の見積もり $k_{d}=\epsilon^{1’ 4_{V}-3’ 4}$や, この波数 $k_{d}$ における特性時間の

見積もり $\tau_{d}=\sqrt{v’\epsilon}$などが得られる. しかしエネルギースペクトルなどの物理量について

は具体的な関数形が得られないので, さらに, 普遍平衡領域の中の波数の大きな側には粘
性が効かない領域がありそこではエネルギー散逸率 $\epsilon$ だけがパラメータとなる (慣性小領

域 $)$ と仮定する. これによりエネルギースペクトルは $E(k)=C_{kol}\epsilon^{2’ 3}k^{-5/3}$ (Kolmogorov ス

ペクトル) と決定され, 多くの実験によって (実験精度の範囲で) 確かめられている.
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このような次元解析による見積もりは多くの予想を導くことができる. その一例は乱流
速度差の高次平均で, 速度場の縦方向構造関数

$\langle(v(x+r)-v(x))^{p}\rangle\sim r^{\zeta_{p}}$

について, Kolmogorov 描像は $\zeta_{p}=p3$ を与える. 実際, エネルギー散逸率 $\epsilon$ と運動粘性

率 $v$ の独立性の仮定の下に, $\zeta_{3}=1$ が Kolmogorov 自身によって示されている.

しかし一方ではこの Kolmogorov の伝統的描像はそのままでは不十分であることも指
摘されている. これはエネルギー散逸率 $\epsilon$ の時間

的空間的な揺らぎを無視できないためで乱流の

間欠性とよばれている. このようなゆらぎは高

次の相関関数に強く現れることが期待されるが,

実際, 実験や数値実験はこの式からの系統的な

ズレを示している (図 4). このズレは, 乱流中

で稀に起こる激しい現象が統計性質を支配して

いることを示し, 乱流のこの間欠性を説明する 図 4: 乱流のスケーリング指数 [7]

ことが, 乱流の統計理論の大きな課題の一つとなっている.

3 力学系としての一様等方性乱流と少数自由度モデル

Kolmogorov 描像によると乱流中の最も小さな渦の大きさは $l_{d}\sim V^{3/4}$ である. 一方最大

の渦のサイズを $L$ とすると, 乱流全体の自由度のオーダーは

$(Ll_{d})^{3}\sim\nu^{-9’ 4}\sim R^{9’ 4}$

となる. 驚くべきことに, この簡単な見積もりは数学的に支持されており, 3次元

Navier$-$ Stokes 方程式について, アトラクターの Hausdorff 次元が上から $CR^{9’ 4}$ $(C$ は定

数 $)$ で押さえられることが (解の存在等の仮定の下に) 示されている (Constantin, Foias,

Manley and Temam 1984 [8] $)$ .
しかしこれら少数の結果を除けば乱流についての exact な結果は少ないため, 乱流研究

において数値解析の果たす役割は大きい. 数値的研究では, Navier$-$ Stokes 方程式を対象
にして詳細な性質を調べることが望ましいが, 多くの場合, 力学系理論における諸量は計

算コストが大きく多くの量を計算することは計算時間の点から難しい. そこでここでは

Navier Stokes 方程式から離れて, 「流体乱流に特徴的な性質を実現するカオス系はどのよ

うな性質を持っているのか」という問題を扱うことにする. この視点からのアプローチは,

流体乱流に類似の性質を示す少数自由度力学系をとりあげて, その力学系の構造を詳細に

調べる, ということになる. なおこの立場の研究では, モデル方程式は「多くの可能なモ
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デル方程式のうちの単なる一例」にすぎない. したがってモデル方程式を Navier Stokes 方

程式から解析的に導出するようなことは考えない.

以下では Kolmogorov スケーリングおよび間欠性に注目して, それを実現するようなカ

オスカ学系を作ることを考える. ここで扱う系は, Navier$-$ Stokes 方程式のフーリエ変換

を念頭において, 物理的背景を考慮して次の条件を満たすことを要請する.

1 フーリエ空間を 1次元と考えて離散化する.

5 非粘性のときエネルギーを保存する.

2 速度変数は複素数とする.

3 常微分方程式系とする.

4 非線形項は 2次とする.

6 粘性項を除き, 特別な時間空間スケールをもたない.

ここでの興味の対象は, 方程式の解に伴う分岐現象やパターン形成ではなく, 「統計性質」

である.

以上の条件のもとに次のような常微分方程式系 (シェルモデル [9]) を考える.

$( \frac{d}{dt}+Vk_{n}^{2})u_{n}=i(k_{n}^{*}u_{\hslash+1}u_{n+2}^{l}-k_{n-2}^{*}u_{n- 1}u_{n+1}-k_{n- 3}^{l*}u_{n- 2}u_{n- 1})+f\delta_{n,4}$

ここで $k_{n}=k_{0}2^{n}$ ( $k_{0}$ は正定数) は波数を表す. また $u_{n}$ はフーリエ空間内の波数 $k_{n}$ の球殻

(シェル) における速度を代表する複素変数と考え, $1\leq n\leq N$ としてこの範囲以外の添字

を持つ $u_{n}$ はゼロとおくものとする. $v$ は粘性を表す非負定数, $*$ は複素共役, $f$ は外力を

表す複素定数であるが, ここで外力を加えるシェルが 4であることは重要ではない. この

系は実 $2N$ 次元自励系であり非粘性 $(V=0)$ 時に $E= \sum_{n}[l_{n}|^{2}$
と $H= \sum_{n}(-1)^{n}k_{n}|u_{n}|^{2}$

(エ

ネルギーとヘリシティ) を保存し, エネルギースペクトルは $E_{n}=|u_{n}|^{2}(2k_{n})$ で定義される.

$\mu$

図 5: エネルギースペクトル [9] 図 6: スケーリング指数 [10]
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数値実験によりこの系の挙動がカオス的であること (Lyapunov 数が正であること), エネ

ルギースペクトルが Kolmogorov の 5/3乗を示すこと (図 5), 速度場のスケーリング指数

に間欠性が見られること (図 6) などが確認される. ここでスケーリング指数 $\zeta_{p}$ は

$\langle|u_{n}|^{p}\rangle\sim(1’ k_{n})^{\zeta_{p}}$ で定義されている ( $\langle\cdot\rangle$ は長時間平均).

4 シェルモデルのカオス解析

4 – 1 :LyapunOV スペクトル

シェルモデルは通常実 20$\sim$ 50次元程度の大きさで扱うため, カオスとしての解析手法も

その程度の大きさの系まで適用可能なものに限られ,

Lyapunov 解析や局所 Lyapunov 解析, U P $O$ (不安

定周期軌道) 解析, 共変 Lyapunov 解析などが多く用い
られる.

シェルモデルの Lyapunov 数 $\lambda_{n}$ は図 7のように分布

する. 図 7では横軸は Lyapunov 数の添字 $j$ , 縦軸は

はじめから $j$ 個の Lyapunov 数の和 $\sum_{n=1}^{j}\lambda_{n}$ を示す

(Lyapunov 数は大きさの順に並べる). この特徴は正 図 7 :Lyapunov スペクトル [9]

の Lyapunov 数があること, ゼロに近 $A|$ Lyapunov 数

が多いことであるが, 問題は乱流の Kolmogorov 描像とこれら Lyapunov 数の関係である.

伝統的な Kolmogorov 描像の特徴は, 波数空間において局所的なエネルギーカスケードを

考える点であるので, 対応する Lyapunov 数などのカオスパラメータについても (自発的

$\overline{\grave{i}}$

図 8: Lyapunov ベクトルのサポート [11] 図 9: サポートの形状
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な $)$ 局所化が期待される. Lyapunov 数についてはこれは Lyapunov ベクトルの局所化を
意味する. 実際, Lyapunov ベクトルのサポートを描くと図 8 (縦軸は波数) のように,

各 Lyapunov ベクトルが特徴的なサポートを持つことが分かる. そこで, このサポートを

理想化し図 9のように仮定すると, Lyapunov 数の添字 $j$ と波数 $k_{n}$ の間の対応関係が生ま

れる. 一方 Kolmogorov 描像は, 波数 $k_{n}$ と物理量の間の対応関係を与えるため, 特に正の

Lyapunov 数 (次元は 1/時間) に対応するサポートについて, 添字 $j$ から Lyapnov 数を
与える式を

$\lambda_{j}=C2^{-2j’ 3}$ ( $C$ は定数)

のように得ることができる. これは, Kolmogorov 描像が成り立つ高い Reynols 数, すな

わち $varrow 0$ における Lyapunov 数の漸近形と考えることができ, アトラクタ次元無限大に

おける漸近形でもある. 特に正の Lyapunov 数の総和を $H$ (Kolmogorov エントロピー)

と書けば

$\lambda_{j}’ H=(2^{2’ 3}-1)2^{-2j’ 3}$

となりこれは数値結果 (図 10) とよく一致している [11].

注意すべきは, この結果はシェルモデルの構造, 特に波

数がベキで離散化されていることに大きく依存しており,

このため, この結果がそのまま Navier$-$Stokes 乱流に成
り立っことは期待できない. シェルモデルの教訓は, むし

ろ, Lyapunov ベクトルのサポートが波数空間において局

所化していることであろう 図 10 :Lyapunov 数 [11]

Navier$\cdot$ Stokes 方程式においても同様のことが成り立っと
考えれば, 波数 $k$ と $2k$ の範囲にサポートをもつ正の Lyapunov 数 $\lambda$ は Kolmogorov 描像
から $\lambda\sim k^{2’ 3}$ が成り立っ一方で, それらの個数 $N$ について $N\sim 4\pi k^{2}\cross k\sim\lambda^{9’ 2}$すなわち
$dN\sim\lambda^{7’ 2}d\lambda$ となるので, 3次元 Navier$\cdot$ Stokes 方程式の Lyapunov 数の分布関数 $P(\lambda)$

として

$P(\lambda)\sim\lambda^{7’ 2}$

が得られる [11] (慣性小領域にサポートをもつ負の Lyapunov 数についても同様). 残念な

がら現状ではこの分布関数の成否を数値的に確認することは, 計算機の能力不足からほと

んど不可能に近く, なんらかの解析的なアプローチが求められる,

4–2 : 不安定周期軌道

Lyapunov スペクトルは Kolmogorov 描像との対応関係をもつが, 乱流の間欠性, すな

わち Kolmogorov 描像からのズレを解析することは, 精度の点から困難である. 近年,

Navier$-$ Stokes 方程式について境界を伴う弱い (アトラクタ次元が小さな (10以下)) 乱流
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(Couette 乱流) について, 不安定周期軌道を求めることが行われ, (低次の) 物理量につ

いてその軌道に沿った平均が乱流平均をよく近似することが報告されている [12]. そこでシ

ェルモデルの乱流についてもこのような不安定周期軌道が存在するのかどうか, 興味が持
たれる.

数値的にシェルモデルの (不安定) 解を求め次の 3種類の解が得られている [10, 13].

1 不安定定常解

2. 不安定周期解 (Kolmogorov 解)

3 不安定周期解 (間欠解)

1の不安定定常解は, Kolmogorov スペクトル $(u_{j}=Ck_{j}^{-1’ 3})$ を示す定常解である. 2の

Kolmogorov 解は, 時間平均スペクトルが Kolmogorov スペクトルとなる時間周期解であ
る (図 11). この周期解の軌道を $u_{n}$ 面に射影したも

のは, アトラクタに埋め込まれた円軌道 (または固

定点) となっている. この軌道に沿う平均から得ら
$\check{u|}\simeq\wedge$

れる速度のスケーリング指数 $\zeta_{p}$ は Kolmogorov の

$\zeta_{p}=p\prime 3$ を与え (図 13) , その意味で Kolmogorov

描像に忠実な軌道である (これが Kolmogorov 軌道と 図 11 :Kolmogorov 解の
よぶ理由である) が, そのため軌道平均はカオス エネルギースペクトル [11]

平均と異なり, カオスアトラクタ全体を代表する

ようなものにはなっていない.

3の間欠解も不安定な時間周期解であるが, Kolmogorov 解と異なり, 軌道は複雑な形

状をもつ (図 12). この解は特に, 軌道に沿う速度のスケーリング指数が乱流状態のスケ

ーリング指数と一致するという顕著な性質を持っており (図 10), この意味で乱流の間欠

性を再現する (これが間欠解とよぶ理由である). Kolmogorov 解と同じく, 間欠解もそれ

図 12: 間欠解の軌道 [10]
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だけではアトラクタ全体を覆うわけではない. しかし, シェルモデルがもつ対称性から,

この間欠解の軌道を図 12の各面の原点まわりに回転したものは再びシェルモデルの解と
なるため, 同じ統計性をもつ軌道全体はアトラクタの大部分を覆うことになる. このこと

が, 間欠解の軌道平均がカオス平均をよく近似する大きな理由であると考えられる.

一方, 一般にカオスアトラクタには無限個の不安定周期軌道が存在することが知られて

おり, それらの総体 (適当な重み付き平均) がカオス平均を与えることは想像に難くない.

しかし, 比較的周期の短い一本の周期軌道について, 軌道平均がカオス軌道平均を良く近

似することは意外であり, この理由をめぐって研究が行われている [14].

4–3 : 共変 Lyapunov 解析

Lyapunov 解析では, $L\grave{y}$apunov 数は確定した意味をもつ一方で, 数値的に得られる

Lyapunov ベクトルは直交化の有無に依存するため

意味を与えることが難しい. しかし近年, 直交化を経

ずに Lyapunov ベクトルを計算する手法が開発され,

軌道の各点における安定多様体と不安定多様体の接

平面を求めること, すなわち Oseledec 分解を求める

ことが可能となった. この手法は共変 Lyapunov 解析

とよばれている.

シェルモデルに対し共変 Lyapunov 解析を適用し

て, カオス軌道上で安定多様体と不安定多様体のなす $\theta$

角度の分布を求めた結果が図 13である. 角度ゼロま

で分布が伸びていることから, シェルモデル乱流は 図 13: 安定/不安定多様体

かなり非双曲性の強い系であることが分かる. この のなす角度の分布 [15]

非双曲的な部分の役割を調べるため, 角度最小の時刻 $0\alpha$

をゼロとして, 局所 Lyapunov 数の平均を調べたもの $0\alpha$

. $||^{\{*Ij(}$
0113 $!\cdot!$.

$\cdot\}$

が図 14である. このグラフは, 非双曲的な部分の後 ::. $!$

に軌道不安定な領域が存在することを示しており, 速 $\langle\lambda_{\max}\rangle_{ao1}^{om}:_{!^{-}}!||\mathfrak{l}$

$*$

度変数の時系列を調べることにより, この領域がバー $0$

ストに対応することが分かる. これは非双曲的な部分
$\tau m1$

$\prec\iota m$

がバーストの直前に存在することを示している. さら
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}$

1 2 3 4 5 6
に, 軌道の位置より, このような非双曲的な点は,

$\tau$

Kolmogorov 解の近傍に存在することが分かる. これ

は Kolmogorov 解が, カオス解にあまり関係のない 図 14:局所 Lyapunov 数 [15]

周期解にとどまるものではなく, カオスのダイナ

ミクスに非双曲性を通じて深く関係することを示唆している. Kolmogorov 描像が乱流解

とは微妙に異なること (間欠性) と考え合わせ, Kolmogorov 解の役割は興味深い.
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なお, このシェルモデルの共変 Lyapunov 解析 [15], および, Navier-Stokes 方程式の
弱い乱流解の共変 Lyapunov 解析が現在進行中であり近日中に報告する予定である. また,

本稿では発達した乱流について述べたが, Reynolds 数の増加によって, カオス化した流れ

が次第に複雑になる過程においては, アトラクタ同士の融合過程についてやはり力学系的

な扱いが行われることを注意しておきたい.
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