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音波の波動方程式に関する科学史を振り返り, Helmholtz および Euler の音波の
研究を考察し, さらに現代の空力音研究の歴史を簡単にレビューする. 次に, 渦
音の音源のメカニズム, 渦音の理論について考察し, 渦音の実験的検出について
要約的に記述する. 最後に, 流体のマックスウェル方程式の新しい formulation を
示し, 音波の方程式を新たに導出する.

1 科学史的考察

1.1 ヘルムホルツ論文 (1859)
Helmholtz は 1859年に ‘オルガンパイプからの音の数理物理学的研究’ の論文 [1] を著した
(文献によっては 1860年とあるものもある). オルガンパイプの音は, 高圧空気室からの気流
をスリットを通してエッジ (尖端, 上唇) に当てることによって作られることがわかってい
る. その上に共鳴管が装着されていて, 上端は開口端となっている (下端はエッジ部). Lord
R,ayleigh のコメントによると,「ヘルムホルツは, 連続気流からどのような機構で管内に振動
運動が発生するの力 $\searrow$ 知りたかった」 (Theory of Sound [2], vol.2). しかし結局, 音源のメカ
ニズムについては彼は未知のままであった. オルガンパイプからの音は, すでにその 100年
以上前から D. Bernoulli, Euler らによって注目され, Laagrange, Poisson らによって研究され
ていた. 実は Eulerは 1727年 (19歳),「音の性質と伝播」についての学位論文 $[$3$]$ を Bernoulli
に提出した力 $\searrow$ その中で音源の種類を考察し, オルガンやフルート 2からの音は第三の音源と
して, 特別に考察しているが, もちろん結論は不明のままである. それが渦音として説明さ
れるには 20世紀後半まで待たなければならなかった.

IIeln市 oltz は論文の{ $|$’頭で次のように f
$|$

{いている.「オルガンパイプの数学的理論は著名な
数理物理学者たちによっていろいろに考察されている. D. Bemoulli および Euler によって最
初の一歩が始められ, それによって現象の主な推移がおおよそ明らかにされて, さらに実質
的な一歩を進められない程である. $\cdot\cdot\cdot$ $\cdot\cdot\cdot$ 」 しかし, 初期の研究者はいつれも, パイプの開
口端の条件を簡単化して解いていた. すなわち, 開口端での圧力は, 周囲の大気とは異なる
ことはないとし, そのため振動の節の位置が実験測定とは一致していなかった.

Helmholtz の論文はこの問題に, 明解な答え (開口端補正) を出したのである. 彼が立脚し
た方程式は言うまでもなく Eulerの運動方程式と連続の式であった. Helmholtz の論文に書か
れている通りにそれらの方程式を示すと, 運動方程式は

$\frac{dP}{d_{l}^{J}:}-\frac{1}{h}\frac{dp}{dx}$ $=$ $\frac{du}{dt}+-11\frac{d\uparrow\iota}{da}+\eta.!\frac{du}{dy}+w\frac{d\iota x}{d_{\sim}}$ . (1)

$\frac{-}{1kalIlbc^{Y}@I\iota 1by.dti.ne.jp;p:}\frac{rlP}{htt/f_{l/}}\frac{1}{l\iota},\frac{rf.\gamma)}{(l\uparrow/,w}.=\frac{d?.)}{(fl\prime}+.ll\frac{dv}{(la,jp}+?’\frac{dv}{(ly,b}+purp1edti_{1}ne.\cdot\prime kam(’\backslash /$;1東京都目黒区東山 2-11-3 (2)

2空気リード楽器に分類される. オルガンは高圧室から, フルートは口からの気流で音が励起される.
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$\frac{d\int 3}{(l\wedge\vee}-\frac{1}{l_{1}}\frac{d..p}{d_{\vee}\wedge\prime}$ $=$ $\frac{d\iota\downarrow \text{ノ^{}\prime}}{dl}$ $+u \frac{d\prime.\iota\int)}{d\tau}+1’\frac{(l\uparrow r!}{d\uparrowK}+w\frac{/l\uparrow.\iota’}{d\wedge:}$ . (3)

ここで, $(l4, l’. w)$ は速度ベクトル, $P$ は力のポテンシャルである. 連続の式は

$- \frac{dh}{dt}$ $=$ $\frac{d(hu.)}{dx}+\frac{rl(hv)}{dy}+\frac{d(h_{1l)})}{(t_{\vee}^{\sim}}$ . (4)

密度に $h$ を使っている点は. 今とは異なるが, 方程式の形は今も変っていない. しかし驚く
なかれ, 方程式 (1) $\sim(4)$ はさらに百年前に Euler [4] が導いた形とも変っていないのである.
論文 [1] で, ポテンシャル流を仮定して速度を $v=(u.\cdot 1’.u’)=$ gracl $\Phi$ と表し, 微小運動の

条件の下で音の波動方程式を導出した. 概略を示すと, 運動方程式と連続の式は,

$\partial_{t}\Phi+grad(\frac{1}{2}v^{2})=-c^{2}\int\frac{dl\iota}{h}+P$ , $\partial_{t}li+hdivv=-v\cdot gradh$ .

となる ( $\Phi$ は速度ポテンシャル). ここで最初の式は運動方程式の第 1積分であり, $c$ は音速
で, 断熱関係式 $p=bh^{-J}$ を使って次式で与えられる ( $\gamma$ は比熱比, $b$ は定数) :

$c:^{2}=dp/dh=\gamma p/f\downarrow.$ . (ro)

無限小運動を仮定するので, $gr_{\dot{c}}\iota d(\frac{1}{2}v^{2})$ , v. gradh の 2項は省略され, 各項を線形化して, 第
1式を時間 $t$ で微分して, $\partial_{t}h$ を消去すると. 次式を得る :

$0= \frac{dP}{dt}-\frac{d^{2}\Phi}{dt^{2}}+(^{\backslash }2[\frac{d^{2}\Phi}{dx_{\text{ノ}}^{2}}+\frac{d^{2}\Phi}{d_{\iota}^{l}\downarrowK^{2}}+\frac{d^{2}\Phi}{d_{\tilde{\epsilon}}^{2}}]$ . (6)

これが Helmholtzの示す波動方程式である. 以後は $P=0$ とする.
Helmholtz は角振動数 $n$ の単色波を解析するために. $\Phi=\Psi\cos(nt)+\Psi’\sin(nt)$ と置く.

これを (6) に代入すると $(P=0)$ , 次の有名なヘルムホルツ方程式が得られる :

$\frac{d^{2}\Psi}{dx^{2}}+\frac{d^{2}\Psi}{dy^{2}}+\frac{d^{2}\Psi}{d\approx 2}+k^{2}\Psi=0$ . $k=n/c=2\pi/\lambda$ . (7)

$\Psi’$ も同形の式を満たす. この時代にすでに, 平面波 $\Psi_{p}$ および球面波 $\Psi_{s}$ の解が知られていた :

$\Psi_{|J}=A\cos kx$ , $B\sin kx$ : $\Psi_{h}$. $= \frac{A’}{\Gamma}\epsilon^{\pm ikr}\backslash$ .

ここで, $k$ は波数, $A,$ $B$ および $A’$ は定数, $r\cdot=(x^{2}+y^{2}+\approx^{2})^{1/2}$ である.

ヘルムホルツの開口端補正:
半径 $R$ の十分長い円管があったとし, その内部で角振動数 $n$ の平面波 $\Psi_{1^{J}}\cos(nl)$ が実現され
ているとする. しかし, 開口端の近くでは, 外の空間の存在の効果で完全な平面波からはず
れる. そこで, 平面波で記述できる位置に原点をとり, 円管に沿って $x$ 軸をとり, 開口端の
位置は $\prime r=1_{J}(>0)$ とする. そのような原点の近くでは, 次のように $lt_{1}r$ける :

$\phi_{()}$ $=$ $(A\cos k\tau+B\sin k.r)e^{i}$“ $t$

, 開口端 : $r=L$ .

ここで原点を含む管の断面を境界面 $\sigma_{0}$ と定義する.
管口から外の空間で, 十分な距離 $r$ から先では次のような球面波に移行する :

$t^{},"..=\frac{A’}{\Gamma}e^{-i.kr}e^{\iota nt}$ .
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この球面と一致するように境界面を $\sigma_{r}$ . と定義する. 解析を容易にするために, 開管のつば板
は無限大と仮定し, 外部は半無限空間とする. 上式はその半無限空間で成立すると考えるこ
とができる. 次の課題は, 3つの定数 A. $\mathcal{B}A’$ の間の関係を合理的に決定することである.
II}$1_{1}nholtr_{L}$ のアイディアは, グリーンの定理を使うことであった.
境界面 $\iota^{1_{)}^{Y}}$ で囲まれた 3次元領域目こおいて, 2つのスカラー関数 $\Phi$ および $\Psi$ が定義され

ているとき, グリーンの定理は次のように書ける :

$\int\int\int_{V}[\Psi(\triangle\Phi+k^{2}\Phi)-\Phi(\Delta\Psi+k^{2}\Psi)]dV=/\int_{h},$ $[ \Psi\frac{\partial\Phi}{\partial n}-\Phi\frac{\partial\Psi}{\partial n}]dS$ .

ここで, $r?/\subset\eta_{ll}$ は境界面 $k^{\backslash }$) の外向き法線方向の微分である. いま, 関数 $\Phi$ および $\Psi$ がそれぞ
れ, $\Delta\Phi+k^{2}\Phi=0$ および $\triangle\Psi+k^{2}\Psi=0$ 満たすとすると, この定理は次に帰着する :

$\int]_{6^{Y}}[\Psi\frac{d\Phi}{dr1}-\Phi\frac{\mathfrak{c}1\Psi}{dn}]d6^{\tau}=0$. (8)

上に定義した 2つの面 (すなわち原点を含む管の断面 $\sigma_{0}$ と球面と—致する境界面 $\sigma_{r}.$ ) および
管の壁, つば板の壁を含む全体を $S$ とし, $S$ で囲まれた領域を $V$ としよう. 上の解 $(l)0,$ $(\text{・^{}J^{-}})r$. に
加えて, さらに方程式 (7) の適当な解を新たに定義し, それらを使って, グリーンの定理 (8)
を境界 $S$ に適用することにより, 定数 $A,$ $B_{A}4’$ の間の関係を決定することができる. このよ
うにして, 若干の計算の結果, 速度ポテンシャルの主要項が,

管内の平面波 : $\phi$ $=$ $\frac{1}{\cos k\alpha}\sin k(x-/\cdot j)\cos nt-\cdots\cdots$

管外の球面波: $\iota/$
, $=$ $- \frac{k\sigma}{2\pi 7}c(\supset s(r|/-kr)$ .

の形に表現できることを示した. ここで, $(\prime i=L+\alpha$ と書くと, $\alpha$ が開口端補正で,

$a\approx O.82R$ (infinite flange). $0\approx 0.58R$ (without flange).

と得られる $[$2]. Helmholtz は, このようにして開口端補正をもとめ, 実験とつじつまの合う
理論を提示し, オルガンパイプからの音が畜波の理論で説明できることを明らかにした.

Helniholtz の論文 [1] で音波の波動方程式 (6) がオイラーの運動方程式と連続の式から導か
れるが, それを最初に誰が導いたかは記されていない. 次節で, それは実はオイラーによっ
て最初に導かれたことを述べる.

2 Helmholtz以前

21 科学史的にみると

Eulcr は, Hclmholtz より百年前の 1759年に論文 ‘爵の伝播について’ [7] を著したが. その中で次
のように記している.「LaGrange氏の独創的な解析を見ることがなかったら, これは決して脳裏には
浮ばなかっただろう.」また「彼の方法は最も適切に見えたが, 計算はほとんど解読不能であった.」 20
世紀の R.. B. Lindsay はレーリーの著書 Theory of Sound (�止 1) の 1945年版の序文で, 「$LaGrarigc$

は, 弦の振動の問題を明解な解析的方法で完全に解いた」と述べている. LaGrange は自分の論文 [5]
を出版後にオイラーに送った. 上のコメントはそれを読んでのオイラーの感想であった. 音の解析の
部分ではオイラーは納得せず, 自ら音波の理論をあみ出すことになった.
オイラーはその論文 $[7\rceil$ の 1$|||$頭で次のような見解を述べている.「物理学者は, 数学者と同じように.

音がどのように空気中を伝わるのか$\searrow$ 説明するのに苦慮している. たしかに, 理論はまったく不完全
なのであるから. 偉大な Newtoii[6] がこの問題に対処したのは. 任意性のある仮説に基礎をおいてい
るので, 十分というよりは非常に巧みなのである. Turin の博識な数学者である LaGrangc氏は, 1759
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年に Turin で出版された Misccllanca Physico-Mathcmatica の第一巻で非常に適切な指摘をおこなっ
ている. それは. Newton がたてたのとは別の仮説で, 彼は音速表現などについて同じ結論を引き出し
たのである. そのことは. 音が空気中を伝わる速さに何がかかわっている力 $\searrow$ Ncwtom の仮説の正当性
を弱めるのに十分である. というのは, 空気粒子が逐次振動する真の運動を我々は同様に知らないの
である. その振動が如何に作られ, 空気中をどのように伝わるかを統一的にはっきりと説明しない限
り, 音の伝播を我々が理解していると言えないであろう.」
このように書き始めて, Euler は以下の 22節に示す音波の波動方程式を導出する. 初めて音の物

理現象に対する 3次元波動方程式を導いたのである. Ncwton の仮説とは異なり, その式で $||$ iJ じ音速の
式が運動方程式から導かれた. 従って, 上で LaGrangcの指摘として述べたことは, 実は Etilcr の導
いた式でも同じだった. Newton はプリンシピア [6] の第 II編 (命題 47, 48, 49) で, かなり任意性の
ある特殊な仮定のもとで, 音速を $c=\sqrt{gl\iota}$ とした. ここで, んは地上空気密度 $\rho$ の流体の高さ, 大気圧
は $p=\rho gh$ としている 3. これを導くのに, 空気粒子は波の進行軸上を単振動をすると仮定するが, こ

の振動の性質は長さ $h$ の振子の運動のように考える. 命題 49系 I, 系 II では, 単振子の公式と重力加
速度 $g$ の下の自由落下の公式, および幾何学的比例関係を駆使して, 音の伝播の速度を $v$ T.q万とする.
その推論は次のようなものである. 振子の一周期は $T=2\pi\sqrt{l\iota/q}$ で, 半径 $h$. の円周の長さは $L=2\pi h$

であるから, 速度は $L/T=\sqrt{}$ . これを音速 $=\sqrt{p}/\rho$ とするのであるが, これをつぎのように補足説
明する. 距離 $h$ を一定速度 $\overline{v}$ で移動するときの時間は $\tilde{t}=h/\overline{\tau f}$ である. 静止から時間 7の間, 自由落
下する距離は $\frac{1}{2}g\overline{t}^{2}$ である. この距離を Aんとすると, $\overline{t}=\sqrt{l_{l}/q}$ , 速度は vf $=$ h/t $=$ 〉研となる. 要
するに, 観測される音速に $\sqrt{g}$ の値が近いことが念頭にあり, この結論が先にあって, 振動性と重力
とを結びつけたとしか思えない推論である.
次の Eulerの波動方程式の導出では, 音速は全く自然に, 運動方程式とボイルの法則, [圧力] .[体

積$]=$ 一定, を使って導かれ, そこでは粒子速度と音波の位相速度とは別の概念として現れるが, 音速

はやはり〉$\sqrt{}$q であった. これに対して Newto11の推論では, 両者の速度が概念的に分離しておらず,
単振子と自由落下の原理, と幾何学的比例関係に依存し, 微分方程式は使われない. 波動方程式では,
任意の波形が位相速度 $c$ で伝播するので, 音波の本質的性質が Euler によって明らかにされた. すな
わち, どんな波長でも伝わる速さは同じなのである. 音速の公式は歴史的に Ncwton の名が使われて
きた. しかし Eulcr の形も同じ $c=\sqrt{q_{l}}$ であることから, Eulcr-Newton の式と呼ぶのがいいかもし
れない 4 しかし Newt$()11$ の推論は, 音の物理現象の本質を捉えていないことを考えれば, 本当は音速

の式〉$\int$q$\urcorner$i. は Eulcr の式と言うべきであろう.

22 Eulerの音の理論
Eulerは音波の研究で粒子座標, いわゆる Lagr$\cdot$angi$(m$ picture を導入した. すなわち空気粒子

の初期座標 $X,$ $Y,$ $Z$ を独立変数として, その運動を次のように表した: $x=f(X, \}’. Z. t),$ $y=$

$g(X, Y. Z, t),$ $\approx=h(X, \}\prime r_{7} Z. t)^{}$

音の 1次元問題で, Euler $[7|$ は時刻 $t$ の空気粒子の空間位置を $x=f(X, t)$ と表した. た
だし, $X$ は $f(X. 0)$ で定義される粒子座標である. 詳細は次の 3次元問題で示すが, 1次元問
題では, $x=X+y(X. t)$ とおいて, Euler は次の方程式を導いた : $\{\grave{j}$

$\frac{d^{2}y}{dt^{2}}=C^{1}2\frac{d^{2}y/d\lambda^{\prime 2}}{(1+(dy’ dX))^{2}}\approx c^{2}\frac{d_{1}^{2_{J}}}{d\lambda^{2}\prime}$ .

微小振動を仮定して $y$ について線形化すれば, 右辺となり, 1次元波動方程式を得る. このよ
うにして, まず 1次元波動方程式を導いた.

3次元波動方程式 :
Eulerは次の論文 $[$8 $]$ で, 2次元, 3次元の波動方程式を導出する. 独立変数は初期座標 $X_{1},$ $X_{2}$ . $X_{3}$

と書く (オイラーの記法は X. Y $Z$ ). 粒子の位置を $x_{k}=X_{k}+\xi_{k}(X_{l}.t)(k, l=1,2,3)$ とし,

$fr^{2}=p’\rho=\rho gh/\rho=gl\}$ . オイラーの記法では. $c^{2}=2_{\overline{9}}h$ . なぜなら, オイラーの時代には, 自由落下は
$y=\overline{g}t^{\underline{9}}$ と $-|\dagger$かれ, 今の噴力加速度 $g$ を使うと, $g=2\overline{g}$ である.

4Lagrangc の名も入れるべきなのかも知れないが, それを確認すべき資料がいま手元にはない.
$\backslash 5$Laplax$:e$ は, 1776年の潮汐の理論において, それを使った. Darrig$()1[9]$ .
r$)$論文 [7] では, 中辺分母は $(1+(e1y/dX)^{2})$ と誤記されている.
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体積要素 $(1:r_{1}dx_{2}$dr3の密度を $\rho$ とすると, その質量は $\rho((1_{J_{1}(}1:)_{2}(1?_{3})=/)_{(}(dX_{1}dX_{2^{(}}1X_{3})$ と書
ける. ここで, 粒子座標 $X_{k}$ から空間座標 $:l_{k}$ への変換の Jacobian は

$\frac{()(.\cdot.\prime}{\partial(X_{1\backslash }\lambda_{2,}’\lambda^{r}\prime;)}=\frac{/)_{()}}{\rho}=\frac{1}{t}$ , (ただし初期密度 $/j_{(}=1$ とする). (9)

ここで, $\partial x_{k}/\partial X_{l}=\delta_{kl}+r)\xi_{k}/\partial X_{l}$ であることに注意すると, 上式は

$\frac{1}{\rho}=\frac{()(:r\cdot:l,::_{\backslash }\cdot)}{(9(\lambda_{1\^{1}}’ Y_{2}’,X_{\backslash }\prime;)}$ $=$ $1+ \frac{()\xi_{k}}{\dot{(})_{\wedge}Y_{k}}+O(\dot{\llcorner}=^{2})=1+r’+O(\epsilon^{2})$ .

ただし微小振幅運動を考察するので, $\epsilon\equiv Ma_{\mathfrak{l}}x^{r}|\partial\xi_{k}/\partial X_{l}|\ll 1$ と仮定し, 体積増分率 $v=di_{V_{\wedge}\backslash }’\xi$

を定義した. 上は $\rho=1-\iota+O(=^{2})$ とも書ける. 関係式 $c1_{1)}/d\rho=c^{2}$ を使うと, 運動方程式は

鈴 k $(= \frac{c?^{2}}{\partial t^{2}}\xi_{k})-$繍—激づ謙轟 (10)

となる. 最後は, 粒子座標 $Y_{\mathfrak{l}}$ を独立変数とする表現に変換された. $O(\vee^{\wedge}-)$ までとすると, 式
(10) は, $\dot{c}?^{2}\xi_{k}/\partial t^{2_{=-t^{2}}’},\cdot(\partial’\acute{c})X_{k})\rho=c^{2}(\acute{c}\overline{J}\tau)/\partial X$科となる. この式を $X_{k}$ について $div$をとると,

$\frac{1}{c^{2}}(\frac{d^{2_{l’}}\prime}{e1t^{2}})$

$=$
$( \frac{(1^{2_{|f}}}{dX^{2}})+(\frac{(1^{2_{l’}}}{e1Y^{2}})+(\frac{(1^{2_{l}}}{(1Z^{2}})$ .. .

を得る. このようにして 3次元音波の方程式が, Euler[8] によって 1759年に導かれた.
疏速 $c:=\sqrt{?)//)}$が等温過程の Newton の式と同じではあるが, 科学史的に承要なのは, 音

波の式が, 3次元の偏微分方程式の形に与えられた点である. Laplace (1816) による正しい
音速の表現 (5) に至るには, 気体の物理学のその後 57年の歴史的発展を待たなければならな
かった.

2.3 初期値問題, Poisson $($ 1820$)$

波動方程式の初期値問題,

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}\phi-c\iota^{2}\nabla^{2_{(}}b=0_{7}$. $\emptyset(x, y. z)|_{t=0}=f(x, y, z)$ , $\dot{q})(x, y, z)|_{t=0}=F(a:, y, \approx)$ .
の一般解は, Poisson $([$ 11 $]$ , lS20 $)$ により, 以下のように与えられた :

$( \beta=\frac{t}{4\pi}\int\int F(r\cdot)d\overline{rightarrow}|_{r=a.t}+\frac{1}{4r_{I}}\frac{d}{dt}[t\int\int f$(at) $d\varpi]$ ,

$d\varpi=dS_{\gamma}./r^{2}$ $($立体角要素), $d_{\llcorner}9_{\gamma}$. は半径 $r$ の球面要素.

3 Helmholtz 以後

3.1 Strouhal $($ 1878$)$

風の中の弦 (あるいは枯れ枝), もしくは流れの中の細い棒, から膏波が放射される. メカニズムは

Acolian harp の音源と共通と見られ, エオルス音 Aeolian tone と呼ばれる 7. Acolian toncs の研究
は 1878年の Strouhal $[12|$ に始る. $St_{I()11}1_{1}a1$ は支持体に針金を弦のように張って (回転アームによっ

て $)$ 空気中で運動させて, 発生する音の振動数 $f$ を測定した. 解析の結果, その振動数 $f$ は針金の張

7ラテン語では $A_{P()}|_{l1*}\backslash$ は風の神を意味するという. Aeolian tone という用語は, 1650年出版の Musiirgia
Uiiiversalis ( $At1_{1}an*s^{\neg}i_{11S}$ Kirclier 著) にすでにある (藤田肇先生との private communication).
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力や長さに依存せず. 針金の直径 $d$ と空気との相対速度 1) だけに依り. 無次元数 $fd\prime f=6_{t}^{Y}$ はほぼ一

定仙 0.18をとる. これは摩擦音 (Reibiiiigstone) とよばれたが, 現在ストローハル数と呼ばれている
無次元数の始まりである. もし弦楽器のように膏が弦の振動に起因していたなら, 観測された音の振
動数は針金の張力や長さに依存しているはずであるが, そうではなかった. この現象は, $E\iota ilcr$ の時代
から探し求められてきた流体力学的に未知の現象に起因していた. その後 B\’enard[13] によって, こ

の音は渦列 8と結びつけられた. Raylcig]1は”Aeoliaii ton $()t_{\urcorner}^{\backslash }$

” という論文を $|||\ovalbox{\tt\small REJECT}$いている [14]. YU(liii $[1_{\iota)}^{\ulcorner}]$

はそれを vortex sound と呼んで, 初めて vortex s$()\backslash 1I1(1$ なる用語があらわれてきたが, $v()rt(\tau_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}x$ sound
の真の理論は, 後に述べるように, より一般的な foriiiulatiori で新たに展開をみることになる.

3.2 Rayleigh (1877, 1896, 1926)

Rayleigh は Strouhal とほぼ同時期に音の研究を始め, $Th$eory of Sound [2] を出版し, その後も改
訂を続けて, それは物理学における不朽の古典的テキストとなった. その Vohnncl は, 振動の理論で,
弦. 棒, 膜, 板, 電気回路等の振動と音の理論が詳述されている.

Volunre2は空気振動が主で, オイラーの運動方程式, 連続の式を基礎として音の一般理論も考察
されている. Helmholtz のオルガンパイプの理論, 開口端補正の理論 [1] がここに詳述されている. さ

らに, エオルス音と Strouhal の Rcibungs tonc との関係も記され, 「その発生は疑いもなく vortcx
sheets の不安定性と結びついている」 と述べている. しかし, ’渦の運動による’ とは書いてないので,

Raylcigh はまだ vortex soiinrl の理論の核心には至っていなかったようである. しかし, Blokhintscv
[16] は 1946年に渦列の速度ポテンシャルから音の強さを計算した論文を発表したので, この当りで

vortcx sound の理論により近づいたと思われる.

4Lighthill理論とその後の発展

4.1 Aerodynamic sound: 空力音理論

ジェットエンジンが開発されつつあったのは 1950年の頃であるが, ジェット騒音についてはその
音源がどこにあるの力 $\searrow$ あまりわかっていなかった. しかしジェットエンジンが大変な騒音を発生す
ることは知られていた. ちょうどその頃 MJ. Lighthill は, エンジン開発の委員だったこともあって,
騒音の発生機構について考えているうちに, その機構を説明する新しい方程式に思い至り [17], それ
を Acrodynainic sound (空力音) と呼んだ. 方程式 (後述) は Lighthill の名でよばれ, その解から

簡単ではあるが一つの重要な結論が導かれた. すなわち. 噴き出し速度 $U$ のジェットが放射する音の
パワー (単位時間当り) は $U^{8}$ に比例するという $U^{8}$-法則である.

4.2 Theory of vortex sound
空力音理論はジェット騒音の発生機構の研究に端を発したが, 渦運動による音の発生機構をも明ら

かにした. 最初の理論ではこのことは想定されていなかったことで, やや意外な展開であったかもし
れない. Acorian tonc は, 渦と物体との相互作用によって生ずる 2重極音であるが $()$

, Powell $[$ 18$]$ は

別の方面から vortex so$111l([$ を考察し, $div(\omega\cross v)$ の形の項が音源になることを示した. これは渦度 $\omega$

がゼロでない点が音源になることを意味し, 渦運動だけによって. 物体のない自由空間で 4重極音性
の音が発生することを導いた.
さらに, より洗練された表現は Obermeier [19] によって, 接合漸近展開法という数学的手法で

導かれたが, その対象は Powc11が例に示した 2次元の渦運動であった. すなわち, 2つの岡じ強さの
渦糸は $l$ J.いの中心のまわりを一淀の振動数 $f$ で回転する. そのとき音波が周囲にらせん的に放射され
る (その直接数値計算は [20] に示されている). 接合漸近展開法の 3次元の完全な形は次節に示す.

Howe[21] は $r_{\lrcorner}iglithil1$ の方法を再構成して. 渦運動による音の発生を記述する方程式,

$(c_{t)}^{-2}\partial_{l}^{2}-\nabla^{2})p’=t^{J}0^{div(\omega}\cross v)$ , (11)

8いわゆるカルマン渦列に注目したのは実は $B\epsilon’$nard(1908) の方が K\’arm41 (1911) より先であった.
9藤田肇先生の講演で詳述される.
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を提示し, Equation $of\uparrow\prime ortr^{I}\tau$ sound と呼んだ. ただし, 一様な静止状態では圧力. 密度は I’t: $J_{(}$ と

し, eritropy も一定とする. また, $c_{0}$ は音速, $p’=p-f’ t$ は音圧, $v$ は速度場, $\omega=\nabla\cross v$ は渦度場
である. Howe は上の式を応川して, 楕円柱渦の回転による音の放射, および渦糸が半無限平板のエッ
ジを回り込むときの音の放射の式を求めた.
このエッジを回る渦による音が, エッジと渦の相互作用による音の発生として, オルガンパイプや

フルートの膏源を説明できる. そのようなエアリード楽器の場合の音源メカニズムについては, 上流
のジェットの出口に, 下流からの膏波が作用して渦を作り, それがジェットに流されてエッジ $(1i_{P})$ と

相 ll:作川して, 共鴨音源となると考えるのが実際に近いようである.
式 (11) 右辺の項は, いまは Powell-Howe の音源項と呼ばれている. Mohring [22] は, 渦度方程

式 (18) (後出) を巧みに利用して, 方程式 (11) の 3次元問題の膏圧 $p(x, t)$ の式を与えることに成功し
た. それは渦度 $\omega(x, t)$ のみを, しかも線形に含むだけであったので, $\omega(x, t)$ が知られれば, 膏の 3次

元放射場が比較的簡単に計算できる表現であった. (Howe の計算は 2次元問題の vortex sound であっ
た. M\"ohring の式は次節に示す.) 注目すべきなのは, 膏圧が $\omega$ のみを含むことで, これこそ Vortex
Sound の名に相応しい形であった.

4.3 Vortex sound: Reformulation and experimental detection

渦音の実験的検出は, 2つの渦輪の正面衝突に対して Kambe&Minota [23] によって最初に行
われ, 1983年に報告された (図 71, 72, 73). $M\ddot{o}$hriiig[22] によって予言された空間的な 4重極性分
布が実験的に確認され (図 75, 76), 渦運動の数値計算からえられた渦度のデータからも波形が計算
された. 当時の計算機では低いレイノルズ数での計算が可能なのみで. 実験値の高いレイノルズ数に
は至れなかった. それでも理論の正しさが, 大枠として定性的に実証された.

2つの渦輪の斜め衝突による渦音の研究は Kambe, Minota &Takaoka [26] $)$ によってなされ

た. この場合には, 渦線の再結合が起るので (図 77). それによる音波の信号を計算し, 実験的に検出
することが主もな目的の一つで, それも大局的に実証された. 実験では, 粘性効果が存在し, 非粘性

理論での波形の修正が必要である. 粘性効果を考慮して渦音理論を整理し, さらに実験測定と比較し
た. 特に, 運動エネルギーの粘性散逸による, 等方的な単極成分が検出されたことは記す価値があろ
う [23, 26].
渦音の発生は速度ポテンシャルの変動としても説明することができる. コンパクトな渦度の分布は

周囲に速度ポテンシャル $\Phi$ で表される渦なしの流れを誘起する. 十分遠方の $\Phi$ を漸近展開で表すと,

(単極ポテンシャル) $+$ (2重極ポテンシャル) $+$ (4重極ポテンシャル) $+$

の形になる. 第 1項は $Q_{0}(t)r$ の形である. 境界のない無限空間では, 第 2項の 2重極 $\acute{r})_{i}.(1’ r\cdot)$ の係
数 $Q_{i}(t)$ は時間的に変化しない. 第 3項の 4重極薩� j (1/7) の係数 $Q_{i.j}(t)$ は変動する. その性質に着目
して, 3次元渦音問題を接合漸近展開法で考察したのが文献 [24] で, その波形は図 74の”iiiv”である.

速度ポテンシャルの遠方場の変動が 4重極音を励起することがそこで明らかにされた.
接合漸近展開法を発展させて理論を再構成して, 4重極以上の多重極まで表現し, 渦の斜め衝突の

問題に応用したのが [26] である. 同じ問題の計算機シミュレーションによって実験に即したデータで
よい一致を得たのが Ishii, Adachi&Kambc [27] であり, 音源についても独自の考察をしている.

4.4 Vortex sound: DNS

2渦輪の正面衝突の軸対称問題で直接シミュレーションが Irioiic, Hattori&Sasaki [28] によって行
なわれ. 定性的に [23] の実験とよく合う結果が得られた. これは, わが国で最初の渦音の DNS (Direct
Nuincrical Simulation) である. しかし, 計算のレイノルズ数が実験の約 1/10であること, 軸対称性
を課した計算であったことで, 定量的な一致ではなかった (図 74“ dns”).

2渦輪の斜め衝突の渦音についても Nakashima, Hatakcyama&Inouc [29, 30] によって DNS が
実行され, 実験との比較が行われた (図 78). 定性的に両者は 致しているといえようが, 今後にま
だ課題は残されている.
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5 音波の発生の機構

5.1 Lighthill の空力音理論

粘性流体の質量および運動量の保存方程式は次で与えられる :
$\frac{\dot{r}J}{\partial t}\rho+\frac{(j}{t^{-}\prime Jx_{i}}(p_{1_{i}}.)=0$ , $\frac{\partial}{\partial t}(t)+\frac{\dot{c})}{(i\tau_{k}}\Pi_{ik}=0$ , (12)

ここで, 競は速度ベクトル, $\Pi_{ik}=\rho v_{i}v_{k}+$ $(p-$ Po $)\delta_{ik}-\sigma_{ik}$ は運動量流量テンソル, $P$ は圧力場, $l)_{(1}$ は

一様状態の圧力である. $\sigma_{ij}$ は次で定義される粘性応カテンソルである :
$\sigma_{ik}=\mu e_{ik}$ , $(’ ik= \partial\iota;i/’\partial x_{k}+\mathfrak{c}’)v_{k}/\partial x_{i}-\frac{2}{3}\delta_{ik}\partial\iota_{t}t^{;}Jx$ ” ( $\mu$ : ずり粘性係数).

式 (12) の 2つの式から, $\rho$砺を消去すると次の Lighthill方程式が得られる :

$(/ \partial_{t}^{2}-c^{2}\nabla^{2})\rho’=\frac{\partial}{(\prime)x_{i}}\frac{\dot{t}J}{j)x_{k}}T_{ik}$ , $T_{ik}=\Pi_{ik}-(:^{2}\rho’\delta_{ik}’=\rho v_{i}v_{k}+(p’-c^{2}p’)$娠 $-\sigma_{ik}$ , $(1_{\iota}l)$

ただし, $c$ は音速. $\rho’=\rho-\gamma_{J}(),$ $p’=p-l)_{(}$ . この式は, 標準的な波動理論から, 次の積分形,

$\rho’(x, t)$ $=$ $\frac{1}{4\pi c^{2}\prime}\frac{\acute{(})}{\partial’x_{i}}\frac{j)}{\partial x_{k}}\int\frac{T_{ik}(y,t_{r})}{|x-y|}d^{\iota}\prime y$, (14)

に表せる. ただし, $t_{r}=t-|x-y|c$ . は, 音源点 $y$ から観測点 $x$ に伝わるに要する遅延時間である.
この式の右辺の 2回の微分は, 音の方向分布が 4重極性であることを述べている. Lighthill [17] は式
(14) から, $U^{8}$-則, 即ち, 速度 $U$ で特徴づけられる乱流からの放射 1?のパワーが $U^{8}$ に比例する (圧

力 $P$ は $U^{4}$ に比例する) 法則を導いた. それは, Powell[31] の実験測定を確認するものであった.. 非粘性流体 $(\sigma_{ik}=0)$ : 流れの代表マッハ数 $M$ を $U/c$ で定義する. $—-$様エントロピー $(s=\cdot-\cdot--$-定,
$p’-c^{2}\rho’)$ の流体の低マッハ数 $(M\ll 1)$ の流れの場合, Lighthill の方程式 (13) は,

$(c^{-2} \dot{c}f_{\ell}^{2}-\nabla^{2})p=\rho_{0}\frac{\partial’}{\partial’x_{i}}\frac{\partial’}{\acute{e}x_{i}}v_{i}\tau_{j}f$ . (15)

となる. これは次の形に書き換えられる :
$(c^{-2}\dot{\mathfrak{c}}i_{t}^{2}-\nabla^{2})p=\rho_{0}div$ $L$ . (16)

というのは, $\nabla\cdot v=0$ を満たすとすると, 次式がなりたつからである :
$\frac{\partial’}{\partial x_{i}}\frac{\partial’}{\partial’x_{i}}v_{i^{lf}j}$ $=$ $( livL, L\equiv vj\frac{\partial}{\partial_{Xj}}\tau)i=(v\cdot\nabla)v=\omega\cross v+\nabla(\tau f2/2)$ .

音源が $d$ iv $L$ で与えられることがわかる. 特に, $\rho_{()}div(\omega\cross v)$ は Powcll-Howc の音源と呼ばれる.

5.2 非線形メカニズム

音波は非線形のメカニズムで励起ざれる. いま, 初期の速度場が

$v_{i}(x, 0)=.[\hat{\tau}|i(k, 0)c^{k_{X3}}:^{t}d’k$ ,

と表わされるとし, さらに $v(x, 0)$ が非圧縮の性質を満たすと仮定する :
$divv=0$ , すなわち $k\cdot\hat{v}(k)=0$ at $t=0$ .

これは横波の性質である. この場合でも, 音源項は縦成分を生み出す. なぜなら. 式 (15) の音源項は

$\dot{t}J_{i}\partial_{j}(v_{i^{1\prime}j})$ $=$ $()- \int z$
ヘ

$fi(k_{1})e^{\tau k_{1}\cdot x} d^{3}k_{1}\cdot\int\grave{v}_{j}(k_{2})^{k_{\underline{7}}\cdot x3}e^{\iota}d’k_{2}$

$=$ $- \int\int(K\cdot v(k_{1}))(K\cdot\hat{v}(k_{2}))o^{l}K\cdot x_{(1^{;}k_{1}dk_{2}}^{i}\backslash$ , $K=k1+k_{2}$ .

となる. 被積分関数の係数は, $(k_{2}\cdot\dot{v}(k_{1}))(k_{1}\cdot v(k_{2}))$ に等しく, 一般にゼロではない. これが式 (15)
によって, 畜圧 $p(x, t)$ を生み, 運動方程式 (17), もしくは (1) $\sim(3)$ , により, $p$ の $gra(1$ から縦成分の速
度が生れる. このようにして, I $\not\in$線形のメカニズムが縦成分を作り出し, 膏波が発生する.
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6 理論の再構成 [24, 25, 26]

渦度 $\omega$ を有する粘性流体の流れを考える. 長さの代表スケールは $l$ , 代表速度は $8f$ とし, 流れのマッハ

数 $M$ は 1に比べて小と仮定する:

Mach number : $hI=t’/c\ll 1$ , tiiiie scalc: $\tau=l/\tau;$ , wave scalc: $\lambda=c\tau=l’\lambda\cdot J\gg l$ .

それ故, 発生する音波のスケール $\lambda$ は, 流れ場のスケール $l$ よりもずっと大である. このため, 全空

間は 2つの空間に分けて考察される [25] :
内部の音源流の領域, 外部の波動伝播の空間.

61 内部領域の流れ場

内部領域では, $o(c^{-2_{l^{J}tt}})/O(\nabla^{2}p)=(\triangle pc^{2}\tau^{2})’(\triangle p/l^{2})=l^{2}\prime c^{2}\tau^{2}=M^{2}$ なので, 速度場 $v(x, t)$

は, 非圧縮の式 $divv=0$, および次の粘性流の方程式に支配される :
$\partial_{i}’v+(v\cdot\nabla)v$ $=$ $-\rho^{-1}\nabla p+\nu\nabla^{2}v$ , ( $\nu=\mu’\rho$ : 動粘性係数), (17)

$\partial_{t}\omega+\nabla\cross(\omega\cross v)$ $=$ $J$ノ
$\nabla^{2}\omega$ , $\omega=\nabla\cross v$ . (18)

(誤差は $O(M^{2})$ 程度の大きさである) $\rho=\rho_{0}$ として, 式 (17) の $div$ をとると次式となる :
$-\nabla^{2_{p=)}},0^{di_{V}L}$ . (19)

これは, 式 (16) の第 1項を省略した形になっている. 内部領域での爵圧 $PI$ は次式で与えられる.

$p_{I}:=p-p_{0}= \rho_{0}\int G(x,y)\nabla_{y}\cdot L(y,t)d^{3}y$, (20)

$G(x, y)$ はグリーン関数で, 方程式 $\nabla_{x}^{2}G(x, y)=-\delta(x-y)$ を満足する. 全運動エネルギーは

$K(t)= \frac{1}{2}\int v^{2}d^{3}y=-\frac{1}{2}/x\cdot Ld^{3}\backslash y$ , (21)

で与えられる. ここで, 恒等式 ni $i_{i}=-x_{i}L_{i}+\partial_{j(v)-X_{i^{tf}i(\partial v)}}x_{i^{1)}ij}jj$ および $\partial v=0$ を使っている.
積分すると, 項 $\iota’J_{j}(x_{i}v_{i}v_{ 7})$ は表面積分に変換されて消える. なぜなら, 次節の (22) から, $Q_{0}=$ のと

き, $xarrow\infty$ で團 $=|’\partial_{i}\Phi|=O(x^{-3})$ であるからである.

62 内部領域の遠方場

局在した渦度場 $\omega(x, t)$ によって誘起される非圧縮速度場 $v(x, t)$ を考える. $\omega(x, t)$ は渦度方程式

(18) に従う. 有界領域 $D$ の外では, $\omega(x, t)$ は指数関数的に急激に減衰するものとする. $\omega(x, t)$ が知
られると, 速度場 $v(x, t)$ は次のように与えられる :

$v(x,t)=(:11r1A,$ $A(x, t) \equiv\frac{1}{4\pi}\int\frac{\omega(y,t)}{|x-y|}d^{3}y$.

$D$ 内の点 $y(\in D)$
.
から十分離れた遠方の点 $x$ では, 次の漸近展開が成り立つ $(x=|x|\gg y=|y|)$ :

$\frac{1}{|x-y|}=\frac{1}{x}-y_{i}\frac{\dot{(})}{(’ x_{i}}\frac{1}{x}+\frac{1}{2}y_{illj}\frac{\partial^{2}..1}{(;_{\tau_{i}()\tau_{j}x}}-\frac{1}{3!}y_{i}y_{j}y_{k}\frac{\partial^{::}1}{i1x_{j}.(ix_{j}’\partial a:_{k^{X}}}+\cdots$ .

領域 $D$ の外では, 速度 $v$ は渦なしの場に漸近する. それ故, 遠方での主要項は $v=grad\Phi$ の形に表
せる. そのポテンシャル $\Phi$ は, 若干の計算の後 [26], 遠方の点 $x$ では次の級数展開で表せる :

$\Phi(x, t)$ $=$ $Q_{0}(x, t)+Q_{i} \frac{r)}{\partial’\prime x_{i}}\frac{1}{x}-Q_{ij}\frac{\dot{l}^{2}1}{\partial x_{i}’\partial a_{j^{X}}}+Q_{ijk}\frac{r)^{3}1}{\partial’\alpha_{i}\dot{c})x_{j}^{t}\partial x_{k}x}+O(x^{-5})$ , (22)

$Q_{i}(t)= \frac{1}{8\pi}\int_{D}(y\cross\omega)_{i}d^{3}y$ , $Q_{i_{j}}.(t)= \frac{1}{12\pi}\int_{D}y_{i}(y\cross\omega)_{j}d^{3}y$ , (23)

$Q_{ijk}(t)= \frac{1}{32\pi}\int_{D}.\cdot\}$ , $\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot$ . (24)
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粘性流体中では, 運動エネルギーの粘性散逸で熱の発生があるため体積変化がある $[$23$]$ . 第 1項 $Cf_{(}$

はそのような等方的な単極成分を表わす. 第 2項の係数 $Q_{z}$ は外力なし物体なしの場合は保存する
$(Q_{i}=(oiist,$ $P_{z}\equiv 4\pi Q_{i}$ はインパルス $)$ . 渦運動による音波の励起は, 上の多重極展開の係数 Q.. の時
間依存性と密接に関係している. 内部遠方場の圧力は $p_{I}=-\rho_{(\mathfrak{l}^{(}}\prime f_{\ell}\Phi$ で与えられる.

63 外部波動領域

波長 $\lambda$ でスケールされる外部領域では, $O(c^{-2}p_{tt})’ O(\nabla^{2}p)=\lambda^{2}’(c^{2}\tau^{2})\approx 1$ なので, 外部変数を

$\grave{x}_{i}\equiv\frac{x_{i}}{\lambda}=M?_{i}$ , $\hat{t}=\frac{t}{\tau}$ , $\dot{p}=\frac{I^{J}-p_{()}}{()0v^{2}}$ , $\acute{v}_{i}=\frac{v_{i}}{t}f.$ , $\hat{\nabla}=\lambda\nabla$ .

で定義すると価$i=x_{i}/l$ は内部変数), 波動方程式 (15) は, 高次項を省略すると,

$\frac{\acute{c})^{2}}{\partial’i^{2}}\hat{p}-\hat{\nabla}_{l)}^{2\wedge}=()$ . (25)

これは外部領域が波動伝播の領域であることを述べている. この波動方程式の特解の一つは

$\frac{A(t-\hat{x})}{\hat{x}}$ .

ただし, $A(\hat{t})$ は任意関数で. $\grave{x}=|\hat{x}|$ . 変数 $x_{i}$ について任意回数の微分で得られる関数もまた解であ
る. 以上より, 外部領域での音圧 $p_{O}=p-p_{0}$ は. 一般に次の多重極展開で表せる :

$p_{O}(x,t)= \frac{A_{(1}(\hat{t}-\hat{x})}{\grave{x}}+\frac{\partial’}{\partial\hat{x}_{i}}\frac{A_{i}(\acute{t}-\hat{x})}{\hat{x}}+\frac{\partial^{\prime 2}A_{ij}(\hat{t}-\grave{x})}{\partial\hat{x}_{i}\partial\hat{x}_{j}\hat{x}}+\cdots$ , (26)

ここで, $\hat{t}-\hat{x}=(t-xc)/\tau$ は外部変数で表した無次元遅延時間である. 関数 $A_{0}(i),$ $A_{i}(i),$ $A_{ij}(\hat{t}),$ $\cdots$

は. 内部圧力 $p_{I}$ との接合によって決定されるべき未定関数である. 接合の結果. それらの関数が内部流
の渦度 $\omega(x, t)$ で表現されるなら, 圧力 $t^{y}o$ は, 渦運動によって放射される音波を表現することになる.
外部領域の音波の場は渦なしで, 速度ポテンシャル $\Phi_{*}(x, t)$ によって. 速度は $v=gr_{\dot{C}}td\Phi_{*\prime}$ 圧

力は Po $=$ - $\rho$0
$\partial$

t $\Phi$、と表せる.

6.4 内外の解の接合

2つの解乃 $(x, t)$ および $p_{O}(x, t)$ o)接合は, $\sim i\sim atching$ priiiciplc に従って中間領域でおこなわれる.
内部圧力 PI $(\overline{x}$ ,のは, 外極限 $\overline{x}arrow\infty$ で漸近展開される. 他方, 外部圧力 $p_{O}(\hat{x},\hat{t})$ は, 内極限 $\grave{x}arrow()$ で

漸近展開される. 接合の原理は, 両展開の主要項が共通の中間領域で相互に接合することである. こ

のような接合によって, 式 (26) に含まれる関数 $A_{0}(\hat{t}),$ $A_{i}(\hat{t}),$ $A_{ij}(\grave{t}),$ $\cdots$ が決定された [26].
外部領域の音波の波形がこのようにして求められるが, 特に観測では, さらに十分遠方 $(’\hat{x}arrow\infty)$

の音圧の表現仰 $(x, t)$ が便利である. それは次のように表せる :

$p_{i^{\neg}}.(x, t)$ $=$ $\frac{5-3\gamma\rho_{()}}{12\pi c^{2}}\frac{1}{r}K^{(2)}(t_{r})+\frac{\rho_{()}}{c}\frac{x_{i}}{r^{2}}Q_{\dot{l}}^{(2)}(t_{r})+\frac{\rho_{()}}{c^{2}\prime}\frac{x_{i}x_{j}}{r^{\backslash !}}Q_{ij}^{(!)}\backslash .(t_{r})+\frac{\rho_{(1}}{\mu}\frac{x_{i}x_{j}x_{k}}{r^{4}}Q_{i.jk}^{(4)}(t_{r})+\cdots$

(monopole) (dipolc) (quadrupole) (octapole) (multipoles)

$Q^{(n)}(t)= \frac{d^{n}}{dt^{?1}}Q(t)$ , $r=|x|$ , $t_{r}\equiv t-rr$ . (rctardcd timc). (27)

ここで, $K(t),$ $Q_{i}(t),$ $Q_{i_{J}}(t)$ , Qijk $(t),$ $\cdots$ は (21), (23), (24) に定義されている関数である. それ
らは $\omega(x, t)$ が知られれば. $t$ の関数として決定される. それ故, ここに得られた波は, 渦音 vortex
sound と呼ぶのに相応しい.

7 実験的検出
渦音の実験的検出は, 1983, 86年に 2渦輪の正面衝突による音波が報告され [23, 33]. 数年後に斜め衝
突による音波が報告された [26]. これらは自由空間での渦畜であるが (7.1節), 観測された音の波形は,
以下に示すように理論的予測とよく一致している. 観測ベキ法則, $\triangle_{P}$ (Pa) $xU^{4}$ , は図 79の $b$ である
$(U[II1’\backslash \urcorner])$ . 物体との相互作用で放射される渦音については, 72節に諸例の実験が示されている.
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7.1 2つの渦輪の衝突による音 (正面衝突、斜め衝突)

無響室

$|$

. -:.

$-\wedge^{-}=.---\Rightarrow 3\ldots \mathfrak{g}_{s}^{J-}\backslash ,.\cdot’.\nu\theta 4-.\vee\cdot.\_{\Gamma}j_{1,-}^{m}.’.\cdotarrow^{--}------$

衝突実験のスケッチ [33]
$\backslash r_{t}$

$.\backslash \backslash ^{\rho}$

図 73 衝突しつつある $\downarrow$

$i\iota z$

2渦輪の影写真. . $l^{I}$

:..... $–\backslash \cdot$

$ns$

$\iota$.

$p_{0}$

A $ll\cdot$ ’ $u$

図 74 4重極波形 pq(t) の比較 :.
pq : 実験 [33], inv : 非粘性計算 [24],

dns : 直接数値計算 [28].

$r_{l},\ldots$ $ $W^{n\cdot 4}u^{\cdot*ul}$

$\cup l\"\prime u\vee 1\sim\sim\cdot M\backslash \downarrow m\mu\gamma irightarrow\infty.,$ :,,1’ $\cdot$
$\cdot’:\backslash$ $1$ ” $\hslash*$

$\backslash \backslash A_{\backslash _{\backslash \backslash \sim}}^{\backslash _{r}}.\cdot..\cdot.\cdot..\cdot\cdot\cdot.\cdot.\cdot\cdot \mathbb{X}_{\delta\vee^{\backslash }\vee}^{4\backslash }\nearrow*\backslash \backslash .:.\cdot\nwarrow^{\backslash _{\backslash }^{\backslash -t)}}\prime^{\phi^{\backslash }}\backslash \cdot\backslash \backslash \sqrt{\backslash t\prime*}^{\nearrow\#}$

.

図 77斜め衝突の渦核の観測軌跡 [26].
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図 78多重極の実験波形: 図 79 測定されたべキ法則 [25, 39] :
(左)DNS [30], (右) 実験 [26]. $\Delta p(Pa)$ $vs$ $U(m1_{8})$ .

実験値の総合:
斜め衝突

(絶対値). $\Rightarrow$

72 渦輪と物体 (円柱, エッジ) の相互作用

図 711 (左) 平板のエッジを通過する渦輪

(右) 放射音の瞬間的 Cardioid pattern(上), および放射波形 (下) [32].
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次の諸例の場合について実験が行われた :. エッジ (図 711): 渦輪が平板のエッジ近くを通過するときの音 (ベキ法則は図 79a) [32],. 円柱 (図 710): 渦輪が円柱の近くを通過するときの音 (ベキ法則は図 79d) [34],. 球: 渦輪が球と軸対称的に相互作用するときの音 [35],. 有限幅の平板 : 渦輪が有限幅の平板のエッジ近くを通過するときの音 (ベキ法則は図 79c) [36].

8 流体のMaxwell-like方程式
電磁気学において, 荷電粒子の運動を記述するのは, 運動方程式, および電場 $E$ および磁場 $B$ にたい

するマックスウェル方程式である.
–$arrow$方, 流体の運動の場合は, 次のオイラーの運動方程式 (等エントロピー流体の場合) :

$(tv+(v\cdot\nabla)v=-\nabla h$ $(=- \frac{1}{\rho}\nabla p)$ , (28)

および, これに加えて流れ場の内部構造が次の 3つの方程式に支配される :

$(a)$ 、 連続の式 : $(\prime J_{t}\rho+\nabla\cdot(\rho v)=0$ ,
$(b)$ エントロピーの式 : $\partial_{t}^{\Gamma}s+v\cdot\nabla s=0$ ,
$(c)$ 渦度方程式 : $\partial_{t}\omega+\nabla\cross(\omega\cross v)=0$ .

ただし, $v$ は速度, $\rho$ は密度, $\omega=\nabla\cross v$ は渦度, $s$ はエントロピー, $h$ はエンタルピーである.

流体マックスウェル方程式

上の方程式 $(a),$ $(b),$ $((:)$ から, 電磁場のマックスウェル方程式と同形の方程式系が以下のように導
かれる. まず, ベクトル $E$ と $B$ を次式で定義する :

$E$ $\equiv$ $-\partial_{t}v-\nabla h$ , $B=\omega=\nabla\cross v$ , (29)

これらに対し, 次の「流体マックスウェル方程式」が成立する :

(A) $\nabla\cross E+\dot{(}J_{t}B$ $=0$ , (B) $\nabla\cdot B=0$ ,

(C) $c^{2}\nabla\cross B-cJ_{t}E$ $=J$ , (D) $\nabla\cdot E=q$ ,

ただし,
$q$ $=$ $-(\prime f_{t}(\nabla\cdot v)-\nabla^{2}h,$ $c=\sqrt{(\prime\partial p\partial\rho)_{s:fixcd}}$ (sound speed), (30)

$J$ $=$ $\partial_{t}^{2}\prime v-r^{2}\nabla^{2}v-(\nabla\cdot v)\nabla c^{2}-\nabla F$ $F\equiv c^{2}p^{-1}(v\cdot\nabla)\rho=v\cdot\nabla h$, (31)

方程式 $(A)\sim(D)$ は, 運動方程式に依ることなく成立する. 式 (B) および (D) はそれぞれ定義式 (29)
および $q$ の定義 (30) から導かれる. また方程式 (A) は定義式 (29) から導かれる恒等式に他ならない.
しかし, 運動方程式 (28) を使うと, $E$ は次のように表せる :

$E=(v \cdot\nabla)v=\omega\cross v+\nabla(\frac{1}{2}v^{2})$ . (32)

これと $B=\omega$ であることより, 式 (A) は渦度方程式 (c) と同等である. 残る式 (C) は, 連続の式 $(a)$

を使って得られる. 式 (C) も運動方程式 (28) を使うことなく導かれる.

9 音波の方程式 この理論は音波と電磁波との類似性を明らかにする

音波を考察するために, まず無限の非粘性流体中に局在した流れ場 $v(x, t)$ が形成されていると仮定す
る. 一様静止状態の流体は密度 $/0$ を有し, 音速は $q$ ) $=[((i_{I})/(’)$ とする.
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91波動方程式

式 (C) の両辺に同じ項 $-c_{0}^{2}\nabla\cross B$ を加え, 時間 $t$ で微分し, 式 (A) より $\dot{c})_{t}B$ を消去すると,

$\dot{\mathfrak{c}}\_{l}^{2}E+c_{\mathfrak{v}^{2}}^{i}\nabla\cross(\nabla\cross E)=-\partial_{t}J’$ .

を得る. ただし, $J’=J-(c^{2}-c_{()}^{2})\nabla\cross\omega$ . 左辺第 2項は, 下記恒等式を使って変換すると, 上式は

$(\partial_{f}^{2}-r:_{(1}^{2}\nabla^{2})(E+(".v)=-c_{(1}^{2}\nabla(\nabla\cdot E)-\dot{r}1_{l}.J_{*}$ , $J_{*}=\nabla(c_{()}^{2}Q)$ , (33)

ただし. $J$ . $=J’-(’\partial_{\ell}^{2}-c_{()}^{2}\nabla^{2})v$ , および $Q=(1-c^{:.2})\nabla\cdot v-(:^{2}\rho^{-1}(v\cdot\nabla)\rho,$ $(\hat{a}=c/c_{\dot{\langle})})$ . 式 (29) よ
り, $E+’\partial_{t}v=-\nabla h$ である. (33) のすべての項が $grad$ (スカラー関数) の形なので空間的に積分でき
る. 積分すると, 変数ん $—\tilde{l^{J}},\rho$ に対して, 次の音波の方程式

$(c_{0}\partial_{t}-\nabla^{2})\tilde{l}\}$. $=$ $S(x,t)$ , $S\equiv\nabla\cdot E+\partial_{t}Q$ , $\nabla\cdot E=\nabla\cdot(\omega\cross v)+\nabla^{2}(\frac{1}{2}v^{2}),$ (34)

を得る. ただし, $\tilde{l}\iota=h-l\iota_{0}.\tilde{p}=p-P0\cdot$

式 (34) の $S$ の第 1項 $\nabla\cdot E$ より, 次の渦音の公式が再び導かれる $[$ 23$]$ :

$\tilde{p}(x,t)$ $=$ $\frac{p_{0}}{c_{0}^{2}}\frac{x_{i}x_{j}}{r^{1}}(\frac{d}{dt})^{3}Q_{ij}(t_{r})+\frac{\rho}{6\pi^{0}c_{()}^{2}}\frac{1}{r}\frac{d^{2}}{dt^{2}}K(t_{r})$, $Q_{ij}(t)= \frac{1}{12\pi}\int_{1)},$ $y_{i}(y\cross\omega(y,t))_{j}c1^{3}y$ .

これは式 (27) の $p_{F}$ の第 1項と第 3項に対応している. 既知の渦音の公式が再現された [38]. この理論
は空力音響学を極めて自然に記述することが示された. この方式で粘性効果は難なく組み入れられる.
粘性流体の場合でも, $B$ および $E$ の最初の同じ定義を使って, やはりマックスウェル型の 4つの

方程式 $(A)\sim(D)$ が得られる. すなわち, マックスウェル型方程式は変らない. ただし, 連続の式 $(cr.)$

は不変であるが, 式 $(b)$ および $(c)$ は次のようになる :
$\partial_{l}’.s+v\cdot\nabla s$ $=$ $\frac{1}{\rho T}Q$ , $d_{t}/\omega+\nabla\cross(\omega\cross v)=R$ ,

$Q \equiv\frac{1}{2}\mu e_{ik}e_{ik}+\zeta\Delta^{2}$ , $R\equiv\nabla\cross P$ , $P=- \nabla h+T\nabla s+\frac{1}{\rho}\partial_{k}’\sigma_{ik}$.

恒等式—-:$\nabla(\nabla\cdot E)=\nabla\cross(\nabla\cross E)+\nabla^{2}E=\nabla\cross B+\nabla^{2}E$ .
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