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1 はじめに

波動音響, 電磁場解析には FDTD(Finite-Difference-Time-Domain) 法 (1) およびそ
の改良版がよく使われる. 改良版には陽的 4次差分法 (FDM) と多段 4次のシンプレ
クティック積分法 (SIA) が試されている (2). 一方で空力音響には DRP(Dispersion-
Relation-Preserving) スキーム (3), またはコンパクト差分スキーム (4,5) で空間を離散化
して低散逸, 低分散誤差の Low-Dissipation and Dispertion Runge-Kutta(LDD-RK)
法で時間進行させる方法 (6) がよく使われている.
これら DRP, LDD-RK スキームには共通して, 波の分散関係をよく保持すること

(DRP) が大事だというアイディアが用いられている. この考え方は RK法にとどま
らず, 線形多段階積分 (LMM) 法にも適用できる (7). しかし, 波を長時間積分すると
きにはむしろエネルギーが保存されるスキームの方がよい成績を示す (8).

こうした観察をもとにして波動音響に適した時間積分法をさがすと, シンプレク
ティックで, かつ分散誤差の少ない積分法が有効であろうと思われる. シンプレク
ティック積分法 (9) は粒子のビーム (10), 天体 (11), 分子動力学, 量子力学 (12) などへの
適用で成功をおさめてきた. 過去の文献を調べると, 安定性最大のものが最適とされ
てきたようである (13).

ここでは, 3段 3位の分割されたルンゲ・クッタ (Partitioned RK) 法 (10) をとりあ
げて, 1) シンプレクティシティ条件に新しい解が存在すること, 2) このクラスの SIA
で位相誤差を最小にする (新しい) 解があること, 3) それらの新しい係数の SIA と,
いくつかの代表的な LDD-RK の比較について, 報告する.

2 シンプレクティック積分法
微分可能な写像 $g$ のヤコビ行列 $g’(p, q)$ がいたるところで

$q’(p,q)^{T}Jg’(p, q)=J$, $J=(\begin{array}{ll}0 -II 0\end{array})$ (1)
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をみたすものをシンプレクティック変換とよぶ. すると, ハミルトンの運動方程式

$\dot{y}=J^{-1}\nabla H(y)$ , $y=(p,q)$ , $\nabla H(y)=H’(y)^{T}$ (2)

にしたがう流れ $\phi_{t}$ はシンプレクティック変換である. そして, 正準方程式によって
運動が与えられているとき, ハミルトニアン $H$ は第一積分になる (エネルギー保存).
そこで, 離散的なシンプレクティック変換をつくることができれば, 離散的なシンプ
レクティック構造が保存され, 数値積分の高い信頼性が保障される (9).

2.1 分割ざれたルンゲクッタ (PRK)法

ここでは, $s$ 段陽解法のルンゲクッタ法をとりあげる.

$p^{i+1}=a_{i}p^{i}-qhH_{q}(q^{i})$ (3)
$q^{i+1}=b_{i}q^{i}+d:hH_{p}(p^{i+1})$ (4)

ただし $a_{i}=b_{i}=1,$ $i=1,$ $\cdots,$ $s,$ $(q,p)^{1}=(q,p)(t),$ $(q,p)^{s+1}=(q,p)(t+h),$ $H(q,p)=$

$V(q)+A(p)$ の場合をあつかう. 3位シンプレクティシティ条件 (10) は

$c_{1}+c_{2}+c’;=1$ , $d_{1}+d_{2}+d_{3}=1$ , $c_{2}d_{1}+c_{3}(d_{1}+d_{2})= \frac{1}{2}$ , (5)

$c_{2}d_{1}^{2}+c_{3}(d_{1}+d_{2})^{2}= \frac{1}{3}$ , $d_{3}+d_{2}(c_{1}+c_{2})^{2}+d_{1}c_{1}^{2}= \frac{1}{3}$ . (6)

である. この連立方程式には, ルースによる係数 (10) が知られている (表 1). そのほか
に, マクラクランの係数 (13) が報告されている (表 2). 最近, 3位条件をみたす, ルー
ス法より安定で位相誤差が少ない係数がみつかった (14). 新しくみつかった共役な係
数は表 1に解 $A,$ $B$ と示した係数である. このうち解 A がルース法よりも安定性が
よく位相誤差が小さい係数である. 解 A はマクラクラン係数よりも位相誤差が小さ
い. この係数 (解 A) は 6次コンパクト差分と兼用するとき, とくによい性能を示し
た. さらに, この種類の係数のなかで位相誤差を最小にできるものがあることがわ
かった (解 P).
上の連立方程式は次のようにして解くことができる. 以下に示すように, マクラク
ランの解は上の方程式の解のなかで安定性を最大とする解であることを示すことが
できる.

2.2 陽的 3段 3位 PRK法の一般解 (14)

はじめに $d=d_{1}+d_{2}$ とおくことにすれば, $d_{3}=1-d$ である. もし $d=0$ ならば,
ルース解が求まる. もし $d\neq 0$ ならば, 与えられた方程式は以下のような式になる:

$c_{1}=1+ \frac{1}{d_{1}d}(\frac{1}{3}-\frac{d_{1}+d}{2}),$ $c_{2}= \frac{1}{d_{1}d_{2}}(\frac{d}{2}-\frac{1}{3}),$ $c_{3}=- \frac{1}{dd_{2}}(\frac{d_{1}}{2}-\frac{1}{3})$ , (7)

$( \frac{d}{2}-\frac{1}{3})^{2}=\frac{d_{1}d_{2}}{3}(d-\frac{3}{4})$ (8)

168



ただし

$d_{1}\neq 0,$ $d_{2}\neq 0,$ $d \neq\frac{3}{4}$

のような条件が付随する. この条件がみたされないことを仮定すると, 矛盾が生じ
る. ここでさらに $e=d_{1}d_{2}$ とおけば, 2次方程式

$z^{2}-dz+e=0$ (9)

が式 (8) をみたす実根をもてば, それらが捜していた解 $(d_{1}, d_{2})$ を与えることになる.
実根条件より $\mathcal{D}=d^{2}-4e\geq 0,$ $(d- \frac{3}{4})(d^{3}-\frac{15}{4}d^{2}+4d-\frac{4}{3})\geq 0$ より

$d< \frac{3}{4}$ or $d\geq d_{0}\simeq 2.218$ .

$(d_{1},$ $d_{2})= \frac{1}{2}(d$ 士 $\sqrt{d^{2}-4e})$ or $(d_{1},$ $d_{2})= \frac{1}{2}(d\mp\sqrt{d^{2}-4e})$ . ‘ (10)

便宜的に上の式のうち前者を枝 $A$ , 後者を枝 $B$ と呼ぶことにする. 図 1に解曲線 $A$ ,
$B$ を $d$ の関数として示す.
ルースの係数は枝 A上の $darrow 0$ (極限値は存在する) の点, マクラクランの係数は

枝 A上 $d\simeq O.73$ の点 (後出), 解 A は枝 A上 $d= \frac{4}{9}$ の点に対応している.

Coefficients of third-order symplectic timcTable 1.
intcgration mcthod

$\overline{so]_{t1}ti\iota)nR\iota\iota th}$
A

$\frac(-7+\sqrt{\frac{209}{2}})\frac{c_{17}}{24,121}$ $\frac{C_{2}43\frac 11}{12}$

$c_{3}- \frac{1}{24,(}\frac{1}{12}8-\sqrt{\frac{2\{)9}{\underline{9}}})$
$d_{1} \frac{2}{\frac{32}{9}}(1+\sqrt{\frac{38}{11}})$ $d_{2}- \frac{2}{(3}\frac{2}{9}1-\sqrt{\frac{38}{11}})$

$d_{3}1 \frac{\iota 1\ulcorner}{9}$

solution $B$ $- \frac{1}{12}(7+\sqrt{\frac{209}{2}})$ $\frac{11}{12}$ $\frac{1}{12}(8+\sqrt{\frac{209}{2}})$ $\frac{2}{9}(1-\sqrt{\frac{38}{11}})$ $\frac{2}{9}(1+\sqrt{\frac{38}{11}})$
$\frac{\backslash J\ulcorner}{9}$

Coefiicients of third-order symplectic time
Table 2.

intcgration method
$c_{1}$ $c_{2}$ $C_{3}$

$d_{1}$ $d_{2}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

McLachlan $d_{3}$ $d_{2}$ $d_{1}$

$w=- \frac{(2}{3}\frac{1}{9\tilde{\sim}}\sim?\sim\forall=-$

.
$\frac{2}{27,+}-\frac{1}{9\sqrt{3},+})^{1’ 3}$

,

$y= \frac{1}{4}(1+w^{2})$ ,
$( \frac{1}{9y}-\frac{uJ}{2}+\sqrt{y})^{1\prime 2}-\frac{1}{3\sqrt y}$

$\frac{--0.919661_{0}^{\ulcorner}23017399857\frac{1}{1.04d}-d\lrcorner 21-d_{1}-d_{2}}{so1_{11}tionP0.260_{c}l116924199069\angle 1142798316745- 0.3544_{0}^{r}4490736651}$

0.630847692986669 -0.094142798316742 0.463295105330073
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Figure 1: Coefficients $c_{i},$
$d_{j}$ as a function of $d$ , branch A and branch $B$

3 安定性解析

3.1 安定性の限界

1次元調和振動子の運動をテスト関数として, 3段 3位法の安定性限界および位
相誤差限界を調べる. テスト方程式は

$p_{t}=-\omega^{2}q$ , $q_{t}=p$ (11)
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Figure 2: Stability limit (a) and the pha.se error limit (b) as a $f\iota inction$ of $d$ , for
branch A and branch $B$

ただし $H(p, q)= \frac{1}{2}(p^{2}+\omega^{2}q^{2}),$ $\nu=\omega h$ . ルンゲクッタ法の 1段 $(i=1, \cdots, s)$ , お
よび, 3段法は行列の形式で

$\underline{M_{l}}$

$(\begin{array}{l}p_{i+1}q_{i+1}\end{array})=(\begin{array}{ll}1 -c_{i}\omega\nu d_{i}h c_{i}1-d_{i}\nu^{2}\end{array})(\begin{array}{l}p_{i}q_{i}\end{array})$ , $(\begin{array}{l}p_{3}q_{3}\end{array})=\tilde{M_{3}M_{2}M_{1}}M(\begin{array}{l}p_{0}q_{0}\end{array})$ (12)

と表わされる. 時間積分法の増幅率 (6) として適当なものは $M$ のスペクトル半径
$\rho(M)$ であろう. そこで

$\det(M)=\det(M_{1})\det(M_{2})\det(M_{3})=1$ , (13)

tr $(M)=2-(c_{1}+c_{2}+c_{3})(d_{1}+d_{2}+d_{3})\nu^{2}$

$+[c_{1}c_{2}(d_{2}+d_{3})d_{1}+c_{2}c_{3}(d_{3}+d_{1})d_{2}+c_{3}c_{1}(d_{1}+d_{2})d_{3}]\nu^{4}-c_{1}d_{1}c_{2}d_{2}c_{3}d_{3}\nu^{6}$ , (14)
$\lambda^{2}-$ tr$(M)\lambda+\det(M)=0$ (15)

であるから, 漸近安定条件 $|\rho(M)|\leq 1$ を要請して安定性の上限が求まる. ルース法,
新解 $A,$ $B$ それぞれの安定限界は $\nu\leq 2.507$ (ルース法), $\nu\leq 2.666$ (解 A), $\nu\leq 1.573$

(解 B) となる. 安定性限界を $d$ の関数として示したものが図 2(a) である.

3.2 増幅率誤差の限界

シンプレティック積分法の特色としては, 安定性にかかわらず必ず $\rho(M)\equiv 1$ とな

ることがあげられる $(\rho(M)\leq 1$ は $\lambda$ が虚数のとき, tr$(M)^{2}-4\det(M)\leq 0$ のみに

みたされ, このとき行列 $M$ の固有値 $|\lambda|=1$ となる. $\lambda$ が実数のときは $\det(M)=1$
より, かならず不安定モードがひとつあらわれる). したがって, $G=\rho(M)\equiv 1$ , シ
ンプレティック PRK法の増幅率誤差 $\alpha(\nu)=|1-G|(6)$ は安定性限界まで $0$ である.
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33 位相誤差の限界

積分法の位相 $\nu^{*}$ は

$\cos(\nu^{*})=\frac{1}{2}\frac{tr(M)}{\sqrt{\det(M)}}=1-C_{1}\nu^{2}+C_{2}\nu^{4}-C_{3}\nu^{6}$ ,

$C_{1}= \frac{1}{2}(c_{1}+c_{2}+c_{3})(d_{1}+d_{2}+d_{3})=\frac{1}{2}$ ,

$C_{2}= \frac{1}{2}(d_{1}(c_{\backslash }, +c_{1})d_{2}c_{2}+d_{2}(c_{1}+c_{2})d_{3}c_{3}+d_{3}(c_{2}+c_{3})d_{1}c_{1})=\frac{1}{24}$ ,

$C_{3}= \frac{1}{2}c_{1}c_{2}c_{3}d_{1}d_{2}d_{3}$

となる. ここで $C_{3}$ の値はルース法, 解 $A$ , 解 $B$ のそれぞれに対して� $\simeq 2.03\cdot 10^{-3}$ ,
$\frac{5}{7776}(\frac{107}{2}-5\cap\frac{209}{2}\simeq 1.54\cdot 10^{-3}$ md $\frac{5}{7776}(\frac{107}{2}+5\cap\frac{209}{2}\simeq 6.73\cdot 10^{-2}$ となる. 厳密
な値は $\frac{1}{6!}\simeq 1.39\cdot 10^{-3}$ であるから, 解 A の方がルース法よりも (大部分の $\nu$ の値に
対して) 位相誤差の少ないことがわかる. さらに, 次に示すように $C_{3}$ の値を $0$ にす
るような係数が存在することがわかった.

3.4 陽的 3段 3位積分法の最適解 (位相誤差最小解)

安定性限界を $d$ の関数としてプロットすると, 枝 A上 $d\simeq O.73$ の点において安定
性が最大となる $($図 $2a)$ . マクラクランによる最適解はこの点に対応している. マク
ラクランは係数に対称性 $c_{i}=d_{4-i}$ , $(i=1, \cdots , 3)$ を課して, ハミルトニアンの誤差
主要項の係数を最小にするような解を求めた. ハミルトニアンの誤差主要項の係数
を最小にするような係数が安定性最大だったということなる.
一方で枝 A上 $d\simeq O.54$ , 枝 $B$ 上 $d\simeq O.74$ の点において $C_{3}=$ �つまり位相誤差
を最小にすることができる. 図 2(b) をみると, そのふたつの点に対応してふたつの
ピークが, 枝 $A,$ $B$ 上にひとつずつ観察される. これらふたつの係数の組のあいだに
は, 係数に対称性 $(\epsilon_{i}, d_{i})arrow(d_{4-i}, c_{4-i})$ がなりたつ. そこで, これらは実質的に同じ
解とみなしてもよいだろう. 便宜的にこの新たにみつかった位相誤差最小解を解 $P$

とよぶことにする. 解 $P$ は時間反転に対して対称ではない. 解 $P$ は, $(q,p),$ $H$ が 3次
精度であるとともに, 位相のみが 8次精度で計算できる積分法ということになる. 表
2に 15桁の数値を載せる.

4 数値計算結果

4.1 1次元ベンチマーク問題 I

初期値問題

$f_{t}+f_{x}=0$ , $f(0)= \frac{1}{2}\exp(-\ln(2)(\frac{x}{3})^{2})$ (16)
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の解を時刻加 $=400$ において求める問題 (15) を, 時刻加 $=400$ と $t_{F}=1000$ ,10000
までの長時間積分に拡張した. $-40\leq x\leq t_{F}+60,$ $\triangle x=1.O$ .

Figurc 3: $x’=x-ct$ . From top left, top right, $\cdots$ , to bottom right, FDTD
$(\sigma=0.7)$ , FDTD-CD6 $(\sigma=0.25)$ , RK33-Wi11iamson $(\sigma=0.5)$ , RK34-Carpenter&

Kennedy $(\sigma=1.0)$ , RK45-CK $(\sigma=1.0$ , Rutli’s metliod $(\sigma=0.7)$ , solution A
$(\sigma=1.0)$ and solution $B(\sigma=0.25)$

FDTD 法以外の空間方向は 6次コンパクト差分で離散化した. 比較したのは,
FDTD 法, FDTD-CD6, ウィリアムソンの 3段 3位低容量ルンゲ.クッタ法 $(RK33W)^{(16)}$ ,
カーペンターケネディの 4段 3位低容量ルンゲ・クッタ法 (17), カーペンター. ケ
ネディの 5段 4位低容量ルンゲ・クッタ法 (17), ルース法, 解 A と解 $B$ である. 安定
性が異なるので, それぞれの方法は異なるクーラン数 $\sigma=c\frac{\Delta t}{\Delta x}$ をもちいて計算して
いる. RK$33W$ は乱流の DNS で用いられることがあるが, 散逸が大きい. 他の方法
がいずれも多かれ少なかれ波形を崩すのに対して, 3つのシンプレティック積分法は
長時間ののちも波形をきれいに保っている.
誤差 $E_{n}=\Sigma_{j=2}^{N-1}|f_{j}-f(x_{j})|$ のクーラン数に対する「帯域幅」を図 4に示す. ルー

ス法と解 A は $\sigma$ に対してほぼ $E_{n}$ の値を一定に保っている.

4.2 ベンチマーク問題 II

1次元初期値問題

$u_{t}+p_{x}=0$ , $p_{t}+u_{x}=0$ ,

$p(x,0)= \cos(\frac{2\pi}{a})\exp[-\ln(2)(\frac{x}{b})^{2}]$ , $u(x,0)= \frac{1}{\rho_{0^{C}}}p(x,0)$
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Figure 4: Numcrical crror $E_{n}$ as a function of $\sigma$

$(a=10, b=12. \Delta x=1, \rho_{0}=1, c=1)$ の解を時刻 $t=800$ において求める問題 (20)

を, 同じように長時間積分 $arrow t=1000$ ,10000に拡張する. $(-50\leq x\leq t+50,$ $\Delta x=$

$1.0)$ .
4つの 3段 3位のシンプレティック積分法, ルース法, マクラクラン係数, 解 $A$ , 解

$P$ と, 代表的な 6段 4位の LDD-RK 法, スタニスク, ババシによる方法 (18), カルボら
による方法 (19), ベーラント, ボギー, バイリー (20) による方法を比較した. 図 5に示
すように, 位相誤差の小さいふたつの方法, 解 A と解 $P$ 以外は波形のずれが目立つ
結果となった.
図 6の $E_{n}$ からは, 図 4と類似の傾向が観察できる. 最近の LDD-RK 法は広い安

定性領域をもっているが, クーラン数を大きくすると, 誤差が増加する. それに対し
て, 低分散シンプレクティック法 (解 P) は安定性の限界は低いが, 安定な範囲で誤差
がクーラン数によらずにほとんど一定なレベルに保たれる. ルース法と解 Aが特定
のクーラン数で $E_{n}$ を小さくする理由は, いまのところ不明だが, 空間の離散化 (コ
ンパクト差分のフーリエ表式) と関係のあることが考えられる.

LDD-RK法とシンプレティック PRK法の性能をまとめるために, 表 3にそれぞれ
の安定性, 散逸誤差, 分散誤差の上限を比較する. 計算時間については, 右辺の計算
回数 (function evaluation) を比較すると, 音の波に対して 3段 PRK 法が $3(n+1)$ ,
LDD-RK46法が $6n$ ( $n$ は次元) となる. 低分散シンプレティック PRK 法は代表的
な LDD-RK法に匹敵する, あるいはそれ以上の性能であることが示唆される.

5 おわりに

結果を要約すると, 3段 3位の PRK法をとりあげて
1 $)$ シンプレクティシティ条件に新しい解が存在すること,
2 $)$ このクラスの SIA で位相誤差を最小にする (新しい) 解があること,
3 $)$ それらの新しい係数の SIA と, いくつかの代表的な LDD-RK を比較した結果
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’
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$0.s$

$\approx$
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.

x-ct

1.0
solution A

$4_{\theta.\theta}^{\theta.5}cxact---\cdot\wedge-\nearrow\vee t\backslash$ $(/^{\uparrow}r^{--}$

$-\theta.5t=1000-$

$t-10000=$
$-1.\theta$

40 $- 2\theta$ $\theta$

$x\cdot ct2\theta$
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Figure 5: $p$ vs. $x’=x-ct$ .

について, 報告した. 波束の伝播を計算する問題で比較をおこなうと
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

低分散シンプ
レティック PRK の方が LDD-RK よりもよい精度を示した.
この結果は, 波の問題にシンプレティック法を適用するときには位相誤差の小さい

ことが重要であることを示している (振動的な常微分方程式についてはハイラー (9)

の第 8章参考). 過去の文献を調べると, 幾何学的な側面が強調されている一方で, 位
相誤差について述べているものが少ない. 粒子法などの積分では不変面が壊されな
い, エネルギーの誤差のドリフトが生じないことがより大事であったことの反映と
推測される.
ところで, 系の振動数があらかじめわかっているときに, ほとんど厳密に積分でき

る方法として Trigonometric Fitting (TF) 法 (21) が提案させている. TF法は系の発
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Figure 6: Numerical error $E_{n}$ at $t=1000$ and $t=10000$

展が厳密解

$y(t_{0}+h)=e^{i\omega h}y(t_{0})$

に一致するように係数に条件を課する. これだけだと係数の数 $2s$ に対して条件式の

数がたりないので, 残りの $(2s-4)$ 個 (式 3,4の場合) の係数は $s$ 段シンプレティッ
ク積分法と同じにするようにして係数の値を定める. この方法によると位相誤差を
ほとんど $0$ にできる.

しかし, 複数の振動数がふくまれるような場合, TF法は通常の積分法と同様の代
数的な誤差レベルに落ちてしまう. そこで今後,
1 $)$ 位相誤差最小の係数をもとにした TF 法
2 $)$ あらかじめ音のスペクトルがわかっているような場合や, 対象とする音域が限定
されるような場合にシンプレクティックー TF法の係数 ( $\nu$ の関数) を振動数領域で積
分することによって, その音域で平均的に誤差を小さくすることができるかどうか
について検討する.

Table 3.
Stability, dissipation crror and dispersion crror limits of thc intcgration
mctliods

Stability Dissipation Dispersion

$\frac{|G(.\nu)|\leq 11-|G(\nu)|<5\cdot 10^{-4}|\nu^{*}-\nu|\prime\pi<5\cdot 10^{-4}}{RI\langle 46- St_{C})n\csc\backslash 11.C)51.182.01}$

RK46-Berland 3.80 1.97 153
Rtith 251 251 1.14
McLachlan 4.52 $=1.52$ 134
solution A 2.67 2.67 1.41
solution $P$ 2.75 2.75 169
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