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1. はじめに

角柱や円柱などの柱状物体後方に美しい渦列が生じることは太古の昔から知ら
れていたと想像され，16世紀初頭にはレオナルドタ

$\backslash$

ビンチによって観察され

た記録がある．渦列の本格的な研究はおよそ 100年前に Be’nard[1] の実験により始
まり，Karman[2] の明快な理論的研究に触発されて，この 100年間に多くの研究が
行われてきた．現在では，この渦列はカルマン (ベナールカルマン) 渦列と呼ば
れ，物体後流の流体力学的な不安定性によって誘起された波動が下流へと伝播す
ることによって形成されると考えられている．しかし，この一見単純に見える流
れについては，まだまだ未解明の点が多く，流れの安定性理論の基盤に関わる疑
問を投げかけている．これまでのカルマン渦列の研究で議論されてきた主な点は，
渦の安定な配置，渦が放出されるきっかけとなる振動の発生の機構，臨界レイノ
ルズ数，渦放出振動数の決定機構の 4点である．これらについて，これまでの研
究で明らかにされた点と未解決の問題について整理をし，その後にこの報告の目
的と目標について説明を行う．
物体後流に生じる渦列についての実験結果を最初に報告したのは B\’enard[1] で

あるとされている．B\’enard は渦ができたときの流体表面のくぼみをスケッチする
ことにより，渦が 2列の互い違いの配置をすることを明らかにした．K\’arm\’an [2]
は，非粘性の流体中ではこのような 2列の互い違いの渦の配置はある条件の下で
(中立) 安定になることを示し，その条件を求めた．
物体後部から交互に渦が剥がれ出るのはおそらく流れの不安定性によるものだろ
うということは多くの研究者によって予想されていたが (Kovasznay(1949) [3]), 後
流を 2次元平行流近似して，オア・ゾンマーフェルト方程式を解くことにより後流
が不安定となることを示したのは McKoen(1956)[4] である．McKoen はウェイク

(物体後流を平行流近似したときはウェイクと呼ぶことにする) の速度分布として，
Goldstein(1933) [5] が平板を用いた実験から求めた指数関数型の速度分布を近似と
して用いたが，臨界レイノルズ数を決めるには至らなかった．Sato and Kuriki[6]
は平板後流にスピーカーを用いて撹乱を与えてその成長を調べ，平行流近似した
ウェイクの非粘性線形増幅率 (レイリー方程式の解) との比較を行った．その結果，
実験結果は計算による線形増幅率最大モードの撹乱で説明できることが示された．
実際に，2次元後流の臨界レイノルズ数をオアゾンマーフェルト方程式から求
めたのは Taneda(1963) [7] である．Taneda も指数関数型のウェイクを近似として
用い，臨界レイノルズ数 $Re=4.51$ を求めた．ここで，$Re$ は物体後流の速度
欠損が $1/e$ になるときのウェイクの半値幅を代表長さとするレイノルズ数であり，

数理解析研究所講究録
第 1701巻 2010年 1-15 1



Taneda の評価によれば，円柱直径を代表長さとするレイノルズ数 $Re$ に換算す
れば臨界レイノルズ数は $Re=3.2$ となる．ただし，実験で円柱を加振し続けた
ときに撹乱が成長するときの臨界レイノルズ数は $R=1.0$ となった．現在では円
柱を過ぎる流れが振動流へ (非加振) 自然遷移する臨界レイノルズ数は $Re\sim 47$

とされているが，当時の実験結果でも臨界レイノルズ数は $Re=30$ 程度と考え
られていたので，オアゾンマーフェルト方程式による線形安定性理論はずいぶ
んと低いレイノルズ数を与えることになり，理論と実験との大きな相違はこの時
点で明らかになったことになる．

理論と実験結果との違いを説明するために，いろいろな仮説や新しい理論が提
案されてきた．その中でも大切なのは流れの非平行性である．角柱や円柱などの
後流は比較的低いレイノルズ数において物体近傍流れにおいて不安定性が発生す
るので，流れ場は非平行流である．しかし，非平行流を解析的に直接に扱うのは
困難なので，これまでの物体後流の安定性に関する多くの研究では，流れ方向の
各位置における垂直方向の速度分布を平行流近似した系の安定性 (局所安定性) を
調べ，流れ場全体の安定性 (全体安定性) を推定するという研究方法が採用されて
きた．局所安定性では速度分布は流れ方向に変化せず一様であると仮定しており，
このような局所安定性は絶対不安定性と対流不安定性に分類できることがプラズ
マ物理学における研究から明らかになった (Briggs(1964) [8], 山田 (1991) [9] 参照).
外部から局所的に加えられたパルス状撹乱が，流れ場中のある静止した一点で観
測しているときに成長する場合，流れは (局所) 絶対不安定であり，撹乱とともに
動く座標系で観測すると撹乱は成長するが，流れ場中のある固定した一点で観測
すれば撹乱が減衰する場合，流れは (局所) 対流不安定である．1本の円柱を過ぎ
る流れの場合には円柱より上流においては流れは安定であると考えられる．した
がって，円柱後方のごく近傍に振動源がない限り，カルマン渦列は発生しないこ
とになり，持続して円柱近傍から渦放出が行われるためには，円柱近傍に振動源
が必要である．このとき，流れのある領域が絶対不安定であれば，一度この領域
に撹乱が加えられると持続的に振動が生じ，渦放出が行われることとなる．
流れが対流不安定から絶対不安定へ遷移するときには，不安定波の分散関係に特

異性が現れる．この特異性に初めて気づいたのは，Betchov and Criminale$(1966)[10]$

であり，彼らはウェイクとジェットの線形安定性における時間発展モードと空間発
展モードの関係を調べるため，簡単な速度分布を仮定して，レイリー方程式の固
有値問題を解いた．その結果，彼らは偶然にも複素波数と複素位相速度の分散関
係に特異性があることを発見した．彼らはその特異性がもつ意味を明らかにはし
なかったが，Gaster(1968) [11] はこの特異性が群速度が $0$ のモードに相当するこ
とを明らかにし，すべての波数を含んだ撹乱を与えると群速度が 0のモードは減
衰し，波束が下流へと移流する例を示した．このことはプラズマ物理では周知の
事実であったが流体力学者にはあまり知られていなかったと思われる．現在では，
絶対不安定性の発生は複素波数と複素位相速度の分散関係の特異性により判断で
きることがわかっている．流体物理の分野ではその後，Nakaya $(1976)[12]$ が線形
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安定性解析を行い，$30<R<40$ の間で分散関係に特異性が現れ，不安定撹乱の
群速度が $\infty$ ( $0$ ではなく無限大) となることを示した．
流れの安定性解析の分野にプラズマ物理の成果を積極的に取り入れて，ウェ
イクの対流不安定性から絶対不安定性への遷移を調べたのは，Triantafyllou $et$

$al.(1986)[13]$ , Kupfer et $al.(1987)[14]$ や Huerre and Monkewitz(1985)[15] である．
彼らによって，ウェイクが対流不安定性から絶対不安定に遷移する臨界レイノル
ズ数が求められた．Triantafyllou et al. は，レイリー方程式を用いて，円柱後流の
いくつかの位置における流速分布を平行流近似してその局所安定性の解析を行な
い，対流不安定となる臨界レイノルズ数 $R$ と絶対不安定となる臨界レイノルズ
数 $R$ の間には $R<34<R<56$ の関係があることを示した．
物体後流中において絶対不安定となる領域の位置と大きさは，振動源がどの

領域にあるのか推定するための指標となる．Betchov and Criminale[10] によれ
ば，後流速度分布の速度欠損が 95%程度の箇所が (局所) 絶対不安定であるとし，
Koch(1985) [16] は双子渦後方において，局所不安定性が絶対不安定から対流不安定
に交替することを示した．このことをより具体的に示したのは Triantafyllou et al.
[13] である．彼らは，全体不安定性に対する臨界レイノルズ数より高いレイノルズ
数では円柱に近い領域は (局所) 絶対不安定，下流側では (局所) 対流不安定となる
ことを明らかにした．たとえば，レイノルズ数 $R=56$ のときは，円柱から 3.$5d$

の範囲は (局所) 絶対不安定であり，それよりも下流では (局所) 対流不安定である．
流れの弱非平行性を考慮した研究も行われ，レイノルズ数 $R=50$ では円柱から
$5d\sim 9d$ の範囲が (局所) 絶対不安定であることが Belan and Tordella(2006)[17] に
よって示された．(局所) 絶対不安定領域の大きさについて研究者により多少の違
いがあるが，全体不安定性となる臨界レイノルズ数において円柱の後端から 3. $5d$

下流までの範囲がほぼ (局所) 絶対不安定領域であるというのが現在の研究者の認
識である．

(局所) 絶対不安定領域の大きさについてこれとほぼ同等の結果は Chomaz $et$

$al.[18]$ によっても得られている．Chomaz et al. は 1次元のモデル方程式 (ギンツ
ブルグランダウ方程式) を用いて，(局所) 絶対不安定領域の存在は全体不安定の
十分条件ではないこと，すなわち $R<R<R$ であることを示した．ただし，
ここで $R$ は全体不安定性の臨界レイノルズ数である．Chomaz et al. の結果は，
Monkewitz[19] によって，さまざまな関数形を仮定してウェイクの線形安定性を調
べることによって確かめられた．彼は $R=5,$ $R=25$ を求め，これらの値は
実験的にカルマン渦列が発生するレイノルズ数 $R=47$ よりも小さくなること示
した．

平行流近似を用いることなく全体安定性を直接調べることもできる．Jackson[20]
は円柱を過ぎる 2次元非平行流の全体安定性を数値的に調べ，$R=46$ を得た．
また，Noack and Eckelmann[21] は 3次元非平行流の全体安定性を数値的に調べ，
$R=54$ を得た．これら研究で使われている手法は有限要素法を用いた固有値解
析である．また，差分法やスペクトル法による数値シミュレーションの結果を用
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いて固有値解析を行い，全体安定性の判別をすることも可能である [22,23]
カルマン渦列が生じる際の振動数を調べることも物体後流研究の重要な課題で

あり，後流が振動流となったときの振動数は，線形増幅率が最大となる振動数にな
るという予想が，Nishioka and Sato[24] によってなされていた．一方，Koch$[16|$ は

全体不安定の振動数は，絶対不安定領域の下流端の振動数であるとし，Monkewitz
and Nguyen[25] は絶対不安定領域の上流端の振動数であるとした．これらに対し，
Chomaz et $al.[26]$ は複素波数平面において複素振動数が鞍点となる場所の振動数
によって全体不安定の振動数が決まるとした．Chomaz et al. の結論は，弱非平行
性を考慮しても変わらないことが Pier[27] によって示された．もちろん，現在では
実験で観測される振動数は全体不安定性解析による結果と一致するが，平行流近
似による振動数の決定方法を考えることは後流の遷移のメカニズムや振動源の特
定にもつながる重要な課題でもある．

2. 問題の設定と基礎方程式

ここでは，カルマン渦列が発生するシナリオとして，物体後流においては物体
直後に存在する絶対不安定領域において自己維持的な振動が生じ，その振動が対
流不安定領域へ波となって伝わり，カルマン渦列が形成されると考えることにす
る．角柱を過ぎる流れを例にとり，定常流が振動流へ遷移するときの条件を調べ，
振動源の位置と大きさを推定することを試みる．そのために，これまでの平行流
近似における対流不安定性と絶対不安定性の概念を非平行な流れの安定性に拡張
する．

Oertel[28] が行ったように，ナビエ・ストークス方程式を直接に数値的に解く数
値シミュレーションを用いれば，撹乱の成長の様子を評価できるが，単に数値解
を求めるだけでは平行流近似との関係や後流の振動源を特定することは不可能で
ある．ここでは，いくつかの仮定と工夫をすることにより角柱を過ぎる流れの安
定性を調べる．最初に，角柱を過ぎる定常対称流を数値的に求める．角柱後方の
各位置における速度分布を用いて平行流の局所安定性を調べる．これはオアゾ
ンマーフェルト方程式を解くのと同じことである．次に非線形方程式であるナビ
エ・ストークス方程式を数値シミュレーションで解き，角柱後流の全体不安定性
を調べる．また，流れ場を定常流と撹乱との和で表し，ナビエストークス方程
式を撹乱について線形化して得られる線形撹乱方程式を発展方程式として数値的
に解く．すなわち，2次元対称流の角柱後流においてパルス型の撹乱を加えたとき
の微小撹乱の伝播と成長を調べ，非平行流の対流不安定性と絶対不安定性を調べ
る．最後に，後流の一部を対流不安定である平行な速度分布で置き換えて数値シ
ミュレーションを行うことにより，カルマン渦形成の振動源の位置と大きさを推
定する．
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図 1: 計算領域と座標系

21 基礎方程式と境界条件

図 1のように，流速 $U$ の一様流中におかれた 1辺の長さが $d$ の正方形断面をも
つ角柱を過ぎる流れを考える．角柱の後端辺の中点を原点 O として，流れ方向に
$x$ 軸をとり，$x$ 軸と垂直に $y$ 軸をとる．流れは非圧縮 2次元流であると仮定し，流
れ関数 $\psi(x, y, t)$ と渦度 $\omega(x, y, t)$ を導入する．$x$ 軸方向と $y$ 軸方向の流速は，そ
れぞれ $u=\partial\psi/\partial y$ と $v=-\partial\psi/\partial x$ となる．流れを支配する基礎方程式は，$\omega$ と $\psi$

に関する渦度輸送方程式とボアソン方程式であり，

$\frac{}{}=J(\psi,\omega)+\frac{}{}\Delta\omega$ , (1)

$\triangle\psi=-\omega$ , (2)

$J(f, g)= \frac{}{}-\frac{}{}$ , $\triangle=(\frac{}{}+\frac{}{})$

と表すことができる．ここで，代表速度に一様流速 $U$ を用い，代表長さに角柱の
1辺の長さ $d$を用いて，全ての変数を無次元化した．また，流体の動粘性係数を $\nu$

として，レイノルズ数を $Re\equiv Ud/\nu$ と定義した．
数値計算においては，無限に広い流れ場を図 1の有限領域 ABCD で近似する．
角柱表面における境界条件はすべりなし条件

$\psi=0$ , $\omega=-\frac{}{}$ (3)

を用いる．ここで $n$ は角柱表面の法線方向である．上流境界 (AD) では一様流速
$U$ (無次元流速で $u=1$ ) であるとし，

$\psi=y$ , $\omega=0$ (4)

を境界条件とする．両端の境界 (AB,DC) は角柱から十分に遠く，そこでは一様流
であるとして，

$\psi=\psi$ (AB), $\psi=\psi$ , (DC), $\omega=0$ (AB, DC) (5)
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を課す．下流境界 (BC) には速度勾配一定の流出条件あるいは必要に応じてゾン
マーフェルト放射条件

$\frac{}{}+c\frac{}{}=0$ , $\frac{}{}+c\frac{}{}=0$ (6)

を用いる．このとき，位相速度 $c$ には下流境界における時間平均流速 $\langle u\rangle$ を採る．
非定常な流れ場 $(\psi, \omega)$ を求めるときは，渦度輸送方程式 (1) とポアソン方程式

(2) を境界条件 (3)$-(6)$ のもとで適当な初期条件を与えることにより数値シミュレー
ションにより解く．
角柱を過ぎる流れは小さなレイノルズ数においては対称定常流になる．対称定
常流はある臨界レイノルズ数で不安定となり，振動流へと遷移するが，臨界レイ
ノルズ数より大きなレイノルズ数においても対称定常流は定常渦度方程式 (式 (1)
において $\partial\omega/\partial t=0$ とおいた式) および (2) と境界条件 (3)$-(6)$ を満たす解である．
定常対称流を主流と呼び，その安定性と撹乱の振る舞いを調べるために，主流を
$(\overline{}, \overline{})$ , 撹乱を $(\hat{},\hat{})$ と表わし，流れ関数と渦度をそれぞれ $\psi=\overline{}+\hat{},$ $\omega=\overline{}+\hat{}$

と表す．定常対称流を求めるときは下流境界 (BC) で流出条件

$\frac{}{}=0$ , $\theta\overline{}\partial x$$-=0$ (7)

を用いる．
撹乱 $(\hat{},\hat{})$ に関する方程式を求めるため，$\psi=\overline{}+\hat{}$ と $\omega=\overline{}+\hat{}$ を渦度輸送

方程式 (1) に代入し，定常渦度方程式を引き去ると，$(\hat{},\hat{})$ についての非線形撹
乱方程式

$\frac{}{}=J(\overline{},\hat{})+J(\hat{},\overline{})+J(\hat{},\hat{})+\frac{}{}\Delta\hat{}$ (8)

を得る．ここで，撹乱 $(\hat{},\hat{})$ に関する非線形項を無視すると，次の線形撹乱方程式

$\frac{}{}=J(\overline{},\hat{})+J(\hat{},\overline{})+\frac{}{}\Delta\hat{}$ (9)

が求められる．微小な撹乱の振る舞いは，この線形撹乱方程式とポアソン方程式
(2) を解くことで得られる．角柱表面の境界条件は，すべりなし条件 (3) において
$\psi$ と $\omega$ をそれぞれ

$\hat{}$

と
$\hat{}$ に置き換えた式である．計算流域の両端境界 (AB, DC)

と上流境界 (AD) では撹乱の大きさは O であるとし，境界条件を

$\hat{}=0$ , $\hat{}=0$ (10)

とする．下流境界 (BC) の流出条件にはゾンマーフェルト放射条件，

$\frac{}{}+c\frac{}{}=0$ , $\frac{}{}+c\frac{}{}=0$ (11)

を用いる．ここで，位相速度 $c$ には下流境界における主流速度 $\overline{}=\partial\overline{}/\partial y$ を採る．
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23 数値計算法

角柱を過ぎる流れの全体不安定性・対称定常流の波束型撹乱に対する対流不安定
性および絶対不安定性を調べるため，ここでは非定常流 $(\psi, \omega)$ の数値シミュレー
ション対称定常流 $(\overline{}, \overline{})$ の数値計算・波束型撹乱 $(\hat{},\hat{})$ の数値シミュレーショ
ンを行う．全ての数値計算において，計算領域は図 1の計算領域 ABCD のように
とり，その大きさは $d=1,$ $L=10,$ $L=40,$ $W=19$ と採る．この計算領域を
有限間隔 $\Delta x=0.1$ と $\triangle y=0.1$ で $x$ 方向および $y$ 方向にそれぞれ離散化し，空
間微分を 2次精度の中心差分で近似する．また，数値シミュレーションにおいて
は，時間 $t$ を有限間隔ムオで離散化し，流れ場の時間発展を求める．
非定常解 $(\psi, \omega)$ の数値シミュレーションでは，渦度輸送方程式 (1) とボアソン方

程式 (2) を初期値境界値問題として数値的に解く．渦度輸送方程式の時間微分項
は 2次精度のアダムスバッシュフオース法で近似する．時間間隔 $\triangle t$ は $\triangle t=10$

とする．ボアソン方程式の解法には加速緩和法 (SOR法) を用いる．ボアソン方程
式の解は，連続する 2回の反復計算において各格子点での $\psi$ の相対誤差が計算
領域の全ての領域で $10$ 以下になったときに収束したと判定する．
安定性解析の主流である定常解 $(\overline{},\overline{})$ は，定常渦度方程式とボアソン方程式を

SOR法を用いて数値的に解いて求める．定常渦度方程式の解は，連続する 2回の
反復計算において各格子点での $\overline{}$ の相対誤差が計算領域の全ての領域で $10$ 以

下になったときに収束したと判定する．また，ボアソン方程式の解は，連続する 2
回の反復計算の

$\overline{}$

の相対誤差が計算領域の全ての領域で $10$ 以下になったと
きに収束したと判定する．
撹乱 $(\hat{},\hat{})$ の時間的空間的変化を調べるために，線形撹乱方程式 (9) とボア
ソン方程式を数値的に解く．線形撹乱方程式の時間微分項は 2次精度のアダムス．
バッシュフオース法で近似する．時間増分 $\triangle t$ は $\triangle t=10$ とする．ボアソン方
程式の解は，連続する 2回の反復計算において

$\hat{}$

の相対誤差が計算領域の全て
の領域で $10$ 以下になったときに収束したと判定する．

3.計算結果

3.1局所安定性

物体後流の安定性に関するこれまでの多くの研究では，実験や数値計算で求め
た円柱または角柱後方 $3d<\sim x<\sim 5d$ の範囲の速度分布を用いて，平行流近似し
た流れをオアゾンマーフェルト方程式に代入してその安定性が調べられてきた．
このとき，通常は実数の波数 $k$ を与え，複素角振動数 $\omega$ を求める．複素角振動
数 $\omega$ と複素線形増幅率 $\sigma$ との間には $\sigma=-i\omega$ の関係がある．流れが絶対不安定
となるのは，${\rm Im}[\omega]>0$ で，$d{\rm Re}[\omega]/dk=0$ (群速度が $0$ ) となるときである．こ
こでも，後で述べる全体安定性やインパルス応答との比較のため，数値的に求め
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た定常解 $(\overline{}, \overline{})$ の角柱後方の各位置 $x$ における流れ $\overline{}(x, y)$ の $y$ 方向速度分布
$U(y)\equiv\overline{}(x, y)$ を主流としてその線形安定性を調べる．ただし，解くのはオア
ゾンマーフェルト方程式ではなく，線形撹乱方程式 (9) であり，初期撹乱 (初期条
件 $)$ としては，ある 1点 Po $=(30,0)$ において $t=[0$ ,0.001 $]$ の間だけパルス的な外

乱 $\hat{}=0.01$ (この点では対称流は $\overline{}=0$ である) を与え，観測点 $P=(10,0)$ に

おいて撹乱の時間発展を調べる．このように，観測点よりも下流側に撹乱を与え
るのは流れの対流不安定性ではなく絶対不安定性を調べるためである．撹乱は波
束を形成し，増幅または減衰しながら下流だけでなく，上流へも伝播する．その
波束の振幅の変化より撹乱の絶対不安定増幅率 $\sigma$ を評価し，ウェイクの局所安定
性を判定する．

(a)

$x$

(b)

40 45 50 55 60
$Re$

図 2: 局所不安定性．(a) 線形時間増幅率 $\sigma$ , $Re=50$ . $(b)$ 絶対不安定領域と対
流不安定領域の境界．口: 可，絶対不安定領域と対流不安定領域の境界．$+:x$ , 双

子渦長さ．

レイノルズ数 $Re=50$ における撹乱の (局所) 絶対不安定増幅率 $\sigma$ を各位置 $x$

の関数として描くと図 2(a)のようになる．この図より，$Re=50$ においては角柱

直後の領域 $x\leq\overline{}=3.93d$ は (局所) 絶対不安定領域であり，これより下流では局
所対流不安定である．同様にして，$40\leq Re\leq 60$ の範囲で，(局所) 絶対不安定領
域と (局所) 対流不安定領域の境界位置 $\overline{}$ を評価して図に表すと図 2(b) のように

なる．この図には，それぞれのレイノルズ数における角柱後方の双子渦の長さ $x$

も合わせて示した．図 2(b) から，境界位置醍は，レイノルズ数の増加とともに
下流側へ移動し，(局所) 絶対不安定領域は大きくなることが分かる．また，その
大きさは双子渦の大きさより少し大きい．次節で説明するように流れが全体不安
定性となる臨界レイノルズ数 $Re=46.2$ では $\overline{}\sim 3.7d$ であり，オアゾンマー
フェルト方程式を用いたこれまでの研究 [10,13] で得られた絶対不安定領域につい
ての結果 $(Re=56$ で砺 $\sim 3.5d)$ とほぼ一致している．しかし，物理的な考察に
よれば，絶対不安定領域の出現と全体不安定性の発生が一致すべきと思われるの
で，全体安定となるレイノルズ数においても (局所) 絶対不安定領域が存在するの

8



は，流れの平行性の仮定による誤差であると考えられる．

32全体安定性

前節では，平行流を仮定して絶対不安定増幅率を評価したが，ここでは非平行
な対称定常解 $(\overline{}, \overline{})$ を主流とし，線形撹乱方程式 (9) を適当な初期条件および境
界条件のもとに数値シミュレーションを行い撹乱の増幅率 $\sigma$ を評価する．全体不
安定性を調べるには特に外乱を与える必要はなく，適当な初期条件のもとで線形
撹乱方程式を解くことにより最大増幅率あるいは最小減衰率をもつモードが生き
残り，自然遷移における撹乱の固有関数が得られる．こうして求めた全体不安定
撹乱の増幅率 $\sigma$ は図 3(a) のようになり，全体不安定となる臨界レイノルズ数は
$Re=46.2$ となる．

(a)

$Re$

(b)

$v$

40 45 50 55 60
$Re$

図 3: 全体不安定性．(a) 線形増幅率 $\sigma$ . $(b)$ 分岐図．

流れの分岐を調べるために，元の非線形方程式 (1) と (2) を適当な初期条件と境
界条件のもとで解く．こうして求めた分岐図が図 3(b) である．この図では，角柱後
方の点 $(x, y)=(1,0)$ における $y$ 方向流速 $v$ を振動流の振幅を表す物理量として
採用し，各レイノルズ数における平衡状態での流速の最大値 $V$ と最小値 $v$

が描かれている．臨界レイノルズ数 $Re$ 近傍では $(v-v)\propto(Re-Re)$
の関係が成り立っており，この分岐は (超臨界) ホップ分岐であると判別できる．ま
た，臨界レイノルズ数は $Re=46.2$ となる．当然ではあるが，渦度輸送方程式
を解いて得られた臨界レイノルズ数 $Re$ は線形撹乱方程式を解いて得られた $Re$

とよく一致する．
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33 インパルス応答

定常対称流の (非平行) 対流不安定性と絶対不安定性を調べるため，平行流近似
の場合と同様に定常流中の角柱下流の 1点 $P=(35,0)$ において $t=[0$ ,0.001$]$ の

間だけパルス的な外乱 $\hat{}=0.01$ を与え，撹乱の時間発展を調べる．後で詳しく
説明するように，撹乱は初期に音波 (音速は無限大) として瞬時に上流へ伝わった
後，波束を形成して下流へ伝播する．ここではまず，2つの定点 $P=(10,0)$ と

$P=(20,0)$ において撹乱の振幅の変化を観察する．図 4(a) は全体不安定性の臨
界レイノルズ数 $Re$ よりも大きなレイノルズ数 $Re=50$ における，$P$ 点および
P2点で観測した撹乱

$\hat{}$

の振動振幅
$\hat{}$

(実線) と
$\hat{}$

(破線) である．初期に与
えた撹乱が減衰した後 (AB および $AB$ ),

$\hat{}$

と
$\hat{}$

は急速に増加し (BC および
$BC)$ , その後一定の増幅率で増加し続ける (CD および $CD$ ). 定点 $P$ と P2にお
いて振動振幅が指数関数的に増幅するので流れは (非平行) 絶対不安定である．な
お，初期撹乱を与えた時刻と，撹乱の振幅が一定の増幅率で増加し始める時刻に
差があるのは (AC および $AC$ ), 角柱直後の (非平行) 絶対不安定領域で増幅され
た撹乱が観測点まで移流する時間 $(\triangle t\sim 6-7)$ が必要なためであり，このことは
上流側で観測した

$\hat{}$

よりも下流側で観測した
$\hat{}$

の方が撹乱の振幅が一定の
増幅率で増加し始める時刻が遅いことからも明らかである．

(a)

$\hat{}$

$t$ $t$

図 4: $x$ 軸上の
$\hat{}$

の振幅．$x=35$ にインパルスを与えた場合．実線: $\hat{},$ $x=10$ .
破線: $\hat{},$ $x=20$ . $(a)Re=50$ , 絶対不安定．(b) $Re=40$ , 対流不安定．

一方，図 4(b) から明らかなように，亜臨界レイノルズ数 $Re=40$では，
$\hat{}$

と
$\hat{}$

は初期に与えた撹乱が減衰した後 (EF および $EF$ ), 撹乱の振幅は増加し
(FG および F’G’), その後一定の増幅率で減少し続ける (GH および G’H’). このこ
とは $Re=40$ のとき $P$ と P2で流れは (非平行) 絶対安定であることを示してい
る．また，上流側で観測した

$\hat{}$

と下流側で観測した
$\hat{}$

を比較すると，
$\hat{}$

の方が
$\hat{}$

より大きく，減少に転じる時刻も遅い．これは，波束の振幅が成長す
るので (非平行) 対流不安定であるが，波束は成長しながら流れ去ることを示して
いる．このような性質は流れ場のすべての点で見られるので，亜臨界レイノルズ
数 $Re=40$ における流れは全ての領域で対流不安定である．
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(a)

図 5: $x$ 軸上の
$\hat{}$

の空間分布．$x=35$ にインパルスを与えた場合．$Re=50$ . (a)
フェーズ 1, $t=[0,10]$ . $(b)$ フェーズ 2, $t=[10,50]$ .

次に，撹乱
$\hat{}$

の空間分布の時間変化を詳しく見ることにより，波束の形成と伝
播を調べる．超臨界レイノルズ数 $Re=50$ においては，$x$ 軸上での

$\hat{}$

の空間分
布は図 5(a) と 5(b) のようになる．図 5(a) $(t=[0,10]$ :フェーズ 1 $)$ のように，撹乱
を与えた直後 $t=0.1\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\llcorner$

-
$F$は，撹乱は下流側だけではなく上流側の角柱近傍にも音

波 (無限大の位相速度をもつ圧力波) として伝播し，その後は減衰しながら下流へ
移流する．その後，図 5(b) $(t=[10,200]$ :フェーズ 2 $)$ のように，$t=10$ において

は，角柱から離れた領域 $(x\geq 10)$ にまだ十分減衰していない初期撹乱が残ってい

るが，角柱近傍 $(x\simeq 5)$ には初期撹乱とは別のピークが生じる．この角柱近傍の
撹乱の振幅は，時間とともに大きくなっている．これは，(非平行) 絶対不安定領
域で撹乱が増幅されているためであり，31節で求めたように，$Re=50$ における

(局所) 絶対不安定領域は角柱直後に存在し，(局所) 絶対不安定領域と (局所) 対流
不安定領域の境界位置が $\overline{}=3.93$ であったことに対応している．また，$t=10$

のとき角柱近傍にある波束の前縁は，時間とともに下流に移流している $(t=20$ で

$x\simeq 17,$ $t=30$ で $x\simeq 26,$ $t=40$ で $x\simeq 35)$ . これらの結果より，絶対不安定で
ない領域に与えられた撹乱は圧力波として瞬時に (非平行) 絶対不安定領域に伝わ
り，そこで振動が持続的に自己励起し，増幅された撹乱が下流に伝播することに
より流れが全体不安定となることが分かった．また，撹乱を与える点や観測点を
変えて調べても同様の結果が得られるので，撹乱を与える点の局所安定性は，全
体安定性には影響を与えないことも分かった．すなわち，角柱直後に振動を自己
励起する絶対不安定領域が存在し，それにより流れが全体不安定となっている構
造は平行流近似の結果と同じである．
一方，亜臨界レイノルズ数 $Re=40$ においては，平行流近似では角柱直後に (局

所 $)$ 絶対不安定領域が存在する $($図 $2(b))$ にもかかわらず，(局所) 絶対不安定領域で
撹乱が増幅され続けることがなく，流れ場全体で撹乱は対流不安定である．このこ
とは，(局所) 絶対不安定領域の存在は全体不安定の十分条件ではないことを示して
おり，Chomaz et $al.[18]$ による 1次元のモデル方程式による研究や，Monkewitz[19]
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による平行流近似による線形安定性の研究結果と一致している．しかし，ここで
定義した (非平行) 絶対不安定領域の出現は全体不安定性が生じるための必要十分
条件となるだろうと推測される．

34振動源の推定

これまでの多くの研究では，カルマン渦列が発生するレイノルズ数では，有限
の大きさの (局所) 絶対不安定領域が振動源となっていると考えられてきた．しか
し，平行流近似によって求めた (局所) 絶対不安定領域が，非平行流中におけるカ
ルマン渦列の振動源と一致するかどうかについては十分明らかではない．平行流
近似によって求めた (局所) 絶対不安定領域は非平行性を考慮しても本当に振動源
となっているのだろうか．この節では振動源の領域を推定する．

$x$

図 6: 下流側の領域を局所対流不安定な平行流で置き換えた流れ

ここでは，図 6のように，数値計算により求めた定常対称流 $(\overline{},\overline{})$ のうちある

位置 $x$ より下流側の領域 $x\leq x$ を (局所) 対流不安定な平行流で置き換えた主流
を考える．非平行流が平行流に滑らかに接続するよう，平行流 $U(y)$ の速度分布に
は非平行流の $x$ における $y$ 方向速度分布 $u(x, y)$ を用いる．本来非平行流であ
る物体後流では物体直後の速度分布は大きな速度欠損をもち，下流に行くにした
がって速度欠損が回復する．一方，平行流は速度欠損が回復しないので，平行流
の増幅率は非平行流の増幅率より大きくなる可能性がある．しかし，ここでの置
き換えには対流不安定な平行流を用いるので，この部分の (局所) 絶対不安定性の
増幅率は負であり振動源となることはない．したがって，$x\leq x$ を平行流で置き
換えた流れの全体安定性が絶対不安定であれば $x\leq x$ の範囲に振動源があると
考えることができる．(局所) 絶対不安定領域 $0\leq x\leq$ 可に振動源があるかどうか
を調べるために，$x$ が砺にできるだけ近い値となるように，また，平行流が対流
不安定となるように，$x$ には $x=$ 可 $+\delta x$ を採る (図 2(a)参照，$\delta x\ll 1$ ).
このようにして，全体不安定性に対する臨界レイノルズ数 $Re$ よりも大きなレ

イノルズ数において，$x\leq x$ の領域を対流不安定な平行流で置き換えた流れの全
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体安定性を調べると (32節参照), この流れ場は絶対不安定であることが分かった．
すなわち，$Re\geq Re$ では，$x\leq x$ には振動源はなく，平行流近似によって求め
た (局所) 絶対不安定領域 $0\leq x\leq\overline{}\simeq x$ に振動源が存在すると推定できる．こ
れまでにも説明してきたように，非平行性を考慮に入れて評価すれば (非平行) 絶
対不安定性領域の発生が全体不安定性の臨界点を決定すると考えられる．このこ
とを具体的に証明することが今後の課題である．
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