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1 Introduction

本稿では非線形自己回帰モデルのイノベーション密度の推定を考え，いくつかの応用例
を与える．なお，本稿は著者の論文 (Estima,tion of the innovation density of nonlinear
autoregressive models with applications“, Hiroshima Statistical Research Group Tech-
incal Report TR09-05の要約 (r\’esum\’e) である．証明および詳細な議論に関しては，上
記のテクニカルリポートを参照されたい．$p$ 次の自己回帰 (AR) モデルは

$X_{t}=m’(X_{t-1}, \ldots, X_{t-p};\theta)+e_{t},$ $t=0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$
$\ldots$ , (1.1)

で定義される．ここで，$\theta=(\theta_{1)}\ldots, \theta_{q})$ は未知パラメータ，$\Theta\subset \mathbb{R}^{q}$ $F$はパラメータ空

間 ( $\mathbb{R}^{q}$ のボレル可測集合), $m$ : $\mathbb{R}^{p}\cross\Thetaarrow \mathbb{R}$ は自己回帰関数，{et} は i.i. $d$ . の確率変

数列で，すべての $t$ に関して $e_{t}$ は $\{X_{t-k}, k\geq 1\}$ と独立とする．考える問題は $e_{t}$ の密
度 $f$ の推定である．
まず，$e_{t}$ が観測可能であるなら，問題は簡単であり，良く知られているようにカー

ネル推定量

$f_{n}(u_{0})= \frac{1}{n}\sum_{t=1}^{n}K_{h_{t}},(e_{t}$ 一如

を用いればよい．ここで，$u_{0}\in \mathbb{R}$ は任意の標本点、 $K(\cdot)$ カーネル関数 (確率密度関数),
$h_{n}>0$ はバンド幅で $K_{h_{n}}(u)=h_{n}^{-1}K(u/h_{n})$ である．観測可能なデータに対するカーネ
ル推定量の性質は良く知られている．Fan and Yao (2005) の 5章などが良い参考とな

るだろう．もちろん，実際は $e_{t}$ は観測できないので，$f$ を推定する一つの自然な方法

として，$e_{t}$ の代わりに残差を用いることが考えられるだろう．いま，$\theta$ の $\sqrt{}$一致推定
量 $\hat{\theta}$ が与えられたとする．以下では，標本は $\{X_{-p+1}, \ldots, X_{n}\}$ とする．このとき，モ
デル (1.1) の残差は $\text{\^{e}} t=X_{t}-m(X_{t-1};\hat{\theta})$ , ただし $X_{t-1}=(X_{t-1}, \ldots, X_{t-p})$ , で与えら

れる．残差に基づく $f$ のカーネル推定量は

$\hat{f}_{n}(u_{0})=\frac{1}{n}\sum_{t=1}^{n}K_{h_{n}}(\hat{e}_{t}-$ 如

で与えられる．

ところで，いま $\hat{e}_{t}$ は $e_{t}$ の代わり (proxy) として用いているのでだから，$\hat{f}_{n}$ は $f_{n}$ に

何らかの意味で “近い” ことが予想される．そこで，本稿では $\hat{f}_{n}$ とんの間の一様距離
$\Vert\hat{f}_{n}-f_{n}\Vert_{\infty}$ $:= \sup_{uo\in \mathbb{R}}|\hat{f}_{n}(u_{0})-f_{n}(u_{0})|$ の収束レート考える．類似の問題に取り組ん
だ論文として，Liebscher (1999) と $M\ddot{u}$ller et al. (2005) がある．前者は，適当な条件の
もとで，$\mathbb{R}$ の任意のコンパクト集合上での一様収束レートが $0_{a.s}.\{(nh_{n})^{-1/2}\}$ となるこ
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とを示した．一方，後者は $\hat{f}_{n}$ と $f_{n}$ の間の重み付 $L_{1}$ ノルムの収束レートを考察してい
る．ただし，本稿で扱われている問題はいずれの論文においても含まれない．
本稿の目的は $\Vert\hat{f}_{n}-f_{n}\Vert_{\infty}$ の収束レートに関するより sharp な結果を導くことであ

り，本稿の結果は Liebscher (1999) で得られた結果をいくつかの観点から改良してい
る．応用として，$\hat{f}_{n}$ の exact な一様収束レート，pointwise な漸近正規性，及び，残差
に基づく Bickel-Rosenblatt 統計量の漸近分布の導出を扱う．

2 主結果

次の仮定を考える．以下，パラメータの真値 $\theta\in\Theta$ は固定とする．

(Al) $\{X_{t}\}$ は狭義定常で指数 $\beta$ ミキシング

(A2) 真値 $\theta$ はパラメータ空間 $\Theta$ の内点．

(A3) $(x, \theta)\mapsto m(x;\theta)$ はボレル可測; ボレル可測な関数 $M(x)$ が存在して，$\theta$ の近

傍の点 $\theta$ に対して，$|m(x;\theta)-m(x;\theta)|\leq M(x)\Vert\theta-\theta\Vert$ が成り立つ．また，
$E[M^{2}(X_{t-1})]<\infty$ である．

(A4) イノベーション密度 $f$ は有界で，$\lambda$ 次 H\"older 連続である．ただし，$\lambda\in(0,1]$ .
(A5) カーネル関数 $K(\cdot)$ はリプシッツ連続な密度関数であって，

$\int_{-\infty}^{\infty}|uK’(u)|du<\infty$ . (2.1)

を満たす．

(A6) $\hat{\theta}$ は $\theta$ の $\sqrt{}$一致推定量である．

さまざまなミキシングの概念とその基本的な性質に関しては，Fan and Yao (2005)
の 26節が参考になる．実際は，指数 $\beta$ ミキシングという仮定は必要以上に強いが，簡
単のためこの仮定をおく．なお，Liebscher (1999) も同様の仮定を置いている．条件
(A5) を満たすカーネルの例として，Gaussian, Epanchnikovkaカーネルがある．コン
パクトなサポートを持つリプシッツ連続なカーネルなら条件 (A5) を満たすことに注意
する．また，リプシッツ連続であることと，(2.1) より $K(\cdot)$ は $\mathbb{R}$ 上で有界変動である
ことに注意．非線形 ARモデルのパラメータ推定に関する論文はたくさんあるが，例
えば Klimko and Nelson (1978), Tistheim (1986), Koul (1996) などが参考になる．
次の定理が本稿の主結果である．

Theorem 2.1. 条件 $(A1)-(A6)$を仮定する．また，$\{r_{n}\},$ $\{h_{n}\}$ を

$h_{n}arrow 0,$ $r_{n}arrow\infty,$ $\frac{n^{3/2}h_{n}^{2}}{r_{n}^{2}\log n}arrow\infty$ (2.2)

を満たす数列とする．このとき，$\Vert\hat{f}_{n}-f_{n}\Vert_{\infty}=o_{p}(r_{n}^{-1})+O_{p}(n^{-1/2}h_{n}^{\lambda-1}\wedge 1)$が成り立つ．
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Remark 2.1. 条件 (A6) を次の条件

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\sqrt{\frac{n}{\log\log n}}\Vert\hat{\theta}-\theta\Vert\leq$ const.) a.s. (2.3)

に取り換えれば，上記の定理の概収束バージョンが得られる．Liebscher (1999) は (2.3)
を条件として仮定している．また，Liebscher (2003) は (2.3) が成り立つための十分条
件を調べている．

Theorem 2.1の証明の概略を述べる．A $(X_{t-1)}\cdot\theta)=m(X_{t-1};\theta)-m(X_{t-1;}\theta)$ とお

く．$f_{n}(u_{0)} \theta)=n^{-1}\sum_{t=1}^{n}K_{h_{n}}(e_{t}-u_{0}-\triangle(X_{t-1}, \theta))$ と定めると，差 $\hat{f}_{n}(u_{0})-f_{n}(u_{0})$ は

$\hat{f}_{n}(u_{0})-f_{n}(u_{0})=[\{f_{n}(u_{0},\hat{\theta})-E[f_{n}(u_{0}, \theta)]|_{\theta=\hat{\theta}}\}-\{f_{n}(u_{0}, \theta)-E[f_{n}(u_{0}, \theta)]\}]$

$+\{E[f_{n}(u_{0}, \theta)]|_{\theta=\hat{\theta}}-E[f_{n}(u_{0}, \theta)]\}$

と分解される . $\hat{\theta}$ が $\sqrt{}$一致であることに注意して，第一項を経験過程の手法を使って
評価する．ただし，データが i.i. $d$ . ではないので，Yu (1993, 1994) のように，Eberlein
(1984) の補題を用いて，もともとのデータ系列を独立なブロック系列に置き換える．ブロ
ック系列に対して，対称化と “squre root trick” を用いて確率を評価する，ということを行
う．詳細はテクニカルリポートを参照のこと．第二項は非確率的な写像 $\theta\mapsto E[f_{n}(u_{0}, \theta)]$

にのみ依存しているので評価は難しくない．

3 応用

本節では，Theorem 2.1のいくつかの応用例を考察する．

Exact な一様収束レート : 観測可能なデータに対するカーネル推定量の exact な一
様収束レートに関しては Silverman (1978), Stute (1984), Deheuvels (2000), Einmahl
and Mason (2000, 2005), Gin\’e and Guillou (2002) などを参照．ここでは，Gine and
Guillou (2002) の結果を紹介する．いま，$K(\cdot)$ は有界でコンパクトなサポートを持ち，
関数族 $\mathcal{K}=\{e\mapsto K((e-u_{0})/h) :u_{0}\in \mathbb{R}, h>0\}$ は pointwise measurable (van der.
Vaart &Wellner (1996) を参照) であって，Euclidean (Nolan and Pollard (1987) を参
照 $)$ とする．また，$f$ は $\mathbb{R}$上有界で一様連続であるとする．このとき，Gin\’e and Guillou
(2002) の Theorem 3.3より，

$h_{n}\downarrow 0,$ $nh_{n}\uparrow\infty,$ $\frac{nh_{n}}{|\log h_{n}|}arrow\infty,$ $\frac{|\log h_{n}|}{\log\log n}arrow\infty$ ,

であるなら，

$narrow\infty hm\sqrt{\frac{nh_{n}}{2\log h_{n}^{-1}}}\Vert f_{n}-E[f_{n}(\cdot)]\Vert_{\infty}=\Vert K\Vert_{2}\Vert f\Vert_{\infty}^{1/2}$ a.s., (3.1)

となることが分かる．ただし，$\Vert K\Vert_{2}^{2}=\int_{-\infty}^{\infty}K^{2}(u)du$ である．この結果を鑑みて，次の

$p\lim_{narrow\infty}\sqrt{\frac{nh_{n}}{2\log h_{n}^{-1}}}\Vert\hat{f}_{n}-E[f_{n}(\cdot)]\Vert_{\infty}=\Vert K\Vert_{2}\Vert f\Vert_{\infty}^{1/2}$ (3.2)
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が成り立つような条件を考えよう．いま，$\Vert\hat{f}_{n}-f_{n}\Vert_{\infty}$が無視できるようにするためには，
$r_{n}=\sqrt{nh_{n}/\log h_{n}^{-1}}$ となればよ $4^{\backslash }$ . このとき，(2.2)の最後の条件は，$n^{1/2}h_{n}\log h_{n}^{-1}/\log narrow$

$\infty$ であれば満たされる．また，$K(\cdot)$ が連続で有界変動であるなら，$\mathcal{K}$ に関する条件が

成り立つことも分かるから，次の命題を得る．

Proposition 3.1. 条件 $(A1)-(A6)$を仮定する．ただし，条件 $(A4)$ で $\lambda\in[1/2,1]$ とす

る．$K(\cdot)$ がコンパクトなサポートを持ち，

$h_{n}\downarrow 0,$ $nh_{n}\uparrow\infty,$ $\frac{|\log h_{n}|}{\log\log n}arrow\infty,$ $\frac{n^{1/2}h_{n}\log h_{n}^{-1}}{\log n}arrow\infty$,

であるならば，(3.2) が成り立つ．

Pointwise な漸近正規性 :Pointwiseな漸近正規性が成り立つための条件も，上記の
ような手順で見つけることができる．ここでは，結果のみ述べる．

Proposition 3.2. $u0\in \mathbb{R}$を固定する．条件 $(A1)-(A6)$を仮定する．ただし，条件 $(A4)$

で $\lambda\in(1/2,1]$ とする．このとき，$h_{n}arrow 0$ かつ $n^{1/2}h_{n}/\log narrow\infty$ならば，

$\sqrt{nh_{n}}\{\hat{f}_{n}(u_{0})-E[f_{n}(u_{0})]\}arrow dN\{0, f(u_{0})\Vert K\Vert_{2}^{2}\}$

が成り立っ．

残差に基づく Bickel-Rosenblatt統計量の漸近分布 : 最後の応用例として，残差に基
づく Bickel-Rosenblatt統計量の漸近分布を考える．いま，$f$ は $\mathbb{R}$上で正かつ連続とす

る．次の統計量を考える:

$\hat{M}_{n}=(nh_{n})^{1/2}\sup_{u_{0}\in[0,1]}|\hat{f}_{n}(u_{0})-E[f_{n}(u_{0})]|/\sqrt{f(u_{0})}$,

$M_{n}=(nh_{n})^{1/2} \sup_{uo\in[0,1]}|f_{n}(u_{0})-E[f_{n}(u_{0})]|/\sqrt{f(u_{0})}$ .

Bickel and Rosenblatt (1973) は Theorem 3.1において，彼らの条件 Al-(b), A2, A3の

もとで，$h_{n}=$ const. $\cross n^{-\delta},$ $0<\delta<1/2$ なら，

$P((-2\log h_{n})^{1/2}(\frac{M_{n}}{\Vert K\Vert_{2}}-d_{n})<x)arrow\exp\{-2\exp(-x)\}$ , (3.3)

where
$d_{n}=(-2 \log h_{n})^{1/2}+\frac{1}{(-2\log h_{n})^{1/2}}(\log\frac{1}{2\pi}\frac{||K’||_{2}}{||K||_{2}})$

となることを示した．$\hat{M}_{n}-M_{n}=0_{p}\{(-\log h_{n})^{-1/2}\}$ とするには，Theorem 2.1において

$r_{n}=(-nh_{n}\log h_{n})^{1/2}$ とすればよい．このとき，(2.2) の最後の条件は $h_{n}=$ const. $\cross n^{-\delta}$

with $0<\delta<1/2$ に対して満たされる．条件 (A5) は Bickel and Rosenblatt (1973) の

条件 Al-(b) を含意する．Bickel and Rosenblatt (1973) の条件 A3の最初の部分は $f$ が

リプシッツ連続で $f’/f^{1/2}$ が有界なら満たされる．従って，次の命題を得る．
Proposition 3.3. 条件 $(A1)-(A6)$ を仮定する．ただし，条件 $(A4)$ は $\lambda=1$ に対して

成り立つとする (すなわち，$f$ はリプシッツ連続とする). さらに，$f$ は正であって，
$f’/f^{1/2}$ は有界，$u^{2}K(u),$ $u^{2}K’(u)$ は可積分とする．このとき，$h_{n}=$ const. $\cross n^{-\delta}$ with
$0<\delta<1/2$ であるならば，(3.3) において $i\downarrow/I_{n}$ を $\hat{M}_{n}$ に取り換えたものが，すべての
$x$ に対して成り立つ．
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4 例

本節ではいくつかの具体的なモデルに対して，Theorem 2.1の条件を確かめる．具体
的には線形な ARモデル，閾値自己回帰モデル (TARモデル) (Tong and Lim, 1980),
指数 ARモデル (EXPAR モデル) (Ozaki, 1980; Haggan and Ozaki, 1981) および対

数変換された ARCH モデル (Engle, 1982) を扱う．

Example 4.1 (線形 ARモデル). 次の線形 ARモデルを考える :

$X_{t}=\theta_{1}X_{t-1}+\cdots+\theta_{p}X_{t-p}+e_{t}$ .

ここで，$\theta=(\theta_{1}, \ldots, \theta_{p}),$ $\{e_{t}\}$ は平均ゼロ，分散有限の i.i. $d$ . の確率変数列とする．こ
のとき，$q=p,$ $m(x;\theta)=\theta_{1}x_{1}+\cdots+\theta_{p}x_{p}$ である．AR 過程の定常 (因果性) 条

件は Brockwell and Davies (1991) の Theorem 3.1.1で述べられている : 特性多項式
$\theta(z)=1-\theta_{1}z-\cdots-\theta_{p\sim^{p}}\vee$ が単位円内 $\{z\in \mathbb{C}:$ 同 $\leq 1\}$ で零点を持たないなら，AR方
程式は定常解 $X_{t}= \sum_{j=0}^{\infty}aje_{t-j}$ をもち，係数 $aj$ は指数的に減衰する．もし，さらに $e_{t}$

が密度を持つなら，$\{X_{t}\}$ は指数 $\beta$ ミキシングとなることが知られている．条件 (A3) は
$1\downarrow l(x)=\Vert x\Vert$ とすれば満たされる．条件 (A6) に関しては，Brockwell and Davies (1991)
などを参照．

Example 4.2 (TARモデル). 閾値が既知の次の TARモデルを考える :

$X_{t}=\theta_{1}X_{t-1}I(X_{t-1}\leq 0)+\theta_{2}X_{t-1}I(X_{t-1}>0)+e_{t}$ .

ここで，$\theta=(\theta_{1}, \theta_{2})$ は $\theta_{1}\neq\theta_{2}$ を満たし，$\{e_{t}\}$ は平均ゼロ，分散有限の i.i.d. の確率

変数列とする．このとき，$p=1,$ $q=2,$ $m(x;\theta)=\theta_{1}xI(x\leq 0)+\theta_{2}xI(x>0)$ であ

る．過程 $\{X_{t}\}$ は $\theta_{1}<1,$ $\theta_{2}<1,$ $\theta_{1}\theta_{2}<1$ かっ $e_{t}$ が正の密度を持つとき条件 (Al) をみ

たすことが知られている (An and Huang (1996) の Example3.1を参照). 条件 (A3) は

$M(x)=$ 囮とすれば満たされる．条件 (A6) に関しては，適当な正則条件のもとで，例
えば条件付最小二乗推定量が $\sqrt{}$一致推定量となる．

Example 4.3 (EXPARモデル). 次の EXPARモデルを考える :

$X_{t}=\{\theta_{1}+\theta_{2}\exp(-\theta_{3}X_{t-1}^{2})\}X_{t-1}+e_{t}$ .

ここで，$\theta=(\theta_{1}, \theta_{2_{i}}\theta_{3}),$ $\theta_{3}>0$ であって，$\{e_{t}\}$ は平均ゼロ，分散有限の i.i.d. の確率変

数列とする．このとき，$p=1,$ $q=3,$ $m(x;\theta)=\{\theta_{1}+\theta_{2}\exp(-\theta_{3}x^{2})\}x$ である．過程
$\{X_{t}\}$は，$|\theta_{1}|<1$ かつ $e_{t}$ が正の密度を持つとき条件 (Al) を満たすことが知られてい
る (An and Huang (1996) の Example 3.2を参照). 条件 (A3) は適当な定数 $C>0$ に

対して，$M(x)=C|x|$ とすれば満たされる．条件 (A6) に関しては，Tjstheim (1986)

が上記の条件のほかに $E[e_{t}^{6}]<\infty$ を仮定すれば，条件付最小二乗推定量が $\sqrt{}$一致と

なることを示している．
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Example 4.4 (対数変換された ARCH 過程). 最後の例は，GARCH モデルに対する
LAD 推定を提案した Peng and Yao (2003) が動機となっている．次数 $P$ の ARCH は

$Y_{t}=\sigma_{t}\epsilon_{t},$ $\sigma_{t}^{2}=\theta_{0}+\sum_{j=1}^{p}\theta_{j}Y_{t-j}^{2}$

で与えられる．ただし，$\theta_{j}>0(j=0, \ldots,p)$ であり，$\theta=(\theta_{0}, \ldots:\theta_{p}),$ $\{\epsilon_{t}\}$ は平均ゼ

ロ，分散有限の i.i. $d$ . の確率変数列とする．通常は，$\epsilon_{t}$ を $E[c_{t}^{2}]=1$ と基準化して，ガウ
シアン擬最尤推定量 (QMLE) を用いることが多い．ガウシアン QMLE の漸近的な性

質は，Weiss (1986), Hall and Yao (2003) などによって研究されている．一方，Peng
and Yao (2003)は，$\epsilon_{t}^{2}$ のメディアンが 1となるような基準化を考えた．この基準化の
下で，彼らは LAD型推定量

$\hat{\theta}_{LAD}=\arg\min_{\theta}\sum_{t=1}^{n}|\log Y_{t}^{2}-\log(\theta_{0}+\sum_{j=1}^{p}\theta_{j}Y_{t-j}^{2})|$

を提案した．この LAD推定量のガウシアン QMLE に対する利点は，LAD推定量が $\epsilon_{t}$

に関するより弱いモーメント条件のもとで漸近正規性が成り立つことがあげられる．実

際，LAD推定量は $E[\epsilon_{t}^{2}]<\infty$ なる条件のもとで漸近正規であるのに対して，ガウシア
ン QMLE は $E[|\epsilon_{t}|^{d}]=\infty$ with $2<d<4$ なるとき漸近正規とはならず収束レートも

$\sqrt{}$ よりも遅いことが知られている (Hall and Yao (2003) を参照). 正則条件のもと

で，$\sqrt{}(\hat{\theta}_{LAD}-\theta)$ の漸近分布は

$\sqrt{}(\hat{\theta}_{LAD}-\theta)arrow dN[0, \Sigma/\{4f^{2}(0)\}]$

となることが示される．ここで，$f$ は $\log\epsilon_{t}^{2}$の密度であり，$\Sigma$ に関しては Peng and Yao
(2003) を参照．従って，LAD に基づいて統計的推測を行う場合は $f(0)$ を推定する必要

がある．また，LAD 推定量は $\log\epsilon_{t}^{2}$ がラプラス分布を持つときの最尤推定量に対応し

ているので，$\log\epsilon_{t}^{2}$ の分布がラプラス分布に近いかどうかの検定は興味のあるところで
ある (Huang et al. (2008) を参照).

ところで，$X_{t}=\log Y_{t}^{2}$ と変換すれば，$\{X_{t}\}$ は $e_{t}=\log\epsilon_{t}^{2}$ をイノベーションに，
$m( x;\theta)=\log\{\theta_{0}+\sum_{j=1}^{p}\theta_{j}\exp(x_{j})\}$ を自己回帰関数に持つ非線形 ARモデルに従う
ことが分かる．従って，前節までの結果を $f$ の統計的推測に用いることが可能である．
もともとの過程 $\{Y_{t}\}$ は $( E[\epsilon_{t}^{2}])^{1/2}\sum_{j=1}^{p}\theta_{j}<1$ であって $\epsilon_{t}$ が $0$ を含む区間上で正の密度
を持てば，定常かつ指数 $\beta$ ミキシングとなるとなることが知られている (Carrasco and
Chen (2002) を参照) ので，同じ条件のもとで，過程 $\{X_{t}\}$ は条件 (Al) を満たす．条件
(A3) は $M(x)=$ const で満たされる．条件 (A6) に関しては，すでにいくつか紹介した．
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