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1. はじめに

マイクロアレイデータや $MRI$データにみられるように，データの次元数 $d$ が標

本数 $n$ よりも遥かに大きな高次元小標本 (HDLSS) データが，情報化の進展に伴い，
ますます増えてきている．一方，高次元データに従来の統計手法を用いると，いわ
ゆる次元の呪いによって解析が上手くいかないことが，先行研究によって数多く
報告されている．例えば，低次元空間への次元縮約法の一つに主成分分析 (PCA)
がある．HDLSS データにおいて，従来型の PCA が推定に不一致性を起こすこと
は，Hall et al. (2005), Ahn et al. (2007), Muller et al. (2009), Jung and Marron
(2009) によって報告されている．
彼らが扱った高次元固有値モデルは，基本的には，Johnstone (2001), Baik et al.

(2005), Paul (2007), Baik and Silverstein (2006) と同様のもので，モデルに正規性，
もしくは，それに類する厳しい制約条件が課されている．また，彼らの研究では，
推定に一致性を回復させるための方法論については，解決されないままであった．
それに対して，Yata and Aoshima (2009) は，正規性の仮定を外したより柔軟なモ
デル設定のもと，従来型の PCA が一致性を回復するための条件を導いている．
本研究では，Yata and Aoshima $(2010ab)$ に基づいた HDLSS データに対する新
しい PCA 手法であるノイズ掃き出し法とクロスデータ行列法について考察する．
HDLSS データにおいて，どちらの手法も従来型の PCA による推定を改良するも
のになっている．本研究で，これらの手法に対して漸近的性質を新しく導出し，理
論的，かつ，数値的に比較し，各手法の有効な適用条件を考察する．

2. ノイズ掃き出し法による PCA の改良

平均が $0$ , 共分散行列が $\Sigma$ の $d$次元分布をもつ母集団から，$n$ 個のデータベク

トルを無作為に抽出して，データ行列 $X_{(d)}$ : $d\cross n=[x_{1(d)}, \cdots , x_{n(d)}]$ を定義する．

ただし，$d>n$ と仮定する．$\Sigma_{d}$ の固有値を $\lambda_{1(d)}\geq\cdots\geq\lambda_{d(d)}\geq 0$ とし，適当な直
交行列 $H_{d}=[h_{1(d)}, \cdots, h_{d(d)}]$ で $\Sigma_{d}=H_{d}\Lambda_{d}H_{d}^{T},$ $\Lambda_{d}=$ diag$(\lambda_{1(d)}, \cdots , \lambda_{d(d)})$ と

分解する．そのとき，$Z_{(d)}=A_{d}^{-1/2}H_{d}^{T}X_{(d)}$ を定義し，$Z_{(d)}=[z_{I(d)}, \cdots, z_{d(d)}]^{T}$ ,
$z_{i(d)}=$ $(z_{i1(d)}, \cdots , z_{in(d)})^{T}$ と表記する．ただし，$Z_{(d)}$ の成分は，4次モーメントが
一様有界になることを仮定する．今後，次元数を意識して付した添え字 $d$ は省い
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て表記する．さらに，$n(d)$ を $d$ に依存する標本数 $n$ とし，$n(d)=d^{\gamma}$ とおく．ただ
し，$\gamma>0$ である．
いま，$\Sigma$ の固有値に次のモデルを仮定する．

$\lambda_{i}=a_{i}d^{\alpha_{i}}(i=1, \cdots, m)$ , $\lambda_{j}=c_{j}(j=m+1, \cdots, d)$ . (2.1)

ここで，$a_{i}(>0),$ $c_{j}(>0),$ $\alpha_{i}(\alpha_{1}\geq\cdots\geq\alpha_{m}>0)$ は未知の実数，$m$ は未知の自
然数とする．Jung and Marron (2009) 等も同様のモデルを考えているが，彼らの
モデルには，$\alpha_{i}>1$ なる制約が課されていることに注意する．標本共分散行列を
$S=n^{-1}XX^{T}$ とする．そのとき，$S_{D}=n^{-1}X^{T}X$ は正の固有値を共有する Dual
な標本共分散行列となる．いま，$z$ の成分について，次の条件，

$(*)z_{jk},$ $j=1,$ $\ldots,$
$d(k=1, \ldots, n)$ が互いに独立

を仮定する．ここで，$(*)$ は $z$ が正規性を有する場合を含む仮定となっていること
に注意する．そのとき，$S_{D}$ の固有値を $\hat{\lambda}_{1}\geq\cdots\geq\hat{\lambda}_{n}$ とすると，Yata and Aoshima
(2009) の Corollary 3.1 $\hslash\supset$ ら，

$\frac{\hat{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}=1+o_{p}(1)$

が主張できる．ここで収束は，

$(i=1, \cdots, m)$ (2.2)

(YA-i) $\alpha_{i}>1$ のとき $darrow\infty,$ $narrow\infty$ ;

(YA-ii) $\alpha_{i}\in(0,1]$ のとき $darrow\infty,$ $d^{1-\alpha_{i}}/n(d)arrow 0$

で保証される．この結果は，高次元データに正規性を緩めた条件 $(*)$ を仮定される

とき，従来型の PCA が一致性をもつための条件を与える．(2.2) から，$\alpha_{i}\in(0,1]$
のときに従来型の PCA が一致性をもつためには，標本数 $n$ を $n(d)$ とし，次元数
$d$ #こ依存して決めるべきだと分かる．これが，HDLSS データに対して，従来型の
PCA の適用範囲を狭めることになる原因である．
近年，Yata and Aoshima (2010b) は，条件 $(*)$ が仮定される高次元データに対
して，HDLSS の幾何学的構造に基づいた，ノイズ掃き出し法を提案した．それは
次のような新しい固有値推定を与えた:

$\acute{\lambda}_{j}=\hat{\lambda}_{j}-\frac{tr(S_{D})-\sum_{i=1}^{j}\hat{\lambda}_{j}}{n-j}$ $(j=1, \cdots, n-1)$ . (2.3)

ただし，$\acute{\lambda}_{j}\geq 0,$ $j=1,$ $\ldots,n-1$ , である．このとき，次の定理が成り立つ．

定理 1 (Yata and Aoshima, $2010b$). $Z$ に $(*)$ を仮定する．$\acute{\lambda}_{i}(i=1, \cdots, m)$

について，

$\frac{\acute{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}=1+o_{p}(1)$ .

ここで，収束は，
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(i) $\alpha_{i}>1/2$ のとき $darrow\infty,$ $narrow\infty$ ;

(ii) $\alpha_{i}\in(0,1]$ のとき $darrow\infty,$ $d^{1-2\alpha_{i}}/n(d)arrow 0$

で保証される．

上の固有値推定は，一致性をもつための条件が (2.2) よりも緩いことに注意する．

定理 $2$ (Yata and Aoshima, $2010b$) . $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ と仮定する．$Z$ に $(*)$ を仮
定する．$V(z_{ik}^{2})=M_{i},$ $i=1,$ $\ldots,$

$d(k=1, \ldots, n)$ とおく．そのとき，$\acute{\lambda}_{i}(i=1, \cdots, m)$

について，

$\sqrt{\frac{n}{M_{i}}}(\frac{\lambda_{i}\prime}{\lambda_{i}}-1)\Rightarrow N(0,1)$ .

ここで分布収束 $\Rightarrow$ は，

(i) $\alpha_{i}>1/2$ のとき $darrow\infty,$ $narrow\infty$ ;

(ii) $\alpha_{i}\in(0,1]$ のとき $darrow\infty,$ $d^{2-4\alpha_{i}}/n(d)arrow 0$

で保証される．

次に固有ベクトルの推定を考える．$S_{D}$ のスペクトル分解を $S_{D}=\Sigma_{i=1}^{n}\hat{\lambda}_{i}\hat{u}_{i}\hat{u}_{i}^{T}$

とする．そのとき，$s$ の固有ベクトルは $\hat{h}_{i}=(n\hat{\lambda}_{i})^{-1/2}X\hat{u}_{i}$ で表される．Yata and
Aoshima (2009) の Corollary 4.1 から $,$

$Z$ に $(*)$ と $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ なる仮定と前述
の (YA-i)-(YA-ii) なる条件のもとで，

Angle $(\hat{h}_{i}, h_{i})arrow 0$ $(i=1, \cdots, m)$ (2.4)

が主張できる．いま，(2.3) に基づいて $\acute{h}_{i}=(n\acute{\lambda}_{i})^{-1/2}X\hat{u}_{i}$ による固有ベクトルの
推定を考える．このとき，次の定理が成り立っ．

定理 3(Yata and Aoshima, $2010b$) . $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ を仮定する．$Z$ に $(*)$ を仮

定する．定理 1の条件 $(i)-$ (ii) のもとで，

$\acute{h}_{i}^{T}h_{i}=1+o_{p}(1)$ $(i=1, \ldots, m)$

が成り立っ．

次に，主成分スコアの推定を考える．データ $x_{j}$ の第 $i$ 主成分スコアは，$h_{i}^{T}x_{j}=$

$\sqrt{\lambda_{i}}z_{ij}(=s_{ij})$ である．いま，$S_{D}$ の固有ベクトルの成分を $\hat{u}_{i}=(\hat{u}_{i1}, \cdots,\hat{u}_{in})^{T}$ で

表せば，第 $i$ 主成分スコアは $\hat{h}_{i}^{T}x_{j}=\hat{u}_{ij}$es $(=$ 輸で推定される．Yata and

182



Aoshima (2009) の Corollary 5.1から，$z$ に $(*)$ と $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ なる仮定と前述
の $(YA-1)-(YA-ii)$ なる条件のもとで，第 $i$ 主成分スコアの平均二乗誤差 $MSE(\hat{s}_{i})=$

$n^{-1} \sum_{j=1}^{n}(\hat{s}_{ij}-s_{ij})^{2}$
$F$こ

$\frac{\Lambda lSE(\hat{s}_{i})}{\lambda_{i}}=o_{p}(1)$ $(i=1, \cdots, m)$ (2.5)

が主張できる．いま，(2.3) に基づいて $\hat{u}_{ij}\sqrt{n\lambda_{i}\prime}(=\acute{s}_{ij})$ による主成分スコアの推定
を考える．このとき，次の定理が成り立っ．

定理 4(Yata and Aoshima, $2010b$). $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ を仮定する．$Z$ に $(*)$ を仮

定する．$MSE(s_{i}’)=n^{-1}\Sigma_{j=1}^{n}(s_{ij}’-s_{ij})^{2}$ とおく．定理 1の条件 $(i)-(ii)$ のもとで，

$\frac{\Lambda lSE(\acute{s}_{i})}{\lambda_{i}}=o_{p}(1)$ $(i=1, \cdots, m)$

が成り立っ．

注意 1. $z$ に $(*)$ を仮定できない状況において，$\acute{\lambda}_{i}(i=1, \cdots, m)$ について，定理
1-4は，条件，

(YA-i’) $\alpha_{i}>1$ のとき $darrow\infty,$ $narrow\infty$ ;

(YA-ii’) $\alpha_{i}\in(0,1]$ のとき $darrow\infty,$ $d^{2-2\alpha_{i}}/n(d)arrow 0$

で保証される．

系 $1$ (Yata and Aoshima, $2010b$). 平均が $0$ でないとき，$S_{oD}=(n-1)^{-1}(X-$
$\overline{X})^{T}(X-\overline{X})$ とおく．ここで，$\overline{X}=[\overline{x}, \ldots,\overline{x}],\overline{x}=\sum_{k=1}^{n}x_{k}/n$である．そのとき，
$(S_{D}, n)$ の代わりに $(S$

。$D, n-1)$ を用いれば，上の 4つの定理が成り立っ．

3. クロスデータ行列法による PCA の改良

平均が $0$ の $d$次元分布をもつ母集団があるとする．分布は特に仮定しなくても
よい．ただし，$z$ の成分は，4次モーメントが一様有界になることを仮定して，$\Sigma$

の固有値には (2.1) のモデルを仮定する．母集団から $n$個のデータベクトルを無作
為に抽出して

$,$ データ行列 $X$ : $d\cross n$ を定義する．そのとき，Yata and Aoshima
(2009) の Theorem 3.1 から，(2.2) が主張できる．ここで収束は，(YA-i) $-(Ya-ii‘)$

で保証される．この結果から，$\alpha_{i}\in(0,1]$ のとき，HDLSS データに対して，従来
型の PCA が必ずしも一致性を保証しないことが分かる．
近年，Yata and Aoshima (2010a) は，クロスデータ行列法とよばれる新しい

$PCA$ を提唱した．標本を 2つに分割して得られるデータ行列 $X_{l}$ : $d\cross(n/2)=$

$[x_{l1}, \cdots, x_{ln/2}](l=1,2)$ を用いて，クロスデータ行列 $S_{D(1)}=(n/2)^{-1}X_{1}^{T}X_{2}$ を
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定義する．ただし，表記を簡単にするために $n$ は偶数とする．$n$ が奇数の場合は

$(n/2+1/2, n/2-1/2)$ などに分割する．いま，$S_{D(1)}$ の特異値分解を $S_{D(1)}=$

$\sum_{i=1}^{n/2}\tilde{\lambda}_{i}\tilde{u}_{i(1)}\tilde{u}_{i(2)}^{T}$ とする．ここで，$\tilde{\lambda}_{1}\geq\cdots\geq\tilde{\lambda}_{n/2}(>0)$ は $S_{D(1)}$ の特異値，$\tilde{u}_{i(1)}$

(もしくは $\tilde{u}_{i(2)}$ ) は左特異ベクトル (もしくは右特異ベクトル) である．このとき，
次の定理が成り立っ．

定理 $5$ (Yata and Aoshima, $2010a$). $\tilde{\lambda}_{i}(i=1, \cdots, m)$ について，

$\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}=1+o_{p}(1)$ . (3.1)

ここで，収束は，

(i) $\alpha_{i}>1/2$ のとき $darrow\infty,$ $narrow\infty$ ;

(ii) $\alpha_{i}\in(0,1]$ のとき $darrow\infty,$ $d^{2-2\alpha_{i}}/n(d)arrow 0$

で保証される．

上の固有値推定では，一致性をもつための条件が緩まっていることに注意する．

系 $2$ (Yata and Aoshima, $2010a$). $Z$ に $(*)$ を仮定する．そのとき，$\tilde{\lambda}_{i}(i=$

$1,$ $\cdots,$ $m)$ について，定理 1の条件 $(i)-$ (ii) のもとで，(3.1) が成り立っ．

定理 6 (Yata and Aoshima, $2010a$). $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ と仮定する．$V(z_{ik}^{2})=$

$M_{i},$ $i=1,$ $\ldots,$
$d(k=1, \ldots, n)$ とおく．そのとき，$\tilde{\lambda}_{i}(i=1, \cdots, m)$ について，定理

5の条件 $(i)-$(ii) のもとで，

$\sqrt{\frac{n}{M_{i}}}(\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}-1)\Rightarrow N(0,1)$ (3.2)

が成り立っ．

系 3(Yata and Aoshima, $2010a$). $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ と仮定する．$Z$ に $(*)$ を仮定

する．そのとき，$\tilde{\lambda}_{i}(i=1, \cdots, m)$ について，定理 2の条件 $(i)-$(ii) のもとで，(3.2)
が成り立っ．

固有ベクトルの推定には，$S_{D(1)}$ の特異値 $\tilde{\lambda}_{i}$ と特異ベクトル $\tilde{u}_{i(j)},$ $j=1,2$ に基
づく $\tilde{h}_{i}=(\tilde{\lambda}_{i}n/2)^{-1/2}(X_{1}\tilde{u}_{i(1)}+X_{2}\tilde{u}_{i(2)})/2$ を考える．

定理 7(Yata and Aoshima, $2010a$) . $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ を仮定する．定理 5の条件
$(i)-$ (ii) のもとで，

$\tilde{h}_{i}^{T}h_{i}=1+o_{p}(1)$ $(i=1, \ldots, m)$ (3.3)
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が成り立っ．

系 4(Yata and Aoshima, $2010a$). $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ を仮定する．$Z$ に $(*)$ を仮定

する．定理 1の条件 $(i)-$ (ii) のもとで，(3.3) が成り立っ．

次に，主成分スコアの推定を考える．$S_{D(1)}$ の特異ベクトルの成分を $\tilde{u}_{i(l)}=$

$(\tilde{u}_{i1(l)}, \ldots,\tilde{u}_{in/2(l)})^{T}(l=1,2)$ で表す．いま，$x_{lj}(l=1,2)$ の第 $i$ 主成分スコア

を，$S_{D(1)}$ の特異値と特異ベクトルに基づいて $\tilde{u}_{ij(l)}\sqrt{(n/2)\tilde{\lambda}_{i}}(=\tilde{s}_{ij(l)})$ で推定する

ことを考える．これ以降は，$\tilde{s}_{ij(I)}=\tilde{s}_{ij},\tilde{s}_{ij(2)}=\tilde{s}_{ij+n/2},$ $j=1,$ $\ldots,$
$n/2$ と表記する．

いま，$MSE( \tilde{s}_{i})=n^{-1}\sum_{j=1}^{n}(\tilde{s}_{ij}-s_{ij})^{2}$ とおく．そのとき，次の定理が成り立っ．

定理 8(Yata and Aoshima, $2010a$). $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ を仮定する．定理 5の条件
$(i)-$ (ii) のもとで，

$\frac{\Lambda tSE(\tilde{s}_{i})}{\lambda_{i}}=o_{p}(1)$ $(i=1, \cdots, m)$ (3.4)

が成り立っ．

系 5(Yata and Aoshima, $2010a$). $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ を仮定する．$Z$ に $(*)$ を仮定

する．定理 1の条件 $(i)-$ (ii) のもとで，(3.4) が成り立っ．

系 6 (Yata and Aoshima, $2010a$). 平均が $0$ でなければ $S_{oD(1)}=(n/2)^{-1}(X_{1}-$

$\overline{X}_{1})^{T}(X_{2}-\overline{X}_{2})$ とおく．ここで，$\overline{X}_{t}=$ $[$ ii $l,$
$\ldots,\overline{x}_{l}],\overline{x}_{l}=(n/2)^{-1}\sum_{k=1}^{n/2}x_{lk}(l=1,2)$

である．そのとき，$S_{D(1)}$ の代わりに $S$
。$D(1)$ を用いれば，上の 4つの定理が成り立

つ．

4. ノイズ掃き出し法とクロスデータ行列法の比較

ノイズ掃き出し法は，データに正規性を緩めた条件 $(*)$ を仮定できるセミパラ
メトリックな状況で有効な手法である．一方，クロスデータ行列法は母集団分布に
仮定がないノンパラメトリックな状況で有効な手法である．$Z$ に $(*)$ を仮定できな
いノンパラメトリックな状況においては，注意 1と定理 5-8より，ノイズ掃き出し
法に比べ，クロスデータ行列法における PCA の方が有効な手法といえる．次に，
条件 $(*)$ が仮定できるセミパラメトリックな状況のもとで，ノイズ掃き出し法とク
ロスデータ行列法を比較する．

いま，$Z$ に $(*)$ を仮定できるとき，定理 2と系 3より，定理 2の収束条件 $(i)-$ (ii)
のもとで固有値の漸近分布は，

$\sqrt{\frac{n}{M_{i}}}(\frac{\lambda_{i}\prime}{\lambda_{i}}-1)\Rightarrow N(0,1)$ , $\sqrt{\frac{n}{M_{i}}}(\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}-1)\Rightarrow N(0,1)$ (4.1)
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となり，漸近的に二つの固有値の推定量は同じ分布をもち，同等な推定量だとい
える．それに対して，本論文では主成分スコアの推定量における平均二乗誤差に
ついて，新たな漸近理論を導出する．
いま，ノイズ掃き出し法における主成分スコアの平均二乗誤差 $\Lambda/ISE(s_{i}’)$ につい

て，次の定理が成り立っ．

定理 9. $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ を仮定する．$Z$ に $(*)$ を仮定する．定理 2の条件 $(i)-$ (ii) の
もとで，

$\frac{MSE(\acute{s}_{i})}{\lambda_{i}}=o_{p}(n^{-1/2})$ $(i=1, \cdots, m)$

が成り立っ．

一方，クロスデータ行列法における主成分スコアの平均二乗誤差 $MSE(\tilde{s}_{i})$ につ

いて，次の定理が成り立つ．

定理 10. $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ を仮定する．$z$ に $(*)$ を仮定する．定理 2の条件 $(i)-$ (ii)
のもとで，

$\frac{MSE(\tilde{s}_{i})}{\lambda_{i}}=o_{p}((n/2)^{-1/2})=o_{p}(n^{-1/2})$ $(i=1, \cdots, m)$

が成り立っ．

それゆえ，定理 9-10より，条件 $(*)$ のもとでノイズ掃き出し法における主成分ス
コアの平均二乗誤差 $MSE(s_{i}’)$ とクロスデータ行列法のものと比較すると，$n^{-1/2}$

のオーダーまでは漸近的にどちらも O となり，等しくなる．しかしながら，クロス
データ行列法においては，$n/2arrow\infty$ なる条件のもとでの結果であることに注意す
ると，標本数 $n$ が小さくなるにつれ，主成分スコアの平均二乗誤差はクロスデー
タ行列法の方が大きくなると予想される．

5. シミュレーション

本論文では，Yata and Aoshima $(2010ab)$ に基づいた HDLSS データに対する新
しい PCA手法であるノイズ掃き出し法とクロスデータ行列法を紹介し，さらに主
成分スコアにおける漸近的性質を導出した．これらの結果により，データに正規
性を緩めた条件 $(*)$ を仮定できるセミパラメトリックな状況では，(4.1) に見られ
るように，ノイズ掃き出し法とクロスデータ行列法に基づく固有値の推定量は同
じ分布に従 $A\searrow$ 同等な推定量といえる．対して，主成分スコアの推定に関しては，
ある程度大きな標本数 $n$ のもとであれば，定理 9-10より，ノイズ掃き出し法とク
ロスデータ行列法においては，共に良い推定量といえる．一方，少ない標本数 $n$ の
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もとでは，ノイズ掃き出し法の方がクロスデータ行列法に比べ，有効な主成分ス
コアの推定量になると予想される．

それに対して，$Z$ に $(*)$ を仮定できないノンパラメトリックな状況では，クロス
データ行列法は通常の PCA に対して，有効であることが理論的に保証される．
方，ノイズ掃き出し法については，注意 1より，通常の PCA に比べても改良でき
ているとはいえない．本節では，これらをモンテカルロシミュレーションで確認
する．

下の図 1-1 (第 1固有値), 図 1-2 (第 2固有値), 図 1-3 (第 3固有値) は，$d=1600$

次元の正規乱数 $N_{d}(0, \Sigma)$ を生成して，標本数 $n\in[20,120]$ における $A:\hat{\lambda}_{i}/\lambda_{i},$ $B$ :
$\acute{\lambda}_{i}/\lambda_{i},$ $C$ : $\tilde{\lambda}_{i}/\lambda_{i}$ の値について，それぞれ 1000回のシミュレーション実験を行 $A\searrow$

その平均値をプロットしたものである．ここでは，(2.1) のモデルにおいて，パラ
メータを $\lambda_{1}=d^{4/5},$ $\lambda_{2}=d^{3/5},$ $\lambda_{3}=d^{2/5},$ $\lambda_{4}=\cdots=\lambda_{d}=1$ と設定した．

$\hat{\lambda}_{1}/\lambda_{1}$

図 1-1. 第 1固有値
$\hat{\lambda}_{3}/\lambda_{3}$

$\hat{\lambda}_{2}/\lambda_{2}$

図 1-2. 第 2固有値

図 1-3. 第 3固有値

これらの図から分かるように，固有値の推定について，B と C で与えた固有値の
推定量 $\acute{\lambda}_{i},\tilde{\lambda}_{i}$ が通常の固有値の推定量 $\hat{\lambda}_{i}$ に比べ，良い推定量になっている．ここ
で，$\acute{\lambda}_{i}$ と $\tilde{\lambda}_{i}$ は推定に大きな差がなく，同等な推定量だといえる．さらに，下の図
2-1 (第 1固有値の分散), 図 2-2 (第 2固有値の分散), 図 2-3 (第 3固有値の分

散 $)$ は，A: $\hat{\lambda}_{i}/\lambda_{i}B$ : $\acute{\lambda}_{i}/\lambda_{i},$ $C$ : $\tilde{\lambda}_{i}/\lambda_{i}$ の値について，先ほどのシミュレーション
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実験における不偏分散の値をプロットしたものである．
$V(\hat{\lambda}_{1}/\lambda_{1})$

図 2-1. 第 1固有値の分散
V(え 3/$\lambda$3)

$v(X_{2}/\lambda_{2})$

図 2-2. 第 2固有値の分散

図 2-3. 第 3固有値の分散

C で与えたクロスデータ行列法に基づく推定では，標本を 2分割して推定量を定義
するので，$\lambda_{i}$ の推定が Aや $B$ と比べて不安定になるのではと危惧される．しかし
ながら，これらの図から分かるように，第 1固有値から第 3固有値の何れも，A, B
と C による推定の分散は，ほぼ等しくなっている．それは (4.1) からも各推定量の
分散が漸近的に等しくなることは理論的に正しい結果であり，その安定した挙動
がシミュレーションで確認されたということである．
次に図 3-1 (第 1主成分スコア), 図 3-2 (第 2主成分スコア), 図 3-3 (第 3主成

分スコア) は各主成分スコアの平均二乗誤差，A : $MSE(\hat{s}_{i})/\lambda_{i},$ $B$ : $MSE(\acute{s}_{i})/\lambda_{i}$ ,
$C$ : $MSE(\tilde{s}_{i})/\lambda_{i}$ の値について，それぞれ 1000回のシミュレーション実験を行い，
その平均値をプロットしたものである．
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$MSE(\hat{s}_{1})/\lambda_{1}$ $MSE(\hat{s}_{2})/\lambda_{2}$

図 3-1. 第 1主成分スコア 図 3-2. 第 2主成分スコア
$MSE(\hat{s}3)/\lambda_{3}$

図 3-3. 第 3主成分スコア

この結果から，ノイズ掃き出し法の方がクロスデータ行列法により，有効に主成
分スコアを推定できることが数値的にも保証された．特に少ない標本数において，
ノイズ掃き出し法が有効だといえる．
次にデータに $(*)$ が仮定できない非正規分布のもとで，シミュレーション実験を

行う．平均 $0$ , 共分散行列 $\Sigma$ , 自由度 $\nu$ の $d=1600$ 次元の $t$ 分布の乱数を生成す
る．下の図 4-1 (第 1固有値), 図 4-2 (第 2固有値), 図 4-3 (第 3固有値) は標
本数 60, 自由度 $\nu\in[5,25]$ における $A:\hat{\lambda}_{i}/\lambda_{i},$ $B$ : $\acute{\lambda}_{i}/\lambda_{i},$ $C$ : $\tilde{\lambda}_{i}/\lambda_{i}$ の値について，
それぞれ 1000回のシミュレーション実験を行い，その平均値をプロットしたもの
である．ここで，$\Sigma$ }こ，$\lambda_{1}=d^{4/5},$ $\lambda_{2}=d^{3/5},$ $\lambda_{3}=d^{2/5},$ $\lambda_{4}=\cdots=\lambda_{d}=1$ と設
定した．
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図 4-1. 第 1固有値
$\hat{\lambda}_{3}/\lambda_{3}$

図 4-2. 第 2固有値

図 4-3. 第 3固有値

いま，自由度 $\nu$ が大きくなるにつれ，$t$ 分布は正規分布に近づくことに注意をする
と，これらの図から分かるように，自由度が小さく，正規分布から離れた分布にお
いては，クロスデータ行列法がノイズ掃き出し法に比べて，良い推定になってい
る．自由度 $\nu$ が大きく，正規分布に近い分布においては，ノイズ掃き出し法も良い
推定量を構築できていることが分かる．
次に図 5-1 (第 1主成分スコア), 図 5-2 (第 2主成分スコア), 図 5-3 (第 3主成

分スコア) は各主成分スコアの平均二乗誤差，A : $MSE(\hat{s}_{i})/\lambda_{i},$ $B$ : $MSE(\acute{s}_{i})/\lambda_{i}$ ,
$C$ : $MSE(\tilde{s}_{i})/\lambda_{i}$ の値について，それぞれ 1000回のシミュレーション実験を行い，
その平均値をプロットしたものである．
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$MSE(\hat{s}_{1})/\lambda_{1}$ $MSE(\hat{s}_{2})/\lambda_{2}$

$0.020.040.060080.100.120.14... \frac{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\downarrow_{-}}^{\backslash }B^{\backslash _{\backslash }}.\cdot\backslash _{\backslash }\backslash \backslash _{\backslash _{\sim}}\backslash _{\backslash }.arrow A\uparrow^{\backslash }\backslash c_{t_{\backslash _{1\vee^{---\cdot\cdot\sim-.\cdot\cdot\cdot--\sim-\cdot\cdot\vee-}\cdot-\cdot\bullet\cdot\wedge\wedge\wedge-------\bullet}}}\backslash \vee^{\backslash }..-..-.-.\sim\wedge-\simeq..-\approx.r}{510152025}v$

図 5-1. 第 1主成分スコア 図 5-2. 第 2主成分スコア
$MSE(\hat{s}_{3})/\lambda_{3}$

図 5-3. 第 3主成分スコア

この結果から，クロスデータ行列法の方がノイズ掃き出し法に比べ，特に正規分
布から離れた分布においては，主成分スコアを良く推定できることが確認された．
今回の結果を含め多くの実験結果から，HDLSSデータに対して，ノイズ掃き出
し法は，データが正規性を有するような状況で有効な手法だといえる．それに対
して，クロスデータ行列法は，非正規性のもとで有効な手法だといえる．本研究に
おいて，母集団分布に正規分布，もしくは，それに近い分布が仮定することが出
来るのであれば，ノイズ掃き出し法を用いることを推奨する．それに対して，母
集団分布が非正規分布，もしくは，分布が仮定できないノンパラメトリックな状
況であれば，クロスデータ行列法を用いることを推奨する．

Appendix

Appendix を通して，$z_{1i}=(z_{i1}, \ldots, z_{in/2})^{T},$ $z_{2i}=(z_{in/2+1}, \ldots, z_{in})^{T}(i=1, \ldots, m)$

とし，

$\tilde{z}_{i}=(||n^{-1/2}z_{i}||)^{-1}n^{-1/2}z_{i}$ , $\tilde{z}_{i’i}=(||(n/2)^{-1/2}z_{i’i}||)^{-1}(n/2)^{-1/2}z_{i’i}$

$(i’=1,2;i=1, \ldots, m)$
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とおく．

次の補題は Yata and Aoshima (2010ab) から得る．

補題 1 $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ と仮定する．$z$ に $(*)$ を仮定する．そのとき，定理 2の条
件 $(i)-$ (ii) のもとで，

$\frac{\acute{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}=||n^{-1/2}z_{i}||^{2}+o_{p}(n^{-1/2})=1+o_{p}(1)$ , $\hat{u}_{i}^{T}\tilde{z}_{i}=1+o_{p}(n^{-1/2})$ $(i=1, \ldots, m)$

が成り立っ．

補題 2 $\lambda_{1}>\cdots>\lambda_{m}$ と仮定する．$Z$ に $(*)$ を仮定する．そのとき，定理 2の条
件 $(i)-$ (ii) のもとで，

$\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}=(||(n/2)^{-1/2}z_{1i}||)(||(n/2)^{-1/2}z_{2i}||)+o_{p}((n/2)^{-1/2})=1+o_{p}(1)$,

$\tilde{u}_{i(i)}^{T}\tilde{z}_{i’i}=1+o_{p}((n/2)^{-1/2})$ $(i’=1,2;i=1, \ldots, m)$

が成り立っ．

定理 9の証明 いま，$i(=1, \ldots,m)$ において，次のように表記できる

MSE$( \acute{s}_{i})=\lambda_{i}n^{-1}\sum_{k=1}^{n}(z_{ik}-\sqrt{n\frac{\lambda_{i}\prime}{\lambda_{i}}}\hat{u}_{ik})^{2}$

$= \lambda_{i}(n^{-1}\sum_{k=1}^{n}z_{ik}^{2}+\frac{\acute{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}\sum_{k=1}^{n}\hat{u}_{ik}^{2}-2\sqrt{\frac{\lambda_{i}^{J}}{\lambda_{i}}}\frac{z_{i}^{T}}{\sqrt{n}}\hat{u}_{i})$

$= \lambda_{i}(||n^{-1/2}z_{i}||^{2}+\frac{\acute{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}-2||n^{-1/2}z_{i}||\sqrt{\frac{\lambda_{i}\prime}{\lambda_{i}}}\tilde{z}_{i}^{T}\hat{u}_{i})$ .

このとき，補題 1より，定理 2の条件 $(i)-$ (ii) のもとで，

MSE$(\acute{s}_{i})/\lambda_{i}=2||n^{-1/2}z_{i}||^{2}-2||n^{-1/2}z_{i}||^{2}\sqrt{1+o_{p}(n^{-1/2})}+o_{p}(n^{-1/2})=o_{p}(n^{-1/2})$

を得る． ロ
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定理 10の証明 いま，$i(=1, \ldots,m)$ において，次のように表記できる

$MSE(\tilde{s}_{i})$

$= \lambda_{i}n^{-1}\sum_{k=1}^{n/2}(z_{ik}-\sqrt{\frac{n\tilde{\lambda}_{i}}{2\lambda_{i}}}\tilde{u}_{ik(1)})^{2}+\lambda_{i}n^{-1}\sum_{k=n/2+I}^{n}(z_{ik}-\sqrt{\frac{n\tilde{\lambda}_{i}}{2\lambda_{i}}}\tilde{u}_{ik-n/2(2)})^{2}$

$= \frac{\lambda_{i}}{2}((n/2)^{-1}\sum_{k=I}^{n/2}z_{ik}^{2}+\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}\sum_{k=1}^{n/2}\tilde{u}_{ik(1)}^{2}-2\sqrt{\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}}((n/2)^{-1/2}z_{1i}^{T}u_{i(1)}))$

$+ \frac{\lambda_{i}}{2}((n/2)^{-1}\sum_{k=n/2+1}^{n}z_{ik}^{2}+\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}\sum_{k=n/2+1}^{n}\tilde{u}_{ik-n/2(2)}^{2}-2\sqrt{\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}}((n/2)^{-I/2}z_{2i}^{T}u_{i(2)}))$

$= \lambda_{i}(||n^{-1/2}z_{i}||^{2}+\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}-\sqrt{\frac{\tilde{\lambda}_{i}}{\lambda_{i}}}(||(n/2)^{-1/2}z_{1i}||\tilde{z}_{1i}^{T}u_{i(1)}+||(n/2)^{-1/2}z_{2i}||\tilde{z}_{2i}^{T}u_{i(2)}))$

(A. 1)

ここで，$narrow\infty$ のもとで，

$||(n/2)^{-1/2_{Z_{i’i}}}||=1+ \frac{1}{2}(||(n/2)^{-1/2_{Z_{i’i}}}||^{2}-1)+o_{p}((n/2)^{-1/2})$ $(i’=1,2)$ ,

$(||(n/2)^{-1/2}z_{1i}||)(||(n/2)^{-1/2}z_{2i}||)$

$= \frac{1}{2}(||(n/2)^{-1/2}z_{1i}||^{2}+||(n/2)^{-1/2}z_{2i}||^{2})+o_{p}((n/2)^{-1/2})$

$=||n^{-1/2}z_{i}||^{2}+o_{p}((n/2)^{-1/2})$

に注意し，(A.1) と補題 2より，定理 2の条件 $(i)-$ (ii) のもとで，

$MSE(\tilde{s}_{i})/\lambda_{i}$

$=2||n^{-1/2}z_{i}||^{2}-\sqrt{||n^{-1/2}z_{i}||^{2}}(1+||n^{-1/2}z_{i}||^{2})+o_{p}((n/2)^{-1/2})$

$=2||n^{-1/2}z_{i}||^{2}-(1+ \frac{1}{2}(||n^{-1/2}z_{i}||^{2}-1))(1+||n^{-1/2}z_{i}||^{2})+o_{p}((n/2)^{-1/2})$

$=2||n^{-1/2}z_{i}||^{2}-2(1+ \frac{1}{2}(||n^{-1/2}z_{i}||^{2}-1))^{2}+o_{p}((n/2)^{-1/2})=o_{p}((n/2)^{-1/2})$

を得る．$\square$
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