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1. はじめに

$X_{1},$ $X_{2},$ $X_{3},$
$\ldots$ は独立で次の同一の指数分布 $F_{XP}$」

$(\mu, \sigma)$ に従う確率変数列とする．

$f_{\mu,\sigma}(x)= \sigma^{-J}exI^{J}(-\frac{x-\mu}{\sigma})I(\prime c>1^{J_{・}})$ . (1.1)

ただし，$T(\cdot)$ は定義関数で，位置母数 $\mu\in$ $(-\infty, \infty)$ と尺度母数 $\sigma\in(0, \infty)$ はともに未知
である．任意に与えられた $d(>0)$ と $0<0<1$ に対して，無作為標本 $X_{1},$ $X_{2},$ $\ldots X_{\uparrow\iota}$ に
基づいて区間幅が $d$ , 信頼係数が 1–0: の信頼区間 $J_{n}$ を構成したい．すなわち，すべての
$\mu,$ $\sigma,$ $d,$ $;y$ に対して $P\{\mu\in I_{r\iota}.\}\geq 1-cx$ を満たす信頼区間 I2、を構成したい．

$X_{n(l)}=min\{$ $X_{1},...,X_{n}\}$ , $U_{n}$ $= \frac{1}{n-1}\sum_{j=1}^{n}$
$(X_{i} -X_{n(1)})$ for $n$ $\geq 2$ (1.2)

とおくとき，区間幅が $d$ である $\mu$ の借頼区間を $l_{n}=[X_{n(1)}-d, X_{n(1)}]$ で与える．
$n(X_{n(.1.)}-\mu)/\sigma$ は (1.1) の分布 $f_{(),1}$ に従うので，

$P\{\mu\in I_{n}\}=P\{n(X_{n(1)}-\mu)/\sigma\leq(dn/\sigma)\}$ $=$ $F(dn/\sigma$ $)$

が成り立っ．ただし，$F(x)=1-c^{-x}$ は $f_{0,1}$ の分布関数である従って，

$n\geq\alpha\sigma/d\equiv C$ with $a=\log\alpha^{-1}$ (1.3)

を満たす標本の大きさ $n$ に対して，

$P\{\mu\in l_{n}\}\geq 1-a$ for all fixed $l^{l},$ $\sigma,$
$d$ and $\alpha$

が成り立っ．ここで，$C$ を最適標本数とよぶ．$C$ には未知な尺度輝数 $\sigma$ が含まれるので $C$

を用いることができない．
$h\cdot\prime I_{11}khop_{\dot{c}t}d1_{1}y_{c}\iota y$ and Hilton [8] は位置母数 11に関する最小リスクおよび有界リスク点

推定問題に対して修圧二段階法と純逐次法を考えた．Chaturvedi and Shuklz.$\lambda[1]$ はこの問
題に対して純逐次法を提案した．$\backslash _{-}\cdot$Iukhopadliyay and Mauromoustakof:[9] は三段階法を考
えた．$\perp\backslash \cdot Iukfiopadhyay$ and $Z_{d(^{\backslash }},k(;[10]$ は 71と $\sigma$ の $]$ 次関数の有界リスク点推定問題を考え，
修正二段階法を提案した．Mukhopadhyay [3],[4] はこれらの問題についてまとめている．
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........般に，修正二段階法は Ghosh and MukhoPadhyay [2] の意味で 1次の漸近有効性をも
つが，2次の漸近荷効性をもたない．そこで，Mukhopadhyay and Duggan [6] は正規分布
$N(\mu, \sigma^{2})$ の母平均 $\mu$ の固定幅信頼区間問題に対して，$\sigma>\sigma_{l_{\lrcorner}}$ ( $\sigma_{L}>0$ は既知の定数) の仮
定の下で修正二段階法が 2次の漸近有効性をもっことを示した．さらに，被覆確率の 2次
の漸近展開を与えた．同じ問題に対して，Mukhopadhyay [5] は平均標本数および被覆確率
の高次の漸近展開を求めた．
指数分布 $E_{X,)}(\mu,, \sigma)$ において，$\sigma$ の下界 $(0<)\sigma_{L}<\sigma$ が分かっていると仮定する．

Mukhopadhyay and Duggan [7] は推定や決定理論の分野において，より - $arrow$般的な最適標
本数を考えて修正二段階法を定義し，平均標本数および被覆確率の上界の漸近展開を求め，
正規分布や指数分布などへの応用を扱った．本論文では指数分布 $E_{1}(\mu\sigma)$ の位置母数 $\mu$

の固定幅信頼区間問題に対して，$\backslash _{\wedge}\cdot$Iukhopadhyay and Duggan [7] の修正二段階法を考え，
平均標本数および被覆確率の高次の漸近展開を与えることである．

2. 修正二段階法

$X_{1},$ $X_{2},$ $X_{3},$
$\ldots$
は (1.1) の確率密度関数をもつ，独立な確率変数列とする．ここで，$\sigma>\sigma_{L}$

を満たす下界 $\sigma_{I_{J}}(>0)$ は既知であると仮定する。Mukhopadhyay amd Duggan [7] は次の修
正二段階法を定義した．
第 1段階

$m=m(d)= \max\{m_{0},$ $[ \frac{a\sigma_{L}}{d}]^{*}+1\}$ . (2.1)

ただし，$rn_{0}(\geq 2)$ は前もって与えた整数，$[x]^{*}$ は．$\acute{}$l$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ より小さい最大整数である．

第 2段階
無作為標本 $X_{1},$

$\ldots,$
$X_{7n}$ を用いて (12) の $lI_{m}$ を計算し，

(2.2)$N=N(d)= \max\{m,$ $[ \frac{b_{m}U_{m}}{d}]^{*}+1\}$

を求める．ただし，$b_{m}$ は自由度 2, $2(m-1)$ の $F$-分布 $F_{2,2(m-1)}$ の上側 100$\alpha$ % 点である．こ
のとき，大きさ $N$ の無作為標本 $X_{1},$ $X_{2},$ $\ldots X_{N}$ に基づいて $\mu$ の信頼区間を

$1_{N}=[X-d,Y_{N(1)}]$

で与える．(2.1), (22) から次の基本不等式が醇かれる．

$\frac{b_{m}U_{m}}{d}\leq N\leq mI(N=m)+\frac{l_{J_{m}}.U_{m}}{d}+1$ ,

$\frac{b_{m}U_{\gamma\prime l}}{a\sigma}\leq\frac{N}{C^{Y},}\leq\frac{md}{c\iota\sigma}f(N=m)+\frac{b_{rr\iota}U_{n?}}{a\sigma}+C^{-1}$ (2.3)

次の補題は第 1段階で標本抽出が停止する確率に関する結果である．

補題 2.1. 任意の整数 $k\geq 0$ に対して

$P(N=\uparrow n.+k)=O(h^{m-1})$ as $darrow 0$
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が成り立つ．ただし，$h=(\sigma_{L}/\sigma)\exp\{1-(\sigma_{L}/\sigma)\}\in(0,1)$ である．

さて，(2.1), (22) で定義された修正二段階法について 1次の漸近有効性および一致性
をもっ定理が次で与えられる．証明は補題 2.1を朋いる．

定理 2.1.
(1) $N/C\underline{as}_{\grave{J}}1$ as $darrow 0$

(2) $E(N/C^{\gamma},)arrow 1$ as $darrow 0$ (1次の漸近有効性)
(3) $l^{\ddot{J}}\{\mu\in l_{A^{r}}\}\geq 1-\alpha$ for all fixed $\mu_{\}}\sigma,$

$d$ aaid $\alpha$ C・致 $|$生)

3. 高次漸近展開

$E(N-C)$ および被覆確率 $P\{l^{1.\in}I_{N}\}$ の下界および上界の漸近展開を与える．この定
理から (2.1), (2.2) の修正二段階法は Ghosh and Mukhopadhyay $[2$」の意味での 2次の漸近
衛効性をもつことがわかる．次の定理は $E(N-C)$ の 3次の漸近展開を与える．

定理 3.1. (3次の漸近有効性)

$r\prime 0+\eta_{1}C^{-1}+o(C!^{-1})\leq E(N-C)\leq(\cdot rlo+1)+\eta_{1}C^{-1}+o(C^{-1})$ as $darrow 0$ .

ただし，

$\eta 0--\frac{a}{2!}(\frac{\sigma}{\sigma_{f_{\lrcorner}}})$ , $l \iota^{-}--\cdot\frac{a^{2}}{3!}(\frac{\sigma}{\sigma_{l}})^{2}$

従って，修正二段階法は Ghosh and Mukhopadhyay [2] の意味で 3次の漸近有効性をもつ．

注意 3.1. $h:Iukhopadhyay$ and Duggan 「 $7$ ] は次の漸近展開を与えた．

$7|0+0((_{ノ}^{-\tau-1/2})\leq E(N-C)\leq(7|0+1)+o(C^{-1/2})$ as $darrow 0$ .

このことから，修正二段階法は Ghobh and MIukhopadhyay [2] の意味で 2次の漸近脊効性
をもつ．

次の定理は $N-C$ の漸近正規性を与えている．

定理 32. (漸近正規性)

$c^{\gamma}\prime^{-1/\supset}arrow(N-C^{1})$ $arrow^{\mathcal{D}}N(0, \sigma/\sigma_{L})$ as $darrow 0$ .

被覆確率 $P\{\mu\in l_{N}\}$ の上界の高次漸近展開は次の定理で与えられる．

定理 33. (高次漸近展開)
七分小さい $d$ #こ対して

$1-()’\leq P\{\mu\in I_{N}\}\leq 1-\alpha\cdot-\vdash_{d}\prime 1_{0U}(.\cdot-\dagger-\Lambda,C,\cdot,.2\vdash\Lambda(..’\cdots$ト$\cdot o(C^{-2})$ (3.1)
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が成り立っ．ただし，$c\iota$ は (1.3) で与えられ，

$A_{iU}= \frac{\alpha a}{i!}(a^{2}\frac{\sigma}{\sigma_{L}})^{i/2}$ $(i=0,1,2)$

$s\backslash$ 意注意 3.2. Mukhopadfiyay alid Duggan [7] は次の 2次の漸近展開を与えた．

$1-\alpha+o(C^{-1})\leq P\{\mu\in l_{N}\}\leq 1-\alpha+A_{0tJ}C^{-1}+o(C^{-1})$ as $darrow 0$ .

4. シミュレーション結果

$\mu=0,$ $\sigma=1,$ $rr\iota_{0}=10$ として 10万回の繰り返しを行ってその平均を取り，$E(N)$ を
$\overline{n}$で，$E(N-C)$ を万一 $C^{\gamma}$, で近似した．ただし，オーダー $o(\cdot)$ の項は無視した．$L_{1},$ $U_{1}$ と
$L_{2},$ $\zeta I_{2}$ はそれぞれ定理 3.1と定理 33の下界と上界を表す．すなわち，

$L_{1}=\eta_{1}$ ノ, $U_{1}=(r)_{0}-\vdash 1)+\eta JC^{-1}$ ,
$L_{2}=1-\alpha$ , $U_{2}=1-\alpha+\Lambda_{01J}C^{-1}+\Lambda_{1}{}_{U}C^{-3/2}+\Lambda_{2t},C^{-2}$ .

Table. $Exp(0,1),$ $1-\alpha=0.95,$ $\sigma_{L}=0.5$ (上段), $\sigma_{L}=0.8$ (下段)

このシミュレーションでは $\sigma_{L}=0.8$ の方が $\sigma_{L}=0.5$ より真の $\sigma=1$ に近いので，平均標
本数万が少なく，かつ $U_{2}$ の値が小さい (被覆確率のより良い近似) という意味で，$\sigma_{L}=0.8$
の場合の修正二段階法が $\sigma_{L}=0.5$ に比べてより良いことがわかる．
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5. 定理 3.1と定理 33の証明

次の結果は $F$-分布 $\Gamma_{2,2(\gamma\}\iota-1)}\forall$ の上側 100 $\alpha$ % 点 $b_{m}$ の $(\lambda^{J\backslash }$の収束の速さに関する結果で
ある．

$b_{r,\iota}= c\iota+\frac{a^{2}}{2(-m.-1)}+\frac{a^{3}}{6(m-1)^{2}}+o(m^{-2})$ as $marrow\infty$ . (5.1)

次の記号を用いる．

$T=ly_{rn}U_{m}/d,$ $\prime 9’=[T]^{\star}\cdots|\cdots 1-T,$ $l_{rr\iota}^{7}=2(m-1)U_{m}/\sigma$ . $l_{m}\sim---|y_{m}/a$

alld $r_{rr1}$. $= \frac{(!}{2(m-1)}+\frac{(x^{2}}{6(m-1)’\sim)}+o(7n^{-2})$ .

(2.3), (5.1), $Y_{7\eta}\sim\chi_{(\sim m-1)}^{2}$ を用いると，次の結果が得られる．
$(N-C_{ノ}^{-\prime})l(N>\uparrow n)=\{.(T-C)+S\}I(N>rn),$ $0\leq S\leq 1$ ,

$T-$. $Cl_{n\iota} \frac{2_{rr\iota}’}{2(m.-1)}$ , 硫 $=1+7_{m}$ ,

$C^{-k}\Gamma i_{j}(T^{k})=l_{rr1}^{k}$ . $\frac{(m-])(m-1+].)\cdots(m-].+k-1)}{(m-1)^{k}}$ and

$l_{r,\iota}^{A}=1+ \frac{ka}{2(m-1.)}+\frac{k(3k+1).a^{2}}{24(m.-])\sim)}+o(d^{2})$ for $k_{-}--\cdot\cdot 1,\cdot 2,$ $\cdots$ . (5.2)

(2.1.) から，ある $0<d_{0}<r\iota\sigma_{L}/m_{0}$ が存在して，すべての $0<d<d_{0}$ に対して

$a\sigma_{L}/d\leq\uparrow n\leq(a\sigma_{L}/d)+],$ $d/(a\sigma_{L})\leq(m-1)\ldots..1\leq d/(a\sigma_{L})+d^{2}/(a\sigma_{L})^{2}+o(d^{2})$,

$(m-1)^{-2}=d^{2}/(a\sigma_{L})^{2}+o(d^{)}arrow)$ . (5.3)

が成り立つ．

(5.2), (5.3) を用いると，以下の補題が証明できる．ただし，$0<d<d_{0}$ は十分小さいと
する．

補題 5.1.

$\frac{]}{2\sigma_{L}}d+\frac{1}{6\sigma_{1,}^{2}}d^{2}\cdot\cdot\}\cdot\cdot o(d^{2})\leq C^{-1}E(N-C)\leq(\frac{1}{2\sigma_{L}}\cdot\cdot\{\cdots\frac{1}{(\lambda\sigma})d\cdots|\cdots\frac{1}{6\sigma_{L}^{2}}d^{2}\cdot+o(d^{2})$ .

補題 52.

$\frac{1}{a\sigma_{1}}d-\frac{2}{a\sigma\sqrt{a\sigma_{J_{\lrcorner}}}}cl^{3/2_{-\cdot\{-\frac{0^{2}+\prime-1a}{4a^{2}\sigma_{L}^{2}}d^{)}}^{}}arrow\cdots\dagger\cdots o(d^{2})$

$\leq C^{\gamma-2}E(N-C)^{2}$

$\leq\frac{1}{a\sigma_{L}}d\cdot+\frac{2}{a\sigma\sqrt{a\sigma/_{\lrcorner}}}d^{3/2}\cdots\{-\cdot\cdot(\frac{(a+2)^{2}}{4a^{2}\sigma_{L}^{2}}-{\}\cdots\frac{1}{a^{\underline{)}}\sigma^{2}})d^{2}\cdots\{\cdots o(d^{2})$.

補題 53.

$\frac{3(\iota.+.4}{2a^{)}\sim\sigma^{\frac{.?}{L}}}d^{\underline{)}}+o(cf^{2})\leq C^{-3}\Gamma_{\lrcorner}\prime(N-C^{\gamma})^{3}\leq(\frac{3a+4}{2a^{2}\sigma^{\frac{}{L},}}+\frac{3}{a^{2}\sigma\sigma_{L}})d^{2}+o(d^{\underline{)}})$ .
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補題 54.

$C^{-4}J_{\lrcorner^{\prec^{1}}}(N-C)^{4}= \frac{3}{0^{2}\sigma_{l}^{2}}d^{2}+o(d^{2})$ and $C^{-\backslash }$
) $E[e^{-aW}(N-C)^{5}]=o(d^{\sim^{2}})$ .

ただし，$W$ は (5.4) で与えられる確率変数である。

定理 3.1の証明

補題 5.1からすぐに導ける．

定理 33の証明

(3.1) の左辺は定理 2.1 (3) から成り立つ．(3.1) の右辺を示す．$g(x)=e^{-ax}$ for $x\geq 0$

とおくと，
$P\{\mu\in I_{N}\}=1-E[g(N/C)]$

が成り立つ．$g(N/C)$ を 1の周りでテイラー展開すると

$P\{l^{l}\in l_{N}\}$

$=1-\alpha+\alpha$ $a$ $C^{-1}E(N-C^{\gamma})- \frac{\alpha a^{arrow})}{2}C^{-2}\Gamma_{\lrcorner’}(N-C)^{2}+\frac{\alpha a^{:}}{6}C^{-3}E(N-C)^{3}$

$- \frac{\alpha a^{4}}{24}C^{-4}E(N-C)^{4}+\frac{a^{5}}{5!}C^{-r_{)}}E[e^{-aW}(N-C)^{\backslash }r_{)}]$ (5.4)

ただし，$\dagger l^{l}$

. は $|\dagger\eta\nearrow-1|<|N/C-1|$ を満たす確率変数である．(1.3), (5.4) と補題 5.1から
補題 54を用いると，

$P\{\mu\in I_{N}\}$ $\leq$ $1- \alpha+\alpha a\{(\frac{1}{2\sigma_{L}}+\frac{1}{a\sigma})d+\frac{1}{6\sigma_{l}^{2}}d^{2}\}$

$- \frac{\alpha a^{\sim})}{2}(\frac{1}{a\sigma_{L}}d-\frac{2}{c\iota\sigma\sqrt{a\sigma_{L}}}cl^{3/2}+\frac{a^{2}+4a}{4a^{2}\sigma_{L}^{2}}(l^{2})$

$+ \frac{()’.a^{l}\backslash }{6}(\frac{3a.+4}{2a^{\supset}\sim\sigma_{L}^{2}}+\frac{3}{c\iota^{2}\sigma\sigma_{L}})d^{2}-\frac{\alpha a^{4}}{24}(\frac{3}{a^{2}\sigma_{l,}^{2}}(f^{2})\cdot+o((f_{c}^{2})$

$=$ $1- \alpha+\frac{\alpha}{\sigma}d+\frac{\alpha\sqrt{a}}{\sigma\sqrt{\sigma_{L}}}d^{3/2}+\frac{\alpha a}{2\sigma\sigma_{L}}d^{2}+o(cl^{\underline{)}})$

$=$ $1-\alpha+A_{0L^{\gamma}}C^{-1}+A{}_{1U}C^{-3/2}+44{}_{2U}C^{-2}+o(C^{-2})$ .

これで (3.1) の右辺が証明された．
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