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概要

当研究では、インフルエンザ流行の際に行われる代表的な防疫対策のーつである学級閉鎖が感染症の流行に与える効
果を考慮した数理モデルとして、特にその隔離効果の不完全さに着目した多状態感染症モデルを構築し、その各定常解の
大域的安定性に関する結果を得た。その為の手法としては近年考案されたグラフ理論的な方法に対して最大値関数を併
用する手法が採られ、最終的に基本再生産数 $R_{0}$ が 1以下であれば感染症の無い定常状態が大域的漸近安定となり、 1よ
り大ならば感染症の蔓延している (エンデミックな)定常状態が大域的漸近安定となることが示される。

1 導入

2009年 5月から 2010年 3月にかけての A 型 HINI 型のウイルスによる新型インフルエンザの世界的な大
流行は記憶に新しい [1]。インフルエンザ流行に対する代表的な防疫対策としてはワクチン政策と隔離政策が
挙げられるが、特に 2009年の新型インフルエンザ流行の様に既存のワクチンが効力を持たない感染症に対し
ては、 それに有効なワクチン開発を待っ間ワクチン接種以外の対策に頼らざるを得ない状況となる。 特にイン
フルエンザの様にその流行の中心が若年層である ([2]) 感染症に対しては、隔離政策の一種としての学級閉鎖
はその流行を抑える上で重要な効果をもたらすと考えられ、その影響の大きさを数理モデルを用いて推量する
ことは興味深い問題である。 しかし一方で学級閉鎖は、感染者を隔離するという本来の意味での隔離政策とは
異なり、病気に未だ感染していない個人をも隔離する試みであるため、その閉鎖期間中に元気な生徒が街へ出
歩くなどという問題が起こる傾向にあり、 必ずしも十分な隔離による防疫効果が得られているとは考え難い。
以上の点を踏まえて、 当研究では感受性 (未感染) 人 $\square$への隔離措置およびその隔離の不完全さを考慮した

感染症数理モデルを構築しその数学的性質の解析を行う。構築するモデルは年齢や居住地域などによる各個体
毎の状態の異質性を考慮する上で有用となる多状態モデルであり、 その定常解の安定性解析はそうでないモ
デルに対するものと比較して複雑となることが知られている。特に感染症が生き残る状況を意味するエンデ
ミックな平衡点の大域的安定性は、近年 Guo et al.[3] らによってグラフ理論を利用した証明手法が確立される
までは、 SIS モデルなどの多状態モデルを除いては、未解決な問題であった。 その手法は多状態 SEI モデル
([4])、離散的遅れを持つ多状態 SEIR モデル ([5])、 非線形接触項 (nonlinear incidence) を持つ多状態 SEIR モ
デル ([6]) などへと応用されており、その手法の他の感染症モデルへの更なる応用可能性は現在なお興味深い
問題である。

当研究で構築される感染症モデルは、数学的にはある種のワクチン接種モデル (例えば Liu et aT. [7] を参照
されたい) を多状態に拡張したものと同様の形を持つことが分かる。そのエンデミックな平衡点の大域的安定
性の証明を行う上で、前述のグラフ理論の手法が直接適用できるかは一般に自明ではないが、 当研究では、独
自の最大値関数に関する手法を考案することでその問題を解決する。最終的な結果として、 基本再生産数 $R_{0}$

が各定常解の大域的安定性を込めた意味で完壁な閾値となること、すなわち $R_{0}\leq 1$ ならば感染症の無い平衡
点が大域的漸近安定となり、 $R_{0}>1$ ならばエンデミックな平衡点が大域的漸近安定となることが証明される。
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図 1 多状態 SQIR モデル (21) の遷移図

2 モデル

21 多状態 SQ $|$ R モデル

はじめに人 $\square$集団を以下の様な $4n$ 種の小人 $\square$に区分けする: 感受性人 $\square$ sk、隔離人 $\square$ Qk、感染人口 姦およ

び免疫獲得人口 $R_{k}$ (l $\leq$ k $\leq$ n)。但し下付きの添え字 $k$ は各人 $\square$がどの状態の集団に属しているかを表す状態

変数とする。例えば $k=1$ を女性、 $k=2$ が男性を表す状態変数とした時、 $S_{2}$ は男性の感受性人口を意味する。

時刻 $t$ における各人 $\square$の人 $\square$密度は $S_{k}(t)$
、

$Q_{k}(t)$
、

$I_{k}(t)$ および $R_{k}(t)$ と表される。 $b_{k\text{、}}\mu_{k}$ をそれぞれ状態 $k$ に

属する人口の出生率および自然死亡率とする。感染は状態の別を越えて起こると仮定され、 $\beta_{kj}$ により状態 $k$

に属する感受性人口鼻と状態 $i$ に属する感染人口乃の問の伝達係数を表し、 この時の感染力 (感受性人口の

単位時間あたり単位人口あたりの感染率 [8]$)$ は $\lambda(t)=\Sigma_{j1}=\beta_{kj}I_{j}(t)$ と表される。学級閉鎖機関中の隔離効果

の不完全さをモデルに反映させるために、隔離人 $\square$も感染人 $\square$ と接触することで感染されうると仮定し、 その

伝達係数を $\delta_{kj}$ とする。状態 $k$ に属する人口の隔離率を qk、病気からの自然回復率を篭として、 当研究では
以下の多状態 SQIR モデルを構築しその数学的性質の解析を行う (図 1):

$\{\begin{array}{ll}\frac{dS_{k}(t)}{dr}=b_{k}-\sum_{j=1}^{n}\beta_{kj}S_{k}(t)l_{j}(t)-(\mu_{k}+q_{k})S_{k}(t), \frac{dQ_{k}(l)}{dr}=q_{k}S_{k}(t)-\sum_{j=1}^{n}\delta_{kj}Q_{k}(t)1_{j}(t)-\mu_{k}Q_{k}(l), \frac{d1_{k}(t)}{d\prime}=\sum_{j=1}^{n}\beta_{kj}S_{k}(t)I_{j}(t)+\sum_{j=1}^{n}\delta_{kj}Q_{k}(t)I_{j}(t)-(\mu_{k}+1k)I_{k}(t), 1\leq k\leq n.\end{array}$ (2.1)

但しモデル (2.1) において解哉 $(t)$
、

$Q_{k}(t),$ $I_{k}(t)$ の挙動は $R_{k}(t)$ とは無関係に定まるため、 $R_{k}$ に関する微分方

程式はあらかじめ除外してある。以下当研究ではモデル (2.1) に対して各定常解の大域的安定性を中心とした

議論を行う。

22 準備

以下モデル (2.1) における各パラメータ $b_{k},\mu_{k},\beta_{kj},$ &j , $q_{k}$ ,秩は正の実定数であるとする。領域 $\Omega$ を

$\Omega:=\{(S_{1},Q_{1},J_{1}, \cdots,S_{n},Q_{n},J_{n})\in \mathbb{R}_{+}^{3n}|0<S_{k}\leq\frac{b_{k}}{\mu_{k}+q_{k}}$, $0<Q_{k} \leq\frac{q_{k}b_{k}}{\mu_{k}(\mu_{k}+q_{k})}$ , $S_{k}+Q_{k}+l_{k} \leq\frac{b_{k}}{\mu_{k}},$ $1\leq k\leq n\}$ ,

(2.2)

とする。 この時、 以下の補題が成立することが容易に分かる。
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補題 21領域 $\Omega$ は系 (21) に対して正不変である。

証明は省略する。但し領域 $\Omega$ が系 (2.1) に対し正不変であるとは、初期時刻 $t=0$ において初
期条件 $(S_{k}(O),Q_{k}(O),I_{k}(0))_{1\leq k\leq n}$ が $\Omega$ に含まれていれば、任意の時刻 $t>0$ において系 (21) の解
$(S_{k}(t),Q_{k}(t),I_{k}(t))_{1\leq k\leq n}$ が $\Omega$ に含まれることを言う。

続いて常微分方程式系 (2.1) の定常解としての各平衡点を求める。系 (2.1) の定常解は、 その各左辺を $0$ と

した連立方程式

$\{\begin{array}{ll}0=b_{k}-\sum_{j=1}^{n}\beta_{kj}S_{k}^{*}J_{j}^{*}-(\mu_{k}+q_{k})S_{k}’, 0=q_{k}S_{k}^{*}-\sum_{j=1}^{n}\delta_{kj}Q_{k}^{*}I_{j}^{*}-\mu_{k}Q_{k}^{*}, 0=\sum_{j=1}^{n}\beta_{kj}S_{k}^{*}l_{j}^{*}+\sum_{/=1}^{n}\delta_{kj}Q_{k}^{*}I_{j}^{*}-(\mu_{k}+n)l_{k}^{*}, 1\leq k\leq n,\end{array}$ (2.3)

の解 $(S_{k}^{*}, Q_{k}^{*},I_{k}^{*})_{1\leq k\leq n}$ として求められる。特に $I_{k}^{*}=0(1\leq k\leq n)$ の場合、

$(S_{k}^{*},Q_{k}^{*},I_{k}^{*})=(S_{k}^{)},Q_{k}^{0},0)=:E_{0}$ , (2.4)

として感染症の無い平衡点 $E_{0}$ が得られる。但しここにおいて碑 $=$ bk/ $($隔 $+q_{k})$ および $Q_{k}^{0}=q_{k}S_{k}^{0}/\mu_{k}$ であ
る。 $E_{0}$ は領域 $\Omega$ の境界 $\partial\Omega$ 上に常に一意に存在することは明らかである。また $I_{k}^{*}>0(1\leq k\leq n)$ である
$($環 $, Q_{k}^{*},I_{k}^{*})_{1\leq k\leq n}$ をエンデミックな平衡点と呼ぶ。領域 $\Omega$ の内部 $\Omega^{0}(=\Omega/\partial\Omega)$ におけるその存在と一意性は
後の節で議論される。

各定常解の安定性を議論する上で重要な閾値となる基本再生産数 $R_{0}$ は、 生物学的には、感受性人口のみか

らなる人口集団に典型的な一人の感染者が侵入した際に、 その感染者がその全感染期間の間に再生産する二次
感染者の期待数を意味する [8, 9]。多状態モデル (21) に対して、 $R_{0}$ は以下の次世代行列 $K[8,9,10]$ のスペク

トル半径と等しいことが知られている。

$K=(\frac{\beta_{kj}5_{k}^{0}+\delta_{kj}Q_{k}^{0}}{\mu_{j}+\gamma_{j}})_{1\leqk,j\leq n}=(\begin{array}{lll}\infty\rho_{[|S^{O}+\delta_{||}\zeta J^{O},\mu_{1}+)1} \cdots \frac{\beta_{1n}S_{1}^{()}+\delta_{ln}Q_{1}^{0}}{\mu_{n}+n}| \ddots |\frac{\rho_{n1}s_{n}^{o}+\mathfrak{g}_{\iota 1}\underline{o}_{n}^{0}}{\mu_{1}+\gamma_{|}} \cdots \frac{\beta_{m}S^{()}+h_{n}\underline{O}^{0}}{\mu,+\gamma_{\prime\prime}}\end{array})$ . (2.5)

今全てのパラメータが正実定数であることより $K$ は分解不能 ([8]) な正の実 $n$ 次正方行列であるため、 ペロ
ンフロベニウスの定理 [11] $\}$こより $r(K)$ は行列 $K$ の正の実固有値として得られることが分かる。

3 主結果

以下の定理が当研究で得られた主結果である:

定理 3.1 系 (2.1) に対して

(i) $R_{0}\leq 1$ ならば、 感染症の無い平衡点 $E_{0}$ は領域 $\Omega$ において大域的漸近安定である。
(ii) $R_{0}>1$ ならば、領域 $\Omega$ の内部 $\Omega^{0}$ においてエンデミックな平衡点 $E^{*}$ は一意に存在し、大域的漸近安定

である。
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定理の証明に先立っていくつかの補題を置く。次の補題の証明は行列のスペクトル半径に関するペロン・フロ

ベニウスの理論およびリャプノブ関数の手法を用いて行われるが、 ここでは省略する (例えば Guo et al. [3] を

参照されたい):

補題 3.1系 (21) に対して、 $R_{0}\leq 1$ ならば感染症の無い平衡点 $E_{0}$ は領域 $\Omega$ において大域的漸近安定である。

一方で馬 $>1$ ならば不安定となる。

Freedman et al. [12] によると動の不安定性は系 (2.1) が領域 $\Omega$ において一様永続的 (uniformly persistence)

であることを意味することが分かる。系 (2.1) が $\Omega$ において一様永続的であるならば、 Smith and Waltman
[13] の定理 D.2(付録 D) により、領域 $\Omega$ の内部 $\Omega^{0}$ に少なくとも一つのエンデミックな平衡点 $E^{*}$ が存在する

ことが分かる。従って、次の補題が成立する。

補題 32 モデル (2.1) に対して、 $R_{0}>1$ ならばエンデミックな平衡点 $E^{*}$ は領域 $\Omega$ の内部 $\Omega^{0}$ に少なくとも一

つ存在する。

最後に、馬 $>1$ の場合のエンデミックな平衡点の大域的安定性を保証する補題として以下を置く :

補題 $3S$ モデル (21) に対して、 $R_{0}>1$ ならばエンデミックな平衡点 $E^{*}$ は領域 $\Omega$ の内部 $\Omega^{0}$ において大域的

漸近安定である。

証明 ここでは証明の概略を述べるに留める。 $R_{0}>1$ ならば補題 32より、少なくとも一つのエンデミ

ックな平衡点 $E^{*}$ が $\Omega^{0}$ 内に存在することが分かる。その $E^{\cdot}=$ $(S_{1},Q_{1}^{*},I_{1}^{l}, \cdots:S_{n}^{l},Q_{n}^{*},J_{n}^{l})$ に対し、 $\theta_{kj}:=$

$(\beta_{kj}S_{k}^{\cdot}+\delta_{kj}Q_{k})l_{j}^{*}$ と定め、 行列

$\Theta:=$ $( \sum_{\neq 1,-\theta_{12}}\theta_{1t}-\theta_{1n}$ $\sum_{\neq_{\sim}\theta_{2l}}^{-\theta_{21}}-\%_{\hslash}$

$\ldots$

$\sum_{4\neq n}^{-\theta_{n2}}-\theta_{n1}:_{\theta_{nl}})$ ,

を置く。 この時、 以下の線形系
$\ominus v=0$ , (3.1)

の解空間の次元は 1であり、その基底は

$v=(v,v,\cdots,v_{n})=(c_{11},c_{22},\cdots,c_{nn},)$ , (3.2)

で与えられることが [3] により分かっている。 ここで $Ckj$ は行列 $\Theta$ の $(k,j)$ 成分に対する余因子である。さら

に各成分 $v_{k}$ に対し

$vk=. \sum_{7\in T_{k}}w(T)=\sum_{\gamma\in T_{k}}\prod_{(l,r)\in E(7)}.\theta_{lr}$
, (3.3)

が成立する (詳しくは [3, 4, 51を参照されたい)。但し $T_{i}$ は有向グラフ $G(\Theta)$ の全域木で頂点 $k$ を根に持っ有

向木の集合であり、 $w(T)$ は木 $T$ の重みを表し、 $E(T)$ は木 $T$ に含まれる弧の集合である (図 2)。今 (3.3) によ

り与えられる各 $v_{k}$ を用いて関数

$V(S_{1}, Q_{1},J_{1}, \cdots,S_{n},Q_{n},J_{n}):=\sum_{k=1}^{n}v_{k}\{S_{k}-S_{k}-S_{k}^{\cdot}|n\frac{S_{k}}{S_{k}’}+Q_{k}-Q_{k}^{*}-Q_{k}^{s}\ln\frac{Q_{k}}{Q_{k}^{*}}+J_{k}-r_{k}-l_{k}^{*}\ln\frac{J_{k}}{I_{k}^{*}}\}$ , (34)

を定義し、 これが領域 $\Omega^{0}$ における系 (2.1) のリャプノブ関数であることを示す。 $V\geq 0$ が任意の
$(S_{1},Q_{I},/_{1}, \cdots ,S_{n},Q_{n},I_{n})\in\Omega^{0}$ に対して成立していることは明らかであり、 等号が成立するのはエンデミック
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$\bullet$ 3

$\bullet 12$

$\bullet 1$

$\bullet I2$ 2

$\bullet 13$

$\bullet 1$

$w(T)$ : $\mathfrak{g}_{2}\mathfrak{g}_{1}$ $\mathfrak{g}_{3}\mathfrak{g}_{1}$ $\mathfrak{g}_{1}\mathfrak{g}_{1}$

図 2 $n=3$ のときの頂点 1を根に持つ有向木の集合 $T_{l\text{。}}$ それぞれの木の重み $w(T)$ は $h_{2}$の $I$ 、 の 3防 1お
よび巧】角 1であり、 (3.3) より $v_{12131}=\ *+**+$ 凸 1防 1である。

な平衡点 $E^{*}$ においてのみであることが分かる。定常状態における関係式 (2.3) を用いて (3.4) の系 (2.1) の軌
道に沿った微分を計算すると、最終的に

$V’ \leq H_{n}+\sum_{k=1}^{n}v_{k}\{\mu_{k}S_{k}^{*}(2-\frac{S_{k}^{*}}{S_{k}}-\frac{S_{k}}{S_{k}^{*}})+\mu_{k}Q_{k}^{*}(3-\frac{S_{k}^{*}}{S_{k}}-\frac{S_{k}Q_{k}^{*}}{S_{k}’Q_{k}}-\frac{Q_{k}}{Q_{k}^{*}})\}$ , (3.5)

(3.6)

が得られる。但し

$H_{n}:= \sum_{k=1}^{n}\sum_{j=1}^{n}\{v_{k}\theta_{kj}\max(2-\frac{S_{k}^{*}}{S_{k}}-\frac{S_{k}1_{j}J_{k}^{*}}{S_{k}^{*}J_{j}^{*}l_{k}},$ $3- \frac{S_{k}^{*}}{S_{k}}-\frac{S_{k}Q_{k}^{*}}{S_{k}’Q_{k}}-\frac{Q_{k}J_{j}J_{k}^{*}}{Q_{k}^{*}J_{j}^{*}J_{k}})\}$ .

である。 (3.5) の第 2項が非正であり、等号が成立するのは $(S_{k}, Q_{k})=(S_{k}^{*}, Q_{k}^{*})$ が任意の $k\in[1,n]$ に対して成

り立つ時のみであることは相加相乗平均の関係より容易に分かる。 以下 $H_{n}\leq 0$ を示す。キルヒホッフの行列
木定理 [5] より、 $H_{n}$ は

$H_{n}= \sum_{K})\nu(K)\sum_{(k.j)\in E(C.K)},\max(2-\frac{S_{k}^{*}}{S_{k}}-\frac{S_{k}1_{j}J_{k}^{*}}{S_{k}^{*}l_{j}^{*}I_{k}},$ $3- \frac{S_{k}}{S_{k}}-\frac{S_{k}Q_{k}^{*}}{S_{k}^{*}Q_{k}}-\frac{Q_{k}l_{j}J_{k}^{*}}{Q_{k}^{*}l_{j}^{*}I_{k}})$ .

と書き換えられる。 ここで $\iota v(K)$ は単閉道グラフ $K$ の重みを、 $CK$ は $K$ に含まれる唯一つの初等的な閉道 (サ
イクル) を表す。すなわち $H_{n}\leq 0$ を示すには

$(kj) \in I^{\backslash }((.K)\sum_{\neg}\max(2-\frac{S_{k}^{*}}{S_{k}}-\frac{S_{k}J_{j}I_{k}^{*}}{S_{k}^{*}J_{j}^{*}J_{k}},$ $3- \frac{S_{k}^{*}}{S_{k}}-\frac{S_{k}Q_{k}^{*}}{S_{k}^{*}Q_{k}}-\frac{Q_{k}I_{j}J_{k}^{*}}{Q_{k}^{*}J_{j}^{*}J_{k}})\leq 0$ , (3.7)

が多くとも $n$ 個の頂点からなる任意の初等的な閉道 $CK$ に対して成立することを示せば十分である。 一例とし
て、 初等的な閉道】$arrow 2arrow 1$ に対して

$E(CK)=\{(1,2), (2,1)\}$ ,

であることより (37) の左辺は

$\max(2-\frac{S_{1}^{*}}{S_{1}}-\frac{S_{1}J_{2}I_{1}^{*}}{S_{1}^{*}I_{2}^{*}J_{1}},3-\frac{S_{1}^{*}}{S_{1}}-\frac{S_{1}Q_{1}^{*}}{S_{1}^{*}Ql}-\frac{Q1^{\int_{2}J_{1}^{*}}}{Q_{1}^{*}I_{2}^{*}I_{1}})+\max(2-\frac{S_{2}^{*}}{S_{2}}-\frac{S_{2}J_{1}J_{2}^{*}}{S_{2}^{*}J_{1}^{*}I_{2}},$
$3- \frac{S_{2}^{*}}{S_{2}}-\frac{S_{2}Q_{2}^{*}}{S_{2}^{4}Q_{2}}-\frac{Q_{2}I_{1}1_{2}^{*}}{Q_{2}^{*}I_{1}^{*}J_{2}})$

$= \max(4-\frac{S_{1}^{*}}{s_{1}}-\frac{S_{1}J_{2}J_{1}^{*}}{S_{1}^{*}I_{2}^{*}J_{1}}-\frac{S_{2}^{*}}{S_{2}}-\frac{S_{2}l_{1}J_{2}^{*}}{S_{2}^{*}J_{I}^{*}J_{2}},$
$5- \frac{S_{1}^{*}}{S_{1}}-\frac{s_{1J_{2}l_{I}^{*}}}{S_{1}^{*}J_{2^{\int_{I}}}^{*}}-\frac{S_{2}^{*}}{S_{2}}-\frac{S_{2}Q_{2}^{*}}{S_{2}^{4}Q_{2}}-\frac{Q_{2}I_{1}J_{2}^{*}}{Q_{2}^{*}J_{1}^{*}J_{2}}$,

5- $\frac{S_{1}^{*}}{S_{1}}-\frac{S_{1}Q_{1}^{*}}{S_{1}^{*}Q_{1}}-\frac{Q_{1}J_{2}I_{1}^{*}}{Q_{1}^{*}I_{2}^{*}l_{1}}-\frac{S_{2}^{*}}{S_{2}}-\frac{S_{2}I_{1}I_{2}^{*}}{S_{2}^{*}I_{1}^{*}I_{2}}$, $6- \frac{S_{1}^{*}}{S_{1}}-\frac{S_{1}Q_{1}^{*}}{S_{1}^{*}Q_{1}}-\frac{Q_{1}I_{2}I_{1}^{*}}{Q_{1}^{*}l_{2}^{*}l_{1}}-\frac{S_{2}^{*}}{S_{2}}-\frac{S_{2}Q_{2}^{*}}{S_{2}^{*}Q_{2}}-\frac{Q_{2}I_{1}I_{2}^{*}}{Q_{2}^{*}I_{1}^{*}I_{2}})$

$\leq 0$ .
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と評価されることが相加相乗平均の関係より分かるので (3.7) が成立する。 同様に多くとも $n$ 個の頂点からな

る任意の初等的な閉道 $CK$ に関しても (3.7) が成立することが示され、 $H_{n}\leq 0$
、 すなわち $V’\leq 0$ が示される。

以上より (3.4) で与えられる $V$ はリャプノブ関数であることが示され、以下ラサールの不変性原理 [141より

エンデミックな平衡点 $E^{\cdot}$ の大域的漸近安定性を示す手順は Guo et aT.[3】と同様である。口

4 まとめ

当稿では現実的なパラメータを用いた数値実験等を通しての疫学的考察は省略し、 隔離多状態モデル (21)

の数学的性質の解析に焦点を当てた。特にそのエンデミックな平衡点の大域的安定性を証明する際の、最大値

関数を既存のグラフ理論の手法に併用する方法は他の多状態感染症モデルの大域的安定性解析への応用可能
性も期待でき、 [3, 4, 5, 6] などによる様々な多状態モデルに対する大域的安定性解析を研究対象とする立場に

沿って当分野の更なる発展に寄与することが期待される。
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