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\S 1. 序

シドニー大学の Tzee-Char Kuo は、 実解析的特異点に対する望ましい同値関係を導
入し、 それに関する理論を構築しようとして、実解析関数芽に対してブロー解析同値の
概念を導入した ([11]) 。 それ以後、 Kuo や同僚の L. Paunescu だけでなく、多くの日本
人研究者やヨーロッパの研究者達の貢献により、その分野はブロー解析理論として確立
されて来た。 ブロー解析理論に関する概説については、 $[5]$ 、 [6] を見られたい。
このブロー解析同値はリプシッツ同値であるかという問題に対し、ミルナー数一定だが

B. Teissier ([14]) の意味での $\mu^{*}$ 一定でないことで有名な複素多項式族である Brian\caon-
Speder 族 ([1]) や岡族 ([13]) を実多項式族として考えると、それらは関数族としてブロー
解析自明だが零点集合族としてもリプシッツ自明でないことが示される ([8])。ここでは、
後者の岡族が零点集合族としてリプシッツ自明でないことの証明方針を紹介する。

例 (1.1) $J:=$ { $x\in \mathbb{R}$ :lxl $<$ l $+\epsilon$}、但し、 $\epsilon$ を十分小の正数とし、 $f_{t}$ : $(\mathbb{R}^{3},0)arrow(\mathbb{R}, 0)$ ,
$t\in J$ を次の式で定義された孤立特異点を持つ多項式関数族とする :

$f_{t}(x,y, z):=x^{8}+y^{16}+z^{16}+tx^{5}z^{2}+x^{3}yz^{3}$

ここで、 [8] で行った考察を思い起こそう。

$f(x, y, z):=f_{0}(x, y, z)=x^{8}+y^{16}+z^{16}+x^{3}yz^{3}$

とおくと、 $f^{-1}(0)-\{0\}$ は各座標平面と交わりを持たない。

$A_{1}:=\{x>0, y>0, z<0\}$ , $A_{2}:=\{x>0, y<0, z>0\}$ ,
$A_{3}:=\{x<0, y>0, z>0\}$ , $A_{4}:=\{x<0, y<0, z<0\}$

とし、 $S_{i}:=f^{-1}(0)\cap A_{i},$ $1\leq i\leq 4$ とおく。 そのとき、 $f^{-1}(0)=S_{1}\cup S_{2}\cup S_{3}\cup S_{4}\cup\{0\}$

で、 各 $\overline{S_{i}}=S_{i}\cup\{0\}$ は球面 $S^{2}$ に同相である。 また、 $i\neq j$ に対し、 $0\in \mathbb{R}^{3}$ での $S_{i}$ と

$S_{j}$ の共通接線方向は 1つ (一点) である。
次に、

$A_{5}:=\{x<0, y<0, z>0\}$ , $A_{6}:=\{x<0, y>0, z<0\}$

とおくと、 $t$ が $0$ から 1に動くとき、 $f_{t}^{-1}(0)$ は $A_{5}$ と $A_{6}$ の中に膨らんでいく。

$g(x,y, z):=f_{1}(x, y, z)=x^{8}+y^{16}+z^{16}+x^{5}z^{2}+x^{3}yz^{3}$

とおくと、 $g^{-1}(0)-\{0\}$ は $(x, y)$-平面、 $(y, z)$-平面と交わりを持たない。
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$B_{1}:=\{x>0, y>0, z<0\}$ , $B_{2}:=\{x>0, y<0, z>0\}$ ,
$B_{3}:=\{x<0, z>0\}$ , $B_{4}:=\{x<0, z<0\}$

とし、 $P_{1}:=g^{-1}(0)\cap B_{i},$ $1\leq i\leq 4$ とおく。そのとき、 $g^{-1}(0)=P_{1}\cup P_{2}\cup P_{3}\cup P_{4}\cup\{0\}$

で、 各 $\overline{P_{1}}=P_{i}\cup\{0\}$ は $S^{2}$ に同相である。 また、 瑞と高の $0\in \mathbb{R}^{3}$ での共通接線方向
は 1方向でなく、 1次元的である。

[8] では、 $(\mathbb{R}^{3}, f_{0}^{-1}(0))$ と $(\mathbb{R}^{3}, f_{1}^{-1}(0))$ がリプシッツ同値なら、瑞と鳥の $0\in \mathbb{R}^{3}$ で
の共通接線方向の次元は、 $P_{3},$ $P_{4}$ に写ってくる $S$ 、 $S_{j}$ の $0\in \mathbb{R}^{3}$ での共通接線方向の
次元に一致することを示し、 岡族の零点集合族がリプシッツ自明でないことを見た。

上の例で行った考察をもっと一般的に定式化できないか、言い換えると、 なんらかの
リプシッツ不変量を導入できないかという観点から、 次の概念を導入する。

定義 (1.2) $A$ を $\mathbb{R}^{n}$ の部分集合の $0\in \mathbb{R}^{n}$ での芽で、 $0\in\overline{A}$ を満たすものとする。 この
とき、 $A$ の $0\in \mathbb{R}^{n}$ での接方向集合 (direction set) $D(A)$ を次のように定義する :

$D(A):=\{a\in S^{n-1}|$ ョ
$\{x_{i}\}\subset A\backslash \{0\}, x_{i}arrow 0\in \mathbb{R}^{n}s.t. \frac{x_{i}}{\Vert x_{1}\Vert}arrow a, iarrow\infty\}$

ここで、 $S^{n-1}\uparrow J,$ $\mathbb{R}^{n}$ のなかの $0\in \mathbb{R}^{n}$ を中心とする $(n-1)$ 次元単位球面を表す。
$LD(A)$ を $D(A)$ の $0\in \mathbb{R}^{n}$ を頂点とする半錐とする :

$LD(A):=\{ta\in \mathbb{R}^{n}|a\in D(A), t\geq 0\}$

これを $A$ の $0\in \mathbb{R}^{n}$ での実接錘 (real tangent cone) と呼ぶ。

例 (1.3) $h$ : $\mathbb{R}^{3}arrow \mathbb{R}^{3}$ を $h(x, y, z)=(x, y, z^{3})$ で定義される半代数的同相写像とし、 $V$
、

$W$ を次で与えられる実代数的集合とする :

$V:=\{(x, y, z)\in \mathbb{R}^{3}|x^{2}+y^{2}-z^{6}=0\}$ , $W:=\{(x, y, z)\in \mathbb{R}^{3}|x^{2}+y^{2}-z^{2}=0\}$

このとき、 $W=h(V)$ であり、 $\dim D(V)=0$ だが $\dim D(h(V))=1$ である。従って、
接方向集合の次元は、 実代数的集合の位相不変量でない。

例 (1.4) $h$ : $(\mathbb{R}^{2},0)arrow(\mathbb{R}^{2},0)$ を $h(r, \theta)=(r, \theta-\log r)$ で定義されるリプシッツ同相写
像とする。 このとき、 半直線 $A$ $:=\{(x, 0)\in \mathbb{R}^{2}|x\geq 0\}$ は、 $h$ によって Quick Spriral
と呼ばれる螺旋に写され、 $\dim D(A)=0$ だが $\dim D(h(A))=1$ である。 従って、 接方
向集合の次元はリプシッツ不変量でない。

例 (1.4) において、 $A$ は半代数的集合だが、 $h(A)$ は広中先生 ([7]) の意味での部分解析
的集合 (subanalytic set) でもない。 ここで、 次の問題を考える。

問題 (1.5) $h$ : $(\mathbb{R}^{n}, 0)arrow(\mathbb{R}^{n}, 0)$ をリプシッツ同相写像、 $A$ を $\mathbb{R}^{n}$ の部分集合の $0\in$

$\mathbb{R}^{n}$ での芽で、 $0\in$ 万を満たすものとする。 $A$
、 $h(A)$ を部分解析的集合と仮定すると、

$\dim D(A)=\dim D(h(A))$ であるか。
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この問題に対し、 L. Paunescu と一緒に肯定的な結果を示した。

定理 (1.6)([9]) $h$ : $(\mathbb{R}^{n}, 0)arrow(\mathbb{R}^{n}, 0)$ をリプシッツ同相写像、 $A,$ $B$ を $\mathbb{R}^{n}$ の部分解析的
部分集合の $0\in \mathbb{R}^{n}$ での芽で、 $0\in\overline{A}\cap\overline{B}$ を満たすものとする。 $h(A)$ 、 $h(B)$ も部分解析
的集合であると仮定すると、

$\dim(D(h(A))\cap D(h(B)))=\dim(D(A)\cap D(B))$

が成り立つ。

注意 (1.7) 上の定理において、 $h$ は部分解析的写像であることを仮定していないことに
注意する。 もし、 $h$ がリプシッッかつ部分解析的写像であれば、 定理の主張はほぼ自明
である。

広中先生の部分解析的集合に対して成り立っ重要な性質に、 曲線選択補題、 局所有限
な滑層分割の存在などがある。 一方、 実閉体上のオーミニマル構造の定義可能集合に対
しても、 同様に、 曲線選択補題、 有限セル分割の存在が知られている。そこで、塩田昌
弘氏、 Ta $L\hat{e}$ Loi. L. Paunescu と一緒に、 定理 (1.6) の実閉体上への一般化を考え、次
の定理を示した。

定理 (1.8) ([10]) $R$ を実閉体とする。 $h$ : $(R^{n}, 0)arrow(R^{n}, 0)$ をリプシッツ同相写像、
$A,$ $B\subset R^{n}$ を $R$ 上のオーミニマル構造の定義可能部分集合の $0\in R^{n}$ での芽で、
$0\in\overline{A}\cap\overline{B}$ を満たすものとする。 $h(A)$ 、 $h(B)$ も定義可能集合であると仮定すると、

$\dim(D(h(A))\cap D(h(B)))=\dim(D(A)\cap D(B))$

が成り立つ。 ここで、 $D(*)$ は $R^{n}$ のなかで定義された接方向集合である。

定理 (16) の証明に用いられた柱となる性質・議論は、次の 3つである。

(1) 昆布上性質 (sea-tangle properties)
(2) 点列選択性性質 (sequence selection properties)
(3) 体積比較議論 (volume arguments)

定理 (18) の証明にもそれらに対応するものが用いられるのだが、 実閉体上のオーミ $-$
ミ $-$

マル構造の定義可能集合に対しては、 (1) については昆布上近傍の概念を変える必要が、
(2) については点列選択性性質の仮定を強める必要が出てくる。 (3) の体積にいたっては、
一般の実閉体上では積分の理論がなく、我々の議論の対象の集合に対してのみ、 非常に
形式的な体積の概念を考える必要性が出てくる。 また、 非アルキメデス的実閉体 $R$ は一
般に加算基を持たず、 距離自体が $R$ の数ではなく、 数の集まりの区間として定義され、
形式的な議論が必要になる。 そこで、 本稿では形式的な一般の場合は避け、 幾何学的に
捉え易いアルキメデス的な実閉体の場合に限って、 定理 (1.8) の証明の概略を述べる。
上で定義無しに用いた、 実閉体、 アルキメデス的、 オーミニマル構造、定義可能集合

の概念については、 次節でその定義を与える。
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\S 2. オーミニマル構造

順序体 $R$ が実閉体 (real closed field) とは、 $R[X]/\sqrt{X^{2}}$丁丁 が代数閉体のときにいう。
実閉体 $R$ が $R\subset \mathbb{R}$ のとき、 アルキメデス的 (Archimedean) という o

例 (2.1) $\mathbb{R}_{alg}$ を代数的数全体からなる体とすると、 アルキメデス的実閉体である。
$R=\mathbb{R}_{alg}$ とおき、 $R^{2}$ 上の次で与えられる $0\in R^{2}$ に収束する点列を考える :

$a_{m}=( \frac{1}{m}, \frac{1}{m}(1+\frac{1}{1!}+\cdots+\frac{1}{m!}))$, $b_{m}=(0, \frac{1}{m}(1+\frac{1}{1!}+\cdots+\frac{1}{m!}))$

このとき、 リプシッツ同相写像 $h:(R^{2},0)arrow(R^{2},0)$ で、 $h(a_{m})=b_{m}$ となるものを構成
することができる。 $marrow\infty$ とすると、

$\frac{a_{m}}{\Vert a_{m}\Vert}arrow(\frac{1}{\sqrt{1+e^{2}}}, \frac{e}{\sqrt{1+e^{2}}})\not\in R^{2}$, $\frac{b_{m}}{\Vert b_{m}\Vert}arrow(0,1)\in R^{2}$

$A=\{a_{m}\}$ とおくと、 $D(A)=\emptyset$ だが、 $D(h(A))\neq\emptyset$ であることに注意しよう。 このこと
は、 $\mathbb{R}_{alg}$ が完備距離空間でないことによる。

オーミニマル構造は L. Van den Dries によって導入された概念で、半代数的集合の基
本的性質を備えているものである。基本的な参考文献として、 L. Van den Dries [3], L.
Van den Dries-C. Miller $[4]$

、 M. Coste [2] を挙げておく。その定義を思い起こす。 $R$ を
実閉体とする。

定義 (2.2) $S= \bigcup_{n\in N}S_{n}$ とする。 ただし、 各 $S_{n}$ は $R^{n}$ の部分集合族とする。 このと
き、 $S$ が $(R, <, +, \cdot)$ 上のオーミニマル構造 (o-minimal structure) であるとは、 以下が
成り立つときにいう:

(1) 各 $S_{n}$ はブール代数である。
(2) $A\in S_{n}$ かつ $B\in S_{m}$ ならば、 $A\cross B\in S_{n+m}$ である。
(3) $A\in S_{n+m}$ で、 $\Pi$ : $R^{n+m}arrow R^{n}$ とする。 そのとき、 $\Pi(A)\in S_{n}$ である。
(4) $R^{n}$ のすべての代数的集合は、 $S_{n}$ の要素である。
(5) $S_{1}$ の要素は点と区間の有限和である。

$R^{n}$ の部分集合 $A$ は、 $A\in S_{n}$ のとき、 定義可能集合 (definable set) と呼ぶ。 写像
$f$ : $Aarrow R^{m}$ は、 そのグラフが $R^{n}\cross R^{m}$ のなかの $S$ の定義可能部分集合のとき、 定義
可能という。

例 (2.3) (1) $S_{n}$ を $\mathbb{R}^{n}$ の半代数的集合 (semialgebraic set) の族とすると、 $S= \bigcup_{n\in N}S_{n}$

は $\mathbb{R}$ 上のオーミニマル構造である。
(2) A. Wilkie の指数体 (exponential field) ([15])

$n=0,1,2,$ $\cdots$ とするとき、 次の形をした集合

$\{(x_{1}, \cdots, x_{n},y_{1}, \cdots y_{k})\in \mathbb{R}^{n+k} . P(x_{1}, \cdots,x_{n},y_{1}, \cdots,y_{k}, e^{x_{1}}, \cdots,e^{x_{n}}, e^{y_{1}}, \cdots, e^{y_{k}})=0\}$
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ただし、 $P:\mathbb{R}^{2(n+k)}arrow \mathbb{R}$ は実多項式、 の標準的な射影 $\mathbb{R}^{n+k}arrow \mathbb{R}^{n}$ による $\mathbb{R}^{n}$ への像達
が作る族を考えると、それは $\mathbb{R}$ 上のオーミニマル構造である。

\S 3. 昆布状性質

これ以後、 $R$ はアルキメデス的実閉体を表すことにする。アルキメデス的実閉体上で
の接方向集合、 実接錘は、 定義 (12) の $\mathbb{R}$ を $R$ に替えたもので定義するものとする。
最初に、 $\mathbb{R}^{n}$ の部分集合 $A$ (但し、 $0\in\overline{A}$ を満たす) の昆布状近傍 (sea-tangle neigh-

bourhood) の概念を思い起こす。 $d,$ $C>0$ とするとき、 次数 $d$
、 幅 $C$ の $A$ の昆布状近

傍 $ST_{d}(A;C)$ を

$ST_{d}(A;C)$ $:=\{x\in \mathbb{R}^{n}|dist(x, A)\leq C\Vert x\Vert^{d}\}$

と定義する。 この昆布上近傍に関して、次が成り立っ。

命題 (3.1) ([9]) $h$ : $(\mathbb{R}^{n}, 0)arrow(\mathbb{R}^{n}, 0)$ をリプシッツ同相写像、 $A$ を $\mathbb{R}^{n}$ の部分解析的部
分集合の $0\in \mathbb{R}^{n}$ での芽で、 $0\in\overline{A}$ を満たすものとする。 このとき、 $C>0$ と $d>1$ が
存在して、 $A\subset ST_{d}(A;C)$ が成り立つ。

これは、 部分解析的集合の昆布状性質を証明していく上で重要な役割を果す命題で、
曲線選択補題と通常の意味での Lojasiewicz 不等式 ([12]) を用いて示される。通常の意
味での Lojasiewicz 不等式は、 多項式的有限 (polynomially bounded) なオーミニマル構
造の定義可能集合、写像に対してのみ成立することが知られている。実際、 実数上の多
項式的有限でないオーミニマル構造である Wilkie の指数体の定義可能集合に対し、 上
の命題は成立しない。従って、 一般のアルキメデス的実閉体 $R$ 上のオーミニマル構造の
定義可能集合を扱うためには、昆布状近傍の概念を変える必要が出てくる。

$\Phi$ を $(R, 0)$ から $(R, 0)$ への奇関数で、狭義の増加・連続定義可能関数芽全体の集合と
する。 これを用いて、 新たな昆布状近傍の定義を与える。

定義 (3.2) $A\subset R^{n}$ を $0\in\overline{A}$ を満たす集合とし、 $\theta\in\Phi$ とする。 このとき、 $A$ の昆布状
近傍 $ST_{\theta}(A)$ を

$ST_{\theta}(A)$ $:=\{x\in R^{n}|dist(x, A)\leq\theta(\Vert x\Vert)\Vert x\Vert\}$

と定義する。

$h$ : $(R^{n}, 0)arrow(R^{n}, 0)$ をリプシッツ同相写像、 $A$ を $R^{n}$ の部分集合の $0\in R^{n}$ での芽
で、 $0\in\overline{A}$ を満たすものとする。 このとき、 上の昆布上近傍に関して、 次の性質が成立
する。

補題 (3.3) (サンドウィッチ補題) $\theta_{1},$ $\theta_{2}\in\Phi$ で、

$h(ST_{\theta_{1}}(A))\subset ST_{\theta}(h(A))\subset h(ST_{\theta_{2}}(A))$

が成り立つものが存在する。
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命題 (3.4) 任意の $\theta\in\Phi$ に対し、 $D(ST_{\theta}(h(A)))=D(h(A))$ である。

次に、 $R^{n}$ の部分集合の $0\in R^{n}$ での芽 $A$ で、 $0\in$ 万となるもの全体に、一つの同値
関係を導入する。

定義 (3.5) $A$
、

$B$ を $R^{n}$ の部分集合の $0\in R^{n}$ での芽で、 $0\in\overline{A}$ 口 $\overline{B}$ を満たすものとす
る o このとき、 $A$ と $B$ が $ST$-同値 (sea-tangle equivalent) であるとは、 $\theta_{1},$ $\theta_{2}\in\Phi$ で、

$A\subset ST_{\theta_{1}}(B)$
$\hslash^{y}$つ $B\subset ST_{\theta_{2}}(A)$

が成り立つものが存在するときいう。

命題 (3.6) $ST$-同値は、 リプシッツ同相写像で保存される。

命題 (3.7) $A\subset R^{n}$ がオーミニマル構造の定義可能集合なら、 $A$ と $LD(A)$ は $ST$-同値
である。

\S 4. 点列選択性性質

この節では、 [9] で導入した点列選択性性質 (Sequence Selection Property) の概念を想
起し、 関連する性質を述べる。

定義 (4.1) $A$ を $R^{n}$ 部分集合の $0\in R^{n}$ での芽で、 $0\in\overline{A}$ を満たすものとする。 $A$ が
$0\in R^{n}$ で点列選択性性質または条件 (SSP) を満たすとは、 $0\in R^{n}$ に収束する $R^{n}$ の

任意の点列 $\{a_{m}\}$ で

$\lim_{marrow\infty}\frac{a_{m}}{\Vert a_{m}\Vert}\in D(A)$

となるものに対し、

$\Vert a_{m}-b_{m}\Vert\ll\Vert a_{m}\Vert,$ $\Vert b_{m}\Vert$

が成り立つ点列 $\{b_{m}\}\subset A$ が存在するときにいう。

注意 (4.2) (1) 条件 (SSP) は $C^{1}$ 不変だが、 リプシッツ不変な性質ではない。
(2) $0\in R^{n}$ を頂点とする錘、 $\mathbb{R}^{n}$ の部分解析的集合、 $R$ 上のオーミニマル構造の定義

可能集合は、 条件 (SSP) を満たす。

条件 (SSP) は、 完備距離空間である実体上で威力を発揮し、 次の命題が成り立つ。

命題 (4.3)([9]) $h$ : $(\mathbb{R}^{n}, 0)arrow(\mathbb{R}^{n}, 0)$ をリプシッツ同相写像、 $A$ を $\mathbb{R}^{n}$ の部分集合の
$0\in \mathbb{R}^{n}$ での芽で、 $0\in$ 万を満たすものとする。 このとき、 $A$ が条件 $(SSP)$ を満たすな
ら、 $LD(h(A))=LD(h(LD(A)))$ が成り立つ。

この命題は、 例 (2.1) で見たように、 一般のアルキメデス的実閉体上では成立しない。
従って、 条件 $(SSP)$ の仮定を強める必要がある。
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命題 (4.4) $h$ : $(R^{n}, 0)arrow(R^{n}, 0)$ をリプシッツ同相写像、 $A\subset R^{n}$ を $R$ 上のオーミニマ
ル構造の定義可能集合の $0\in R^{n}$ での芽とする。 このとき、 $LD(h(A))=LD(h(LD(A)))$
が成り立っ。
更に、 $h(A)$ が定義可能集合なら、$LD(h(A))=LD(h(LD(A)))$ も定義可能集合である。

\S 5. 定理 (1.8) の還元定理
$h$ : $(R^{n}, 0)arrow(R^{n}, 0)$ をリプシッツ同相写像、 $A$ を $R^{n}$ の部分集合の $0\in R^{n}$ での芽

で、 $0\in\overline{A}$ を満たすものとし、 $A$
、 $h(A)$ が $R$ 上のオーミニマル構造の定義可能集合と

する。 最初に、 補題 $(3.3)$ 、 命題 (3.4) を用いることによって、 主定理の主張を以下のも
のに還元することができる:

還元 (5.1) $\dim D(A)\geq\dim D(h(A))$

次に、 $\dim LD(A)=\dim h(LD(A))$ である事実と命題 (4.4) を用いることにより、還
元 (5.1) の主張を以下のものに還元できる:

還元 (5.2) $\dim h(LD(A))\geq\dim LD(h(LD(A)))$

\S 5. 体積比較議論と定理 (1.8) の証明方針

本節の前半では、 [9]. [10] で扱った体積比較に関する結果のうち、定理 (18) の証明の
ために重要なものを述べる。 アルキメデス的実閉体 $R$ 上には、 オーミニマル構造が与え
られているものとする。
最初に、 いくつか記号を準備する。 $R^{n}(\subset \mathbb{R}^{n})$ の部分集合 $A$ に対し、 $\overline{A}^{\mathbb{R}}$ は $A$ の $\mathbb{R}^{n}$

の中で取った閉包を表すものとする。 また、 $\epsilon>0$ に対して、 $B_{\epsilon}(O)$ は $0\in \mathbb{R}^{n}$ を中心に
した $\mathbb{R}^{n}$ の $\epsilon$-閉球を表すものとする。 このとき、 次の体積比較が成り立つ。

命題 (6.1) $A,$ $B$ を $R^{n}$ の部分集合の $0\in R^{n}$ での芽で、 $0\in\overline{A}$ 口 $\overline{B}$ を満たすものとす
る。 $A$ と $B$ は $ST$-同値であると仮定する。 そのとき、 $\theta_{1}\in\Phi$ で

$Vol(\overline{ST_{\theta}(A)}^{\mathbb{R}}\cap B_{\epsilon}(0))\approx Vol(\overline{ST_{\theta}(B)}^{\mathbb{R}}\cap B_{\epsilon}(0))$

が、 $\theta\geq\theta_{1}$ を満たす任意の $\theta\in\Phi$ に対し成立するものが存在する。

系 (6.2) $\alpha\subset R^{n}$ を $R^{n}$ の定義可能部分集合の $0\in R^{n}$ での芽で、 $0\in\overline{\alpha}$ を満たすもの
とし、 $\beta\subset R^{n}$ を $0\in R^{n}$ を頂点とする定義可能錘とする。 $\dim\alpha<\dim\beta$ を仮定する。
そのとき、 $\theta_{1}\in\Phi$ で

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{Vol(\overline{ST_{\theta}(\alpha)}^{\mathbb{R}}\cap B_{\epsilon}(0))}{Vol(\overline{ST_{\theta}(\beta)}^{\mathbb{R}}\cap B_{\epsilon}(0))}=0$

が、 $\theta\geq\theta_{1}$ を満たす任意の $\theta\in\Phi$ に対し成立するものが存在する。
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命題 (6.1) と系 (62) 他を用いることにより、定理 (18) の証明のキーとなる次の補題を
示すことができる。

補題 (6.3) $)$ $h$ : $(R^{n}, 0)arrow(R^{n}, 0)$ をリプシッツ同相写像、 $E$ を $R^{n}$ の定義可能部分集合
の $0\in R^{n}$ での芽で、 $0\in\overline{E}$ を満たすものとし、 $F:=h(E)$ とおく。 $F$ と $LD(F)$ は $ST-$

同値、 $LD(F)$ は定義可能集合であると仮定する。 そのとき、 $\dim LD(F)\leq\dim E$ が成
り立つ。

前節で述べた還元定理により、 定理 (1.8) を示すためには、 還元 (5.2) を示せばよい。
そこで、 $A$ と $h(A)$ が定義可能集合と仮定する。そのとき、 $LD(A)$ は定義可能集合であ
り、 命題 (3.7) より、 $A$ と $LD(A),$ $h(A)$ と $LD(h(A))$ は $ST$-同値である。 一方、 命題
(3.6) より、 $h(A)$ と $h(LD(A))$ は $ST$-同値である。 また、 命題 (4.4) より、 $LD(h(A))=$
$LD(h(LD(A)))$ で、 これは定義可能集合である。従って、 $h(LD(A))$ と $LD(h(LD(A)))$
は $ST$-同値であり、後者は定義可能集合である。その結果、 補題 (6.3) が、 $E=LD(A)$ 、

$F=h(LD(A))$ として適用でき、還元 (5.2) が示される。
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