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このノートでは，Suzuki [12] における $(GL(n), Sym(n))$ の保型超関数とそれに付随する $L$

関数を，一般の簡約正則概均質ベクトル空間に拡張することを試みる．Suzuki [12] の動機
としては，Arakawa [1] があげられる．この論文で Arakawa は，実解析的 Siegel Eisenstein
級数の Koecher-Maass ゼータ関数の関数等式を，概均質ベクトル空間 $(GL(n), Sym(n))$
の局所関数等式と Fourier 係数の具体的表示から得られる性質を組み合わせて証明してい
る．これは，H. Maass が講義録 [5] の最終節で提起した問題への一定の解答である．Suzuki
は [12] で，この Arakawa の証明において Fourier 係数の具体的な性質を利用する部分を，
一種の保型性 (一種の和公式) が示されていると捉え，保型超関数の概念を定義するとと
もに，関数等式の証明を概均質ベクトル空間の視点から整理した．
では，Suzuki のアイディアを正則 Siegel 保型形式の Koecher-Maass ゼータ関数を例

にとって説明しよう．$\mathcal{H}$ を次数 $n$ の Siegel 上半平面とし，$\Gamma=Sp_{n}(\mathbb{Z})$ を Siegel モジュ
ラー群だとする．通常のように，群 $\Gamma$ は $\mathcal{H}$ に

$\gamma\cdot Z=(AZ+B)(CZ+D)^{-1}$ $(Z\in \mathcal{H},$ $\gamma=(\begin{array}{ll}A BC D\end{array})\in\Gamma)$

によって作用する．$n$ 次の半整数対称行列の集合を $Sym_{n}^{*}(\mathbb{Z})$ で表す．$F(Z)$ を重さ $k$ の

正則 Siegel 保型形式とし，その Fourier 展開を

$F(Z)= \sum_{T\in Sym_{\dot{n}}(Z)_{\geq 0}}a(T)\exp(2\pi\sqrt{-1}tr(TZ))$

とする．このとき，$F$ の Koecher-Maass ゼータ関数は

$\xi(F, s)=T\in GL_{n}(Z)\backslash Sym_{\dot{n}}(Z)\sum_{>0}\frac{a(T)/\#(O(T)_{Z})}{(\det T)^{s}}$
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で定義され，全 $s$ 平面に有理型関数として解析接続されるとともに，関数等式

$\hat{\xi}(F, k-s)=(-1)^{kn/2}\hat{\xi}(F, s)$ , $\hat{\xi}(F, s)=\xi(F, s)\cross(2\pi)^{-ns}\prod_{i=1}^{n}\Gamma(s-(i-1)/2)$

を満たす．この関数等式の標準的な証明法は，積分表示

$\hat{\xi}(F, s)=$ (constant) $\cross\int_{GL(n(\mathbb{Z})\backslash ’P_{n}}\det Y^{s--\pm}n_{2}1F^{*}(\sqrt{-1}Y)dY$

に基づいている．ここで $\mathcal{P}_{n}$ は $n$ 次の実正定値対称行列の全体を表しており，$F^{*}(Z)$ は

$F^{*}(Z)= \sum_{T>0}a(T)\exp(2\pi\sqrt{-1}tr(TZ))$

で与えられる $F$ の Fourier 展開の部分級数である．さて，Suzuki のアイディアは，上の積
分表示のように $F(Z)$ の “虚軸” への制限を用いるのではなく，“実軸” への境界値

$\lim_{Yarrow+0}F(X+\sqrt{-1}Y)=\sum_{T}$
$a(T)\exp(2\pi\sqrt{}$-ltr$(TX))$ $(X\in Sym_{n}(\mathbb{R}))$ (1)

を利用することである．ここで注意すべきは，右辺の Fourier 級数は絶対収束しないため
$Sym_{n}(\mathbb{R})$ 上の超関数として理解しなければならないことである．ここでは，$\mathcal{F}f(T)$ で $f$

の Fourier 変換を表すこととして，(1) の右辺を

$S(Sym_{n}( \mathbb{R}))\ni f(X)\sum_{T}a(T)\mathcal{F}f(T)\in \mathbb{C}$, (2)

によって定義される (緩増加) 超関数と理解することにする．ここで，記号として

$J(X)=|\det X|^{k-n-1}$ , $\phi f(X)=f(-X^{-1})$ ,
$X\in\Omega_{\mathbb{R}}:=\{X\in Sym_{n}(\mathbb{R})|\det X\neq 0\}$

を導入すると，$(\begin{array}{ll}0_{n} -1_{n}1_{n} 0_{n}\end{array})\in\Gamma$ に対する $F$ の保型性は

$\sum_{T}a(T)\mathcal{F}f(T)=\sum_{T}a(T)\mathcal{F}(J\cdot\phi f)(T)$
$(f\in C_{0}^{\infty}(\Omega_{\mathbb{R}}))$ (3)

と表現することができる．Suzuki は一般に，(2) のような Fourier 級数 (ただし，$T$ は半正
定値に限られない) で与えられる $Sym_{n}(\mathbb{R})$ 上の超関数が
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(i) $a({}^{t}UTU)=a(T)$ $(U\in GL_{n}(\mathbb{Z}))$ ,

(ii) ある定数 $e>0$ に対し $a(T)=O(|\det T|^{e})$ ,

(iii) 変換公式 (3) がすべての $f\in C_{0}^{\infty}(\Omega_{\mathbb{R}})$ に対して成り立つ

という 3条件を満たすとき，(重さ $k$ の) 保型超関数 ([12] の用語では ”distribution with
automorphy”) と呼び，付随する $L$ 関数

$\xi_{i}(\{a(T)\}, s)=sgnT=(in-i)^{(Z)}\sum_{T\in GL_{n}(Z)\backslash Sym_{n}^{*}},\frac{\mu(T)a(T)}{|\det T|^{s}}$

, $\mu(T)=T$ の類の Mass

が関数等式を満たすことを，$|\det T|^{s}$ が満たす局所関数等式を利用して証明した．
以下では，この Suzuki の理論を簡約正則概均質ベクトル空間に一般化する．この理論

においても通常の概均質ベクトル空間のゼータ関数の理論と同じように，微分作用素を用
いて変換公式への特異集合に属す点の寄与を消去しなければ，一般論として関数等式を示
すことはできない．そのため，開軌道上の不変微分作用素の環が可換となるようなクラス
の概均質ベクトル空間に対して理論が展開される．このようなクラスに属する概均質ベク
トル空間としては，いわゆる可換放物型の概均質ベクトル空間がある．
本稿の主要部分は田村の修士論文 [13] によるものである．

1 保型超関数とその $L$ 関数

$(G, \rho, V)$ を有理数体 $\mathbb{Q}$ 上で定義された概均質ベクトル空間で，条件

(A) $G$ は簡約可能代数群，

(B) 特異集合 $S$ は $\mathbb{Q}$ 上既約な超曲面

を満たすとする．このとき，$\rho$ の反傾表現 $\rho^{*}$ も概均質ベクトル空間 $(G, \rho^{*}, V^{*})$ を与え，そ
の特異集合 $s*$ も $\mathbb{Q}$ 上既約な超曲面となる．$P(x),$ $P^{*}(y)$ を，それぞれ，$S,$ $s*$ を定義す
る $\mathbb{Q}$ 上既約な多項式とする．$P,$ $P^{*}$ は定数倍を除いて一意的に定まり，相対不変式となっ
ている．すなわち，$G$ の $\mathbb{Q}$-有理指標 $\chi,$ $\chi^{*}$ があり，

$P(\rho(g)x)=\chi(g)P(x)$ , $P^{*}(\rho^{*}(g)y)=\chi(g)^{*}P^{*}(y)$

が成り立っ．実は，$\chi^{*}(g)=\chi(g)^{-1}$ である．また，$n=\dim V,$ $d=\deg P=\deg P^{*}$ とおく．
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$\Omega=V\backslash S,$ $\Omega^{*}=V^{*}\backslash S^{*}$ とおくと，これらは，概均質ベクトル空間の定義により，$G$ の

Zariski-開軌道となっている．この開軌道の実点の集合 $\Omega_{\mathbb{R}},$ $\Omega_{\mathbb{R}}^{*}$ の連結成分への分解を

$\Omega_{\mathbb{R}}=\bigcup_{i=1}^{\nu}\Omega_{i}$ , $\Omega_{\mathbb{R}}^{*}=\bigcup_{j=1}^{\nu}\Omega_{j}^{*}$

とする．$G^{+}$ で実 Lie 群 $G_{\mathbb{R}}$ の単位元を含む連結成分とすると，$\Omega_{i},$
$\Omega_{j}^{*}$ は $G^{+}$-軌道となっ

ている．有理写像 $\phi:\Omegaarrow\Omega^{*}$ を

$\phi(x)=grad(\log P(x))$ (4)

によって定義すると，条件 (A), (B) により $(G, \rho, V)$ は正則概均質ベクトル空間であり ([3,
Theorem 2.28] $)$ , $\phi$ は $\mathbb{Q}$ 上定義された $G$-同変な双正則射となっている．実開軌道の番号
付けを $\phi(\Omega_{i})=\Omega_{i}^{*}(i=1, \ldots, \nu)$ が成り立つようにしておく．
急減少関数 $f\in S(V_{\mathbb{R}}),$ $f^{*}\in S(V_{\mathbb{R}}^{*})$ に対し，各実開軌道に対応した局所ゼータ関数を

$\Phi_{i}(f;s)=\int_{\Omega_{i}}|P(x)|^{s}f(x)dx$, $\Phi_{i}^{*}(f^{*};s)=\int_{\Omega_{i}^{*}}|P^{*}(y)|^{s}f^{*}(y)dy$

と $\Re(s)>0$ で絶対収束する積分で定義する．まとめて，

$\Phi(f;s)=(\begin{array}{l}\Phi_{1}(f\cdot s)\vdots\Phi_{\nu}(f,s)\end{array})$ , $\Phi^{*}(f^{*};s)=(\begin{array}{l}\Phi_{1}^{*}(f^{*}\cdot s)\vdots\Phi_{\nu}^{*}(f^{*}.s)\end{array})$

と列ベクトル表示しておく．$f\in S(V_{\mathbb{R}})$ の Fourier 変換，$f^{*}\in S(V_{\mathbb{R}}^{*})$ の (逆) Fourier 変
換を

$\mathcal{F}f(y)=\int_{V_{R}}f(x)e[-\langle x, y\rangle]dx$ , $\mathcal{F}^{*}f^{*}(x)=\int_{V_{R}^{*}}f^{*}(y)e[\langle x, y\rangle]dy$,

と定義する．ここで，$e[t]=\exp(2\pi$V⊂丁$t)$ とおいた．概均質ベクトル空間の理論の基本定
理は，次の局所関数等式が成り立っという主張である．

定理 1局所ゼータ関数 $\Phi(f:s)(f\in S(V_{\mathbb{R}})),$ $\Phi^{*}(f^{*};s)(f^{*}\in S(V_{\mathbb{R}}^{*}))$ は $s$ の有理型関数
として複素平面 $\mathbb{C}$ 全体に解析接続され，関数等式

$\Phi(\mathcal{F}^{*}f^{*}:s)=\gamma(s)\Phi^{*}(f^{*};-\frac{n}{d}-s)$ , $\Phi^{*}(\mathcal{F}f:s)=\gamma^{*}(s)\Phi(f;-\frac{n}{d}-s)$

を満たす．ここで，$\gamma(s)_{z}\gamma^{*}(s)$ はガンマ関数，指数関数を用いて表すことができる $f,$ $f^{*}$

と無関係な有理型関数である．

55



ここで，
$\gamma^{*}(s)\gamma(-\frac{n}{d}-s)=I_{\nu}$ ( $\nu$ 次単位行列) (5)

であることに注意しておく．
$L,$ $L^{*}$ を，それぞれ，$V_{\mathbb{Q}},$

$V^{*}$ 上の格子とする．ただし，$L^{*}$ が $L$ の双対格子であるとは
仮定しない．格子 $L,$ $L^{*}$ 上の

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$々多項式増大度の関数 $\alpha$ : $Larrow \mathbb{C},$ $\beta$ : $L^{*}arrow \mathbb{C}$ を考え

る．多項式増大度とは，ある正定数 $c_{1},$ $c_{2},$ ci,弓を適当に取れば，

$|\alpha(x)|<c_{1}(1+||x||^{2})^{C2}$ , $|\beta(y)|<c_{1}^{*}(1+||y||^{2})^{c_{\dot{2}}}$ .

となることと理解する．このとき，$V_{\mathbb{R}}$ , 喰上の緩増加超関数 $T_{\beta},$ $T_{\alpha}^{*}$ を

$T_{\beta}(f)= \sum_{y\in L}\beta(y)\mathcal{F}f(y)$

$(f\in S(V_{\mathbb{R}}))$ ,

$T_{\alpha}^{*}(f^{*})= \sum_{x\in L}\alpha(x)\mathcal{F}^{*}f^{*}(x)$

$(f^{*}\in S(V_{\mathbb{R}}^{*}))$

によって定義することができる．

定義 1 $k,$ $\sigma_{1},$
$\ldots,$

$\sigma_{\nu}\in \mathbb{C}$ を複素定数とし，

$J(x)=\sigma_{i}|P(x)|^{k-2n/d}$ $(x\in\Omega_{i})$

で定まる $\Omega_{\mathbb{R}}$ 上の関数 $J(x)$ を考える．緩増加超関数 $T_{\alpha}^{*},$ $T_{\beta}$ は，以下の 3条件を満たすと
き，$(G, \rho, V),$ $(G, \rho^{*}, V^{*})$ 上の保型因子 $J(x)$ を持つ保型超関数といわれる :

(i) $G_{\mathbb{Q}}\cap G^{+}$ の数論的部分群 $\Gamma$ で $L,$ $L^{*}$ が，それぞれ，$\rho(\Gamma),$ $\rho^{*}(\Gamma)$ の作用で閉じており，
$\alpha$ は $\rho(\Gamma)$-不変，$\beta$ は $\rho^{*}(\Gamma)$-不変である．

(ii) ある正定数 $r$ に対し

$\alpha(x)=O(|P(x)|^{r})(x\in L\cap\Omega)$ , $\beta(y)=O(|P^{*}(y)|^{r})(y\in L^{*}\cap\Omega^{*})$

が成り立っ．

(iii) $\phi f^{*}(x)=f^{*}(\phi(x))$ $(x\in\Omega_{R})$ とおくと，変換公式 $T_{\alpha}^{*}(f^{*})=T_{\beta}(J\cdot\phi f^{*})$ , すなわち，

$\sum_{x\in L}\alpha(x)\mathcal{F}^{*}f^{*}(x)=\sum_{y\in L^{*}}\beta(y)\mathcal{F}(J\cdot\phi f^{*})(y)$
(6)

が，任意の $f^{*}\in C_{0}^{\infty}(\Omega_{\mathbb{R}}^{*})$ に対して成り立つ．
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保型超関数に対して $L$-関数を定義するために，概均質ベクトル空間 $(G, \rho, V)$ にさら
に次の仮定を課す．

(C) 任意の $x\in\Omega_{\mathbb{Q}}$ に対し，群 $G_{x}^{o}$ は自明でない $\mathbb{Q}$-有理指標を持たない．ただし，$G_{x}^{o}$ は
$x$ における $G$ の等方部分群の (Zariski 位相に関する) 単位元連結成分を表わす．

この仮定の下で，群 $G_{x}^{+}:=G^{+}\cap G_{\mathring{x}}$ はユニモジュラーな Lie 群となり，その Haar 測度
$d\mu_{x}$ を積分公式

$\int_{G}$

十

$F(g)dg= \int_{c+/G_{x}^{+}}\frac{d(\rho(\dot{g})x)}{|P(\rho(\dot{g})x)|^{n/d}}\int_{G_{x}^{+}}F(\rho(\det gh)x)d\mu_{x}(h)$,

が成り立っように正規化する．ここで $dg$ はあらかじめ固定しておいた $G^{+}$ の Haar 測度
である．

さて，$\Gamma$ を保型超関数 $T_{\alpha}^{*},$ $T_{\beta}$ に対し定義 1の条件 (i) を満たす数論的部分群で $G^{+}$ に

含まれるものとし，$\Gamma_{x}=\Gamma\cap G_{x}^{+}(x\in\Omega_{\mathbb{Q}})$ とおく．このとき，仮定 (C) により，基本領域
の体積

$\mu(x)=\int_{G_{x}^{+}/\Gamma_{x}}d\mu_{x}$ $(x\in\Omega_{\mathbb{Q}})$

は有限となる．仮定 (A), (B) のもとで，仮定 (C) は双対概均質ベクトル空間 $(G, \rho^{*}, V^{*})$

についても成立し，$y\in\Omega_{\mathbb{Q}}^{*}$ に対して $\mu(y)$ が同様にして定義できる．この $\mu(x),$ $\mu(y)$ を用
いて保型超関数 $T_{\alpha}^{*},$ $T_{\beta}$ に付随する $L$ 関数が

$\xi_{i}(\alpha, s)=\sum_{x\in\Gamma\backslash L\cap\Omega_{i}}\alpha(x)\mu(x)|P(x)|^{-s}$
,

$\xi_{i}^{*}(\beta, s)=\sum_{:y\in\Gamma\backslash L^{*}\cap\Omega}\beta(y)\mu(y)|P^{*}(y)|^{-s}$

と定義される．定義 1の条件 (ii) と概均質ベクトル空間のゼータ関数の収束定理 ([6,
Theorem 1.1] $)$ により，$L$ 関数 $\xi_{i}(\alpha, s),$ $\xi_{i}^{*}(\beta, s)$ は $\Re(s)$ が十分大きいとき絶対収束する．
このように $L$ 関数は実開軌道 $\Omega_{i},$ $\Omega_{i}^{*}$ に対応して定義されるが，これらを成分とした行ベ
クトルを

$\xi(\alpha, s)=(\xi_{1}(\alpha, s), \ldots,\xi_{\nu}(\alpha, s))$ , $\xi^{*}(\beta, s)=(\xi_{1}^{*}(\beta, s), \ldots,\xi_{\nu}^{*}(\beta, s))$

とおく．
次の補題は，いわゆる，unfolding によって容易に得られる．
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補題 1 $f\in S(V_{\mathbb{R}}))$ , f$*\in$ S(喰) に対して，ゼータ積分

$Z( \alpha, f;s)=\int_{c+/\Gamma}\chi(g)^{s}\sum_{x\in L\cap\Omega}\alpha(x)f(\rho(g)x)dg$,

$Z^{*}( \beta, f^{*};s)=\int_{c+/\Gamma}\chi^{*}(g)^{s}\sum_{y\in L^{*}\cap\Omega}.\beta(y)f^{*}(\rho^{*}(g)y)dg$

は $\Re(s)$ が十分大きいとき絶対収束して正則関数を定め，さらに次の等式が成り立っ:

$Z(\alpha, f^{*};s)=\xi(\alpha, s)\cdot\Phi(f;s-n/d)$ , $Z^{*}(\beta, f^{*};s)=\xi^{*}(\beta, s)\cdot\Phi^{*}(f^{*};s-n/d)$ .

ここで，等式の右辺は $L$ 関数からなる行ベクトルと局所ゼータ関数からなる列ベクトル
の積である．

$L$ 関数の関数等式と解析接続は，補題 1の積分表示と変換公式を用いて，通常の概均質
ベクトル空間のゼータ関数の理論 (例えば，[3], [11] を見よ) と同様に示されるが，一般論
としては，特異集合 $S,$ $s*$ に含まれる格子点の変換公式への寄与の計算が難しく，次の補
題のように，そのフーリエ変換が特異軌道上で消える特殊な試験関数を用いる必要がある．

補題 2 $f^{*}\in C_{0}^{\infty}(\Omega_{\mathbb{R}}^{*})$ が

$\mathcal{F}^{*}f^{*}|_{S_{R}}\equiv 0$ , $\mathcal{F}(J\cdot\phi f^{*})|_{S_{\dot{R}}}\equiv 0$ (7)

を満たすとき，$Z(\alpha, \mathcal{F}^{*}f^{*};s),$ $Z^{*}(\beta, \mathcal{F}(J\cdot\phi f^{*});s)$ は $s$ の整関数に解析接続され，関数等式

$Z(\alpha,\mathcal{F}f^{*};s)=Z^{*}(\beta,\mathcal{F}(J\cdot\emptyset f^{*});k-s)$

が成り立っ．

この補題は，通常の概均質ベクトル空間のゼータ関数の理論において Poisson の和公
式を利用するところを保型超関数が満たす変換公式 (6) を用いれば，まったく同様に証明
される．

次に，補題 2の条件 (7) を満たす関数 $f^{*}\in C_{0^{\infty}}(\Omega_{\mathbb{R}}^{*})$ を構成する．このような関数の構
成には，

(D) $\Omega_{i}^{*}(i=1, \ldots, \nu)$ 上の $G^{+}$-不変線形微分作用素の環は可換である

という仮定を必要とする．この仮定は，例えば，$(G, \rho, V)$ がいわゆる可換放物型の概均質
ベクトル空間などでは成立する．
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$P^{*}(\partial_{x}),$ $P(\partial_{y})$ を，それぞれ，定数係数の線形微分作用素で
$P^{*}(\partial_{x})\exp(\langle x, y\rangle)=P^{*}(y)\exp(\langle x, y\rangle)$ , $P(\partial_{y})\exp(\langle x, y\rangle)=P(x)\exp(\langle x, y\rangle)$

を満たすものとする．このとき，

$P^{*}(\partial_{x})P(x)^{s+1}=b(s)P(x)^{s}$

を満たす $s$ の多項式 $b(s)$ が存在し，概均質ベクトル空間 $(G, \rho, V)$ のか関数といわれる．
一般に $\Omega_{\mathbb{R}}$ 上の微分作用素 $D$ に対し，$\Omega_{\mathbb{R}}^{*}$ 上の微分作用素 $\phi D$ を

$\phi Df^{*}(y)=D(^{\phi}f^{*})(\phi^{-1}(y))$

によって定義する．$D$ が $G^{+}$-不変ならば，$\phi D$ も $G^{+}$-不変である．

補題 3(i) 微分作用素 $M_{1},$ $M_{2}$ を

$M_{1}=P(\partial_{y})P^{*}(y)$ , $M_{2}=\phi(J(x)^{-1}P^{*}(\partial_{x})P(x)J(x))$

と定義すると，$M_{1},$ $M_{2}$ は $\Omega_{\mathbb{R}}^{*}$ 上の $G^{+}$ -不変線形微分作用素である．
(ii) $f_{0}^{*}\in C_{0}^{\infty}(\Omega_{\mathbb{R}}^{*})$ に対し，関数 $M_{1}M_{2}f_{0}^{*}(y)$ は条件 (7) を満たす．
(iii) $f_{0}^{*}\in C_{0}^{\infty}(\Omega_{\mathbb{R}}^{*})$ に対し，

$\Phi_{i}^{*}(M_{1}M_{2}f_{0}^{*};-s)=(-1)^{d}b(s-n/d)b(s-k-1)\Phi_{i}^{*}(f_{0}^{*};-s)$

が成り立っ．

以上の準備のもとで，$L$ 関数の関数等式が通常の概均質ベクトル空間のゼータ関数の
場合と類似の方法で証明される．

定理 2 $L$ 関数 $\xi_{i}(\alpha, s),$ $\xi_{j}^{*}(\beta, s)(1\leq i, j\leq\nu)$ は $s$ の有理型関数として $\mathbb{C}$ 上に解析接続
され，$\sigma$ を保型因子 $J(x)$ の定義に現れた定数 $\sigma_{i}$ を対角成分とする対角行列，すなわち Z

$\sigma=(\begin{array}{lll}\sigma_{1} 0 \ddots 0 \sigma_{\nu}\end{array})$

とすると，関数等式

$\xi(\alpha, s)\gamma(s-n/d)=\xi^{*}(\beta, k-s)\gamma^{*}(k-n/d-s)\sigma$

が成り立っ．ここで，$\gamma(s),$ $\gamma^{*}(s)$ は定理 1の局所関数等式に現れたガンマ行列である．
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$L$ 関数の極とそこにおける主要部を決定することは，一般論としては困難である．しか
し，概均質ベクトル空間のゼータ関数の場合に極の位置は $k$関数の零点によって統制され
ることの類似として，次の結果を得ることができる．

定理 3整数 $m\geq 0$ を十分大きく取れば，$L$ 関数 $\xi_{1}(\alpha, s),$
$\ldots,$

$\xi_{\nu}(\alpha, s),$ $\xi_{1}^{*}(\beta, s),$
$\ldots,$

$\xi_{\nu}^{*}(\beta, s)$

に

$b(s-k-1) \prod_{r=0}^{m}b(s-n/d-r)$

をかけたものは整関数である．とくに，$L$ 関数の極は有限個しかない．

2 保型超関数の例

序で述べたように，正則 Siegel 保型形式の $Sym_{n}(\mathbb{R})$ への墳界値として概均質ベクトル空
間 $(GL_{n}, Sym_{n})$ の保型超関数が得られ，その $L$ 関数は，Koecher-Maass ゼータ関数であ
る．より一般に Tube 領域上の正則保型形式に対して Koecher-Maass ゼータ関数を考え
ることが，[2] においてなされている．この場合にも，境界値を取ることにより，前節の意
味の保型超関数が得られ，Koecher-Maass ゼータ関数の関数等式を前節の結果の特殊な場
合として得ることができる．
しかし，前節の結果は，[1], [12] で実行されたような非正則な保型形式の Koecher-Maass

ゼータ関数の取り扱いができるところにメリットがある．ここでは，[12] による実解析的
Eisenstein 級数の Fourier 係数から保型超関数を作り出すプロセスを，抽象化した形で述
べる．

$\nu,$
$\nu^{*}$ を晦，穐上の複素数値関数とする．$L_{1},$ $L_{2}$ を晦の格子とし，$Li,$ $L_{2}^{*}$ で $L_{1},$ $L_{2}$

の双対格子を表わす．いま，$\nu,$ $\nu^{*},$ $L_{1},$ $L_{2}$ について次の条件 (i), (ii), (iii) が成り立ってい
るとしよう．

(i) $\nu$ は $L_{1}$-不変，$\nu^{*}$ は $L\cong$-不変，すなわち，

$\nu(x+\ell)=\nu(x)$ , $\nu^{*}(y+\ell^{*})=\nu^{*}(y)$ $(\ell\in L_{1}, \ell^{*}\in L_{2}^{*})$

が成り立っ．さらに，$G_{\mathbb{Q}}$ の数論的部分群 $\Gamma$ で $\nu,$
$\nu^{*}$ を不変とするものがある，すな

わち，
$\nu(\rho(\gamma)x)=\nu(x)$ , $\nu^{*}(\rho^{*}(\gamma)y)=\nu^{*}(y)$ $(\gamma\in\Gamma)$

が成り立っ．

(ii) 無限級数

x $\in$ V化/Ll

$\nu(x)$ ,
$\sum_{y\in V_{\dot{Q}}/L_{\dot{2}}}\nu^{*}(y)$
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は絶対収束する．

(iii) 任意の $x\in\Omega_{\mathbb{Q}}$ に対し，$\nu^{*}(\phi(x))=J(x)\nu(x)$ が成り立っ．

この 3条件を満たす $\nu,$ $\nu^{*},$ $L_{1},$ $L_{2}$ が与えられたとき，格子 $L_{2},$ $L_{1}^{*}$ 上の関数 $\alpha$ : $L_{2}arrow \mathbb{C}$ ,
$\beta:L_{1}^{*}arrow \mathbb{C}$ を

$\alpha(\ell)=v(L_{2}^{*})^{-1}\sum_{y\in V_{Q}^{*}/L_{2}^{*}}\nu^{*}(y)e[-\langle y,\ell\rangle]$

$(\ell\in L_{2})$ ,

$\beta(\ell^{*})=v(L_{1})^{-1}\sum_{x\in V_{\mathbb{Q}}/L_{1}}\nu(x)e[\langle x,\ell^{*}\rangle]$

$(\ell^{*}\in L_{1}^{*})$

によって定義する．右辺の級数は条件の (ii) により絶対収束する．これは，実解析的 Siegel
Eisenstein 級数の Fourier 係数を与える Siegel 級数 (特異級数) の一般化 (アブストラク
トナンセンス化 ?) であり，抽象 Siegel 級数と呼ぶことにしよう．次の補題が示すよう
に，抽象 Siegel 級数を Fourier 係数とすることによって保型超関数が得られる．

補題 4緩増加超関数

$T_{\alpha}^{*}(f^{*})= \sum_{\ell\in L_{2}}\alpha(\ell)\mathcal{F}^{*}f^{*}(l)$
,

$T_{\beta}(f)= \sum_{l^{*}\in L_{1}^{r}}\beta(\ell^{*})\mathcal{F}f(\ell^{*})$

$(f\in S(V_{\mathbb{R}}), f^{*}\in S(V_{\mathbb{R}}^{*}))$

は，概均質ベクトル空間 $(G, \rho, V),$ $(G, \rho^{*}, V^{*})$ 上の $J(x)$ を保型因子とする保型超関数を
与える．

\S 1の仮定 $(A)-(D)$ をすべて満たす概均質ベクトル空間の例として，

Type (S): $(GL(n), 2\Lambda_{1}, Sym(n))$

Type (A): $(GL(n), \Lambda_{2}, Alt(n))(n\equiv 0(mod 2))$

Type (M): $(GL(n)\cross SL(n), \Lambda_{1}\otimes\Lambda_{1}, M(n))$

を考えよう．これらの概均質ベクトル空間に対して，$\phi(x)=$ grad log $P(x)$ は $\phi(x)=x^{-1}$

で与えられる．任意の行列 $x\in V_{\mathbb{Q}}$ について，$d(x)$ で $x$ の単因子の分母の積を表し，

$\nu(x)=d(x)^{-k-\delta}$ , $\delta=\{\begin{array}{ll}n+1 (Type (S)),n-1 (Type (A)),2n (Type (M))\end{array}$
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とおく．このとき，明らかに

$\nu(\gamma_{1}x\gamma_{2})=\nu(x+P)=\nu(x)$ $(\gamma_{1},\gamma_{2}\in GL(n,\mathbb{Z}), p=V_{Z})$

が成り立ち，$\nu(=\nu^{*})$ は上の条件 (i) を満足する．また，

$\frac{d(x^{-1})}{d(x)}=|\det x|$ $(\det x\neq 0)$ ,

であるから，
$\nu(\phi(x))=J(x)\nu(x)$ , $J(x)=|\det x|^{-k-\delta}$

となり，条件 (iii) も満たされている．．最後に，無限級数

x $\in$ V化/Vz

$\nu(x)$

は $\Re(k)>0$ で収束する．これは，Type (S) の場合には良く知られている (例えば [4]) .
また，Type (A) の場合には [13] で，Type (M) の場合には [8] でこの無限級数の明示式が
与えられており，収束の限界についても明らかになっている．したがって，補題 4を適用
して保型超関数が得られる．これら 3つの例において，抽象 Siegel級数は群

Type (S): $Sp(n)$ , Type (A): $SO(n, n)$ , Type (M): $GL(2n)$

の Siegel型の極大放物型部分群に関する (実解析的) Eisenstein 級数の Fourier係数であり，
補題 4が与える保型超関数に対応する $L$ 関数はそれらの Eisenstein 級数の Koecher-Maass
ゼータ関数というべきものとなっている．
抽象 Siegel 級数による保型超関数の構成は，[9] で調べられた非退化双対二次写像に付

随するゼータ関数の関数等式の証明に利用できる．その中には，概均質ベクトル空間の相
対不変式とはならない 4次多項式に対して定義されるゼータ関数も含まれていて興味があ
るのだが，この点を説明することは別の機会に譲る．
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