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ABSTRACT. 古湯Shalika [4] は，B\"ocherer の予想 [1] の一般化を証明するべき二つ
の相対跡公式を提唱し，それらについての基本補題を証明した．最近古澤 Martin [2]
は同じ問題にアプローチする新しい相対跡公式を提唱し，その基本補題を証明した．
さらに古澤 Martin-Shalih [3] は，この基本補題をヘッケ環全体に拡張した．

1. INTRODUCTION

t $)$ ま $F$ を $ft$数体とし，F-bの$ft\mathscr{X}G=$ GSp(4) を

$G=\{g\in$ GL(4) $|^{t}g(\begin{array}{ll}0 1_{2}-1_{2} 0\end{array})g=\lambda(g)(\begin{array}{ll}0 1_{2}-l_{2} 0\end{array}),$ $\lambda(g)\in$ GL (1) $\}$

によって定める．さらに，$(\begin{array}{ll}a_{i} b_{i}q d_{i}\end{array})(i=1,2)$ に対して，

$\iota((\begin{array}{ll}a_{1} b_{1}c_{1} d_{1}\end{array}),$ $(\begin{array}{ll}a_{2} b_{2}c_{2} d_{2}\end{array}))=(\begin{array}{llll}a_{1} 0 b_{1} 00 a_{2} 0 b_{2}c_{1} 0 d_{1} 00 c_{2} 0 d_{2}\end{array})$

とし，
$H=\{\iota(h_{1}, h_{2})|h_{1}, h_{2}\in GL$ (2) $, \det h_{1}=\det h_{2}\}$

とすると，$H$ は $G$の部分群である．$N$ を $G$ の標準的 Borel部分群の unipotent radical
とする．

$F$ の二次拡大体 $E$ を一つとり固定する．このとき，$E$ を含む $F$ 上の quaternion
algebra の同型類全体は，$\epsilon$ が $F^{x}/N_{E/F}(E^{x})$ を動くとき，

$D_{\epsilon}=\{(\begin{array}{ll}a b\epsilon b^{\sigma} a^{\sigma}\end{array})|a,$ $b\in E\}$

によって与えられる．ここで $\sigma$ は Gal $(E/F)$ の非自明な元を表す．$D_{\epsilon}\ni x\mapsto\overline{x}\in D_{\epsilon}$

を $D_{e}$ の involution とする．このとき，

$G_{\epsilon}=\{g\in GL_{2}(D_{\epsilon})|g^{*}(\begin{array}{ll}0 l1 0\end{array})g=\mu(g)(\begin{array}{ll}0 11 0\end{array}),$ $\mu(g)\in$ GL (1) $\}$

によって定まる $G$ の inner form $G_{\epsilon}$ を考える．ただし，ここで $g=(\begin{array}{ll}\alpha \beta\gamma \delta\end{array})$ とする

とき，$g^{*}=$ $(\overline{\frac{\alpha}{\beta}}$ $\overline{\frac{\gamma}{\delta}})$ である．
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$G_{\epsilon}$ の upper Bessel 部分群 $R_{\epsilon}$ を，

$R_{\epsilon}=\{(\begin{array}{ll}a 00 a\end{array})(\begin{array}{ll}1 x0 l\end{array})|a\in E^{x}$ , tr $(x)=0\}$

によって定め，lower Bessel 部分群 $\overline{R}_{\epsilon}$ を $R_{\epsilon}$ の転置とする．
$\Omega$ を $A_{E}^{x}/E^{\cross}$ の character とし，$\omega=\Omega|_{A_{F}^{X}}$ とする．$A/F$ の非自明な character $\psi$

を

$\psi[(\begin{array}{llll}1 x 0 00 1 0 00 0 1 00 0 -x 1\end{array})(\begin{array}{llll}\text{ノ_{}1} 0 y z0 1 z w0 0 l 00 0 0 l\end{array})]=\psi(x+w)$

によって $N(A_{F})$ の character に拡張する．
$E=F(\eta)$ かっ $\eta^{\sigma}=-\eta$ となる $\eta$ をとり，$R_{\epsilon}(A_{F})$ と $\overline{R}_{\epsilon}(A_{F})$ の character $\tau,$

$\xi$

をそれぞれ，

$\tau[(\begin{array}{ll}a 00 a\end{array})(\begin{array}{ll}1 x0 1\end{array})]=\Omega(a)\psi$ $(tr (-\eta x))$ ,

$\xi[(\begin{array}{ll}a 00 a\end{array})(\begin{array}{ll}1 0y 1\end{array})]=\Omega(a^{\sigma})\psi(tr(-\eta^{-1}y))$ ,

によって定める．
$\Phi\in S(A_{F}^{2})$ に対して，section

$f_{\Phi}(g, s)=| \det g|^{s+_{l}^{1}}\int_{A_{F}^{\cross}}\Phi[(0,t)g]\kappa^{-1}(t)|t|^{2s+1}d^{\cross}t$

から定まる GL (2) の Eisenstein級数

$E_{\Phi}(g, s)= \sum_{\gamma\in B_{2}(F)\backslash GL_{2}(F)}f_{\Phi}(\gamma g, s)$

をとる．ただし，ここで $\kappa$ は，$E/F$ に対応する二次指標を表す．函数等式
$E_{\Phi}(g, s)=E_{\hat{\Phi}}(^{t}g^{-1},$ $-s)$ ( $\hat{\Phi}$ は $\Phi$ の Fourier 変換)

に注意しておく．$\Theta(\Omega^{-1})$ で $\Omega^{-1}$ に対応する GL2 $(A_{F})$ の theta series representation
を表し，$\theta\in\Theta(\Omega^{-1})$ とする．このとき，$H(A_{F})$ 上の函数 $E$ を

$E[\iota(h_{1}, h_{2})]=E_{\Phi}(h_{1},0)\theta(h_{2})$

によって定める．
$f\in c_{c}\infty(G(A_{F}))$ とすると，

$K_{f}(x, y)= \int_{Z(F)\backslash Z(A_{F})}\sum_{\gamma\in G(F)}f(x^{-1}\gamma yz)\omega(z)dz$
( $Z$ は $G$ の oenter)

によって，kernel function $K_{f}(x, y)$ が定まる．ここで，global distribution

(1.1) $I(f)= \int_{Z(A_{F})H(F)\backslash H(A_{F})}\int_{N(F)\backslash N(A_{F})}K_{f}(h, n)E(h)\psi(n)dhdn$

を考える．
同様に，$f_{\epsilon}\in C_{c}^{\infty}(G_{\epsilon}(A_{F}))$ とすると，

$K_{f_{\epsilon}}(x, y)= \int_{Z_{\epsilon}(F)\backslash Z_{g}(A_{F})_{\gamma\in G_{\epsilon}(F)}}$
$\sum$ $f_{\epsilon}(x^{-1}\gamma yz)\omega(z)dz$ ( $Z_{\epsilon}\ovalbox{\tt\small REJECT} fG_{\epsilon}$ の center)

117



によって，kernel function $K_{f_{\epsilon}}(x, y)$ 力淀まる．こちらにっいては，global distribution
(1.2)

$J_{\epsilon}(f_{\epsilon})= \int_{Z_{\epsilon}(A_{F})\overline{R}_{\epsilon}(F)\backslash \overline{R}_{\epsilon}(A_{F})}\int_{Z_{e}(A_{F})R_{e}(F)\backslash R_{e}(A_{F})}K_{f_{\epsilon}}(\overline{r}, r)\xi(\overline{r})^{-1}\tau(r)d\overline{r}dr$

を考える．
このとき，古澤 Martin [2] において提唱した相対跡公式は，$f$ と $\{f_{\epsilon}\}$ が match“

するとき，

(1.3)
$I(f)= \sum_{)\epsilon\in F^{x}/N_{E/F}(E^{x}}J_{\epsilon}(f_{\epsilon})$

となる，というものであった．(ここで，ほとんどすべての $\epsilon$ について，$f_{\epsilon}=0$ であ
ることに注意しておく．) おおまかに言うと，この相対跡公式から

(14) $C(\pi,$ $\Omega^{-1},$ $\phi_{\epsilon})\cdot L(\frac{1}{2},$ $\pi\otimes\Theta(\Omega^{-1}))=|P_{e}(\phi_{\epsilon})|^{2}$

という形の等式がその帰結として期待される．ここで，$\pi$ は $GSp_{4}(A_{F})$ の globally
generic cuspidal representation を表し，$\pi_{\epsilon}$ は $\pi$ の $G_{\epsilon}(A_{F})$ への Jacquet-Langalnds
transfer を表し，$\phi_{\epsilon}\in\pi_{\epsilon}$ であり，$P_{\epsilon}(\phi_{\epsilon})$ はその Bessel period

$P_{\epsilon}( \phi_{\epsilon})=\int_{Z(A_{F})R_{*}(F)\backslash R_{\epsilon}(A_{F})}\phi_{\epsilon}(r)\tau^{-1}(r)dr$

を表し，$C(\pi,$ $\Omega^{-1},$ $\phi_{\epsilon})$ は $\pi$ によって定まる explicit な定数を表す．
目標とされる等式 (1.4) は，スピノル $L$ 函数の特殊値に関する B\"ocherer の予想 [1]

の明示的な一般化と解釈される．また (1.4) は，Gross-Prasad 予想 [5, 6] の市野-池
田 [7] による精密化の SO(2) $\subset$ SO(5) の場合と深く関係している．(これについては，
Prasad &Takloo-Bighash [13] も参照されたい．)
上記の相対跡公式 (1.3) を確立するには，まず両辺の global distribution を幾何学

的に展開し (geometric expansion) , 軌道積分 (orbital integral) の和に表し，(1)
ヘッケ環の単位元にっいての基本補題 (fundamental lemma) を証明し，次に (2)
基本補題をヘッケ環全体に拡張することが必要である．GL(2) の場合の (14) に相当
する $L$函数の特殊値に関する等式は，Waldspurger [14] の Theta対応によるアプロー
チに始まるが，相対跡公式によるアプローチは，Jacquetの二つの論文 [8], [9] によっ
て始められた．(その後の展開については，[10], [12] を参照されたい．) 古澤 Shalika [4]
は，(14) にアプローチする二つの相対跡公式を提唱し，それらについての単位元に
関する基本補題を証明した．これら二つの相対跡公式はそれぞれ [8], [9] の相対跡公
式の GSp(4) の場合への自然な拡張であると考えられる．一方，古澤 Martin $[2|$ は，

Erez Lapid の助言 [11] に啓発されて，(1.4) にアプローチする新しい相対跡公式を提
唱し，単位元に関する基本補題を証明した．この新しい相対跡公式が [4] にある二つ
の相対跡公式に対して持つと思われる利便性については，[2, Introduction] を参照さ
れたい．

2. FUNDAMENTAL LEMMA FOR THE HECKE ALGEBRA

最後に主結果にっいて述べたい．局所的な状況を考える．いま，$F$ は標数 $0$ の

archimedean local fieldで，剰余標数は 2でないとする．$E$ は $F$ の不分岐な二次拡大
であるか $E=F\oplus F$ とし，$\kappa$ を $E/F$ に局所類体論の意味で対応する指標とする．こ
のとき $W$ を GL2 $(F)$ の主系列表現 $\pi(1, \kappa)$ に対応する normalized Whittaker 函数
とする．このとき $\mathcal{O}_{F}$ を $F$ の整数環として，$\mathcal{H}$ を $G$ のヘッケ環，すなわち，$G(F)$
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上の bi-G $(\mathcal{O}_{F})$ -invariant で compact support を持つ $\mathbb{C}$-valued 函数全体のなす空間
とする．$\delta$ を $F^{\cross}$ の不分岐な指標とし，$\Omega=\delta\circ N_{E/F}$ とする．

$s\in F^{\cross},$ $a\in F\backslash \{0,1\}$ と $f\in \mathcal{H}$ に対して，Rankin-Selberg type 軌道積分 $I(s, a;f)$
を

(2.1) $I(s, a;f)= \int_{H_{0}\backslash H}\int_{N}\int_{Z}f(h^{-1}\overline{n}^{(s)}zn)W_{s,a}(h)\omega(z)\psi(n)dzdndh$

によって定める．ただしここで，

$H_{0}=\{z\cdot\iota((\begin{array}{ll}l y0 1\end{array}),$ $(\begin{array}{ll}1 0y 1\end{array}))|z\in Z,$ $y\in F\}$ , $\overline{n}^{(s)}=(\begin{array}{llll}1 0 0 00 s 0 00 s 1 01 0 0 s^{-1}\end{array})$ ,

$W_{s,a}(\iota(h_{1}, h_{2}))=\delta^{-1}(s(1-a)\det h_{2})W((\begin{array}{ll}sa 00 1\end{array})h_{1})W((\begin{array}{lll}0 1s(l- a) 0\end{array})h_{2})$

である．
次に Bessel軌道積分を考える．$\epsilon=1$ のとき $G_{\epsilon}\simeq G$ であり，同型は $GL_{4}(E)$ 内

の共役によって与えられる．よって，この同型によって，$G=G_{1}$ とし，$R=R_{1}$ ,
$\overline{R}=\overline{R}_{1}$ は $G$ の部分群となる．

$E/F$ を不分岐二次拡大とする．このとき，$x\in F\backslash \{0,1\}$ かつ ord $(x)$ は偶数，
$\mu\in F^{\cross},$ $f\in \mathcal{H}$ に対して，anisotropic Bessel 軌道積分 $\mathcal{B}(x, \mu;f)$ を

$\mathcal{B}(x, \mu;f)=\int_{Z\backslash \overline{R}}\oint_{R}f(\overline{r}A^{(a)}(u, \mu)r)\xi(\overline{r})\tau(r)drd\overline{r}$

によって定める．ここで，$u$ は? $N_{E/F}(u)=x$ を満たす $E^{\cross}$ の元であり，$u=a+b\eta$ ,
$a,$ $b\in F$ としたとき，

$A^{(a)}(u, \mu)=(^{(_{b\eta^{2}1-a}^{1+a_{0}-b})}$ $\mu^{t}(_{b\eta^{2}1-a}^{1+a-b})^{-1)}0$

である．$\mathcal{B}(x, \mu;f)$ は，$u\in E^{\cross}$ の取り方によらずに定まる．
$E=F\oplus F$ とする．このとき，$x\in F\backslash \{0,1\},$ $\mu\in F^{\cross},$ $f\in \mathcal{H}$ に対して，split

Bessel 軌道積分 $\mathcal{B}(x, \mu;f)$ を

$\mathcal{B}(x, \mu;f)=\int_{Z\backslash \overline{R}}\int_{R}f(\overline{r}A^{(s)}(x, \mu)r)\xi(\overline{r})\tau(r)drd\overline{r}$

によって定める．ただし，

$A^{(s)}(x, \mu)=(^{(_{1_{0}1}^{1x})}$ $\mu{}^{t}(_{11}^{1x})^{-1)}0$

である．
そして，$x\in F\backslash \{0, I\},$ $\mu\in F^{\cross},$ $f\in \mathcal{H}$ に対して，$\mathcal{I}(x, \mu;f)$ を

$\mathcal{I}(x, \mu;f)=I(s, a;f)$ ただし $s=- \frac{1-x}{4\mu},$ $a= \frac{1}{1-x}$

によって定める．

定理 [3] いま，$x\in F\backslash \{0,1\},$ $\mu\in F^{\cross},$ $f\in \mathcal{H}$ とする．このとき Rankin-Selberg
$\overline{type}$軌道積分 $\mathcal{I}(x, \mu;f)$ は，$E/F$ が不分岐二次拡大かつ ord $(x)$ が奇数のとき，$0$ で
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あり，そうでないときには，

(2.2) $\mathcal{I}(x, \mu;f)=\delta^{-1}(\frac{x}{\mu^{2}})|\frac{x}{\mu^{2}}|^{1}z\mathcal{B}(x, \mu;f)$

が成り立っ．
これはまさしく，相対跡公式 (1.3) の regular terms に関する基本補題がヘッケ環

のすべての元に対して成り立っことを示している．
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