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1. flat torus 内の compact, orientable minimal surface の $index_{a}$ について．

flat torus 内の compact, orientable minimal surface の面積汎関数の第 2
変分から定まるヤコビ作用素の $index_{a}$ について次のことが知られている．

(1) 3次元 flat torus 内の minimal surface で indexa $=$ 0(安定) ならば 2次
元 flat torus(totally geodesic).

(2) 3次元 Euclidean space 内の compact orientable CMC-surface で CMC
安定 (体積を保つ変形で第 2変分が常に非負であること．v.p.stable とも言
う $)$ なら球面となっている [B-C]. 一方 Ross[Ross] は 3次元 flat torus に埋め
込まれた minimal surface である Schwarz の P-surface を平均曲率一定曲面
( $CMC$-surface) と考えその CMC 安定を示した．これにより 3次元 flat torus
内の compact orientable 安定 CMC-surface の分類の問題が起こる．
さて，この結果から minimal surface として P-surface の $index_{a}$ $F$は 1とな

る．理由はもし $index_{a}$ が 2以上なら第 2変分が常に負となる体積を保つ変
形が構成できるからである．したがってその conjugate minimal surface であ
る Schwarz の D-surface, associated surface である Schoen の Gyroid も CMC
安定であり $index_{a}=1$ となる．これらを摂動したものも CMC 安定であり
$index_{a}=1$ となる．但しどのくらい摂動してよいかは Ross は示していない．

(3) Montiel-Ros[M-R] の結果を使うと Schwarz の CLP-surface は $index_{a}=$

3. 摂動したものも $index_{a}=3$ . 同様にどのくらい摂動してよいかはわから
ない．

$index_{a}=1$ の minimal surface の研究として次の結果は興味深い．

(4) Compactness Theorem [R-R]. The space of $index_{a}=1$ embedded
minimal surfaces in flat three tori is compact.

(5) Ritor\’e [Ri] $F$は 3次元 flat torus 内の $index_{a}=1$ immersed minimal
surfaces の種数について 4以下であることを示した．Ros [Rosl] は更に 3以

下であることを証明した．更に一般に $index_{a} \geq\frac{2\gamma-3}{3}$ が成立し安定な CMC-
surface に対しても種数は 3以下であることを示した．
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このように 3次元 flat torus 内の compact, orientable minimal surface $l$こ

ついて $index_{a}$ の計算された具体例は 20年が過ぎようとしていますが上の
2つのみと思われます．3次元 flat torus 内の安定 CMC-surface の分類の問題
については，次の Ros の予想 [Ros2] があります．

Conjecture 1. Given a 3-torus $T^{3}$ , the moduli space of closed, stable, em-
bedded, constant mean curvature surfaces of genus 3 in $T^{3}$ with connected
pullback image in $R^{3}$ can be naturally represented, if nonempty, by a con-
nected, smooth convex arc in the (volume, area) $-$plane, which is symmetric
with respect to the axis volume$=volume(T^{3})/2$ .

$Ros$ の予想の中の囲む体積が flat torus の体積の半分となる安定 CMC-
surface について minimal surface かどうかは面白い問題と思われる．種数 $3$

であれば hyperelliptic minimal surface となっており，すべての hyperelliptic
embedded minimal surface について囲む体積はちょうど半分である．というの
もその minimal surface の flat point での inversion によって minimal surface
は不変であり 2つの囲む領域は移りあうからである．例えば P-surface, D-
surface の同じ torus 内での non-minimal, CMC-surface としての変形が存在
する [Ka]. また Gyroid も non-minimal, CMC-surface としての変形を持っ
[B-W]. これらも Ross の結果から少しの変形ならば $CMC$ 安定であることが
わかる．さらに同様の結果が得られる．このように種数 3で $index_{a}=1$ の

minimal surface や CMC 安定な minimal surface についての研究は大変興味
深い．

2. $index_{a}$ の複素幾何学的計算アルゴリズム
$n$ 次元 flat torus 内の compact, orientable (branched) minimal surface を

考える．これは $R^{n}$ の n-periodic minimal surface をその lattice で割ったも
のである．この lattice を少しつつ変形させれば対応する flat torus には最初
の minimal surface から少しづつ変形された minimal surface が現れると考え
る．それらを集めてできたものを変形空間と呼ぶことにする．実際には周期条
件を落とした時の変形空間を考える．この変形空間に special pseudo K\"ahler
structure を与えて変形空間の各点に対応する compact, orientable minimal
surface の $index_{a}$ を求める複素幾何学的計算アルゴリズム $(\grave{\iota}\backslash$ Riemann
surface の第 1 種と第 $2$ 種の Abelian differentials の period を用いて) を構成
する．

3. アルゴリズムの具体的応用について
佐賀大学の庄田氏との共同研究ではこのアルゴリズムによる $index_{a}$ の数

値計算 $,$ 更に $index_{a}=1$ の場合には Ross の criterion を使った CMC 安定か
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どうかの判定を Mathematica で行っている．

(1) P-surface から CLP-surfaceへの変形 (途中で Riemann surface が崩壊
して singly periodic Sherk 曲面が現れるここまでが $tP$ family と呼ばれて $V\rangle$

る $)l$こ伴う $index_{a}$ の変化 $3arrow 2arrow 1arrow 2$ P-surface は $index_{a}=1$ ,

CLP-surface は $index_{a}=3$ となる．従って上の Ross, Montiel and Ros の結
果の再確認ができた．更に $index_{a}=1,$ $CMC$安定の範囲もわかる．

(2) parameter を持つ Karcher の TT-surface を考える $(rPD$ family と呼ば
れている). この時 Schwarz の P-surface と D-surfaceが現れそれらは変形しな
がら移りあっていることになる．いつの間にか conjugate minimal surface が
現れているのは面白い．更に Meeks の構成した実 9次元 family of embedded
minimal surfaces of genus 3 in flat tori $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ TT-surface は含まれる．この Meeks
family は変形空間 $($複素 $9$ 次元 $)$ に導かれた special pseudo K\"ahler structure
の K\"ahler form について Lagrangian であることが分かる [Ej2].

TT-surface の $index_{a}$ の変化 $2arrow 1arrow 2$ . $index_{a}=1$ , CMC 安定
の範囲もわかる．このことより P-suface と D-surface の間の変形を与える
TT-surface は数値計算ではすべて CMC 安定となる．

(3) parameter $a$ を持つ Schwarz の H-surface(rH family と呼ばれている
[Wey] $)$ の $index_{a}$ の変化 $3arrow 1arrow 2$ . $a=1$ では Riemann surface は退化
している．$index_{a}=1$ を満たす $a$ の範囲で CMC 安定もわかる．H-surface
は Meeks family には含まれていない．更に H-surface の associate surface で
embedded な minimal surface はただ $1$ つあり Lidinoid [L-L] と呼ばれている
が，これも CMC安定となる．Gyroid と Lidinoid は one parameter family of
embedded minimal surface in flat tori $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ含まれ $rG$ family と呼ばれている
[F-H-L]. これらは Meeks family とは異なった実 $9$ 次元 family of embedded
minimal surfaces of genus 3in flat tori に含まれており，Meeks family と同様に
Lagrangian である．この 2つの Lagrangian cone は intersection を degenerate
point で持つ．$rH$ family も Meeks family と $\#X$異なる Lagrangian cone である
実 $9$ 次元 family of embedded minimal surfaces of genus 3 in flat tori $\iota$こ含ま
れる，しかるに Gyroid を含む Lagrangian cone と一致するかどうかは現在研
究中 $.$ Ritor\’e-Ros の compactness theorem から non-trivial Jacobi field を持た
$\text{な_{}\mathfrak{h}\rangle}index_{a}=1$ の embedded minimal surface を含むこのような Lagrangian
cone は有限個である $($up to $Sp(3,$ $Z))$ . 上のことより少なくとも 2つは存在
する．

このように種数 3の場合 $index_{a}$の複素幾何学的計算アルゴリズムはかなり
役に立つ．更なる結果については [E-S] にあります．種数 4の場合の Schoen
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の I-WP 曲面については現在研究中．$index_{a}$ は 6, 7, 8の内どれかである．

これらの minimal surface についての興味深い示唆，graphics を $\Pi$山大学
の藤森氏からお教えいただきました深く感謝いたします．

4. 変形空間からの complex period map の像について．
変形空間の各点は実際は種数 $\gamma$ の Riemann surfaceM $\hslash\supset$ ら $R^{n}$ への multi-

valued weakly conformal harmonic map $S$ である．この時

$dS={}^{t}(\phi_{1},$
$\ldots,$

$\phi_{n})$ ,

ここで $\phi_{k}$ は $M$上の harmonic 1 form となっている．$M$ の canonical homology
basis を $\{A_{1}, \ldots,A_{\gamma}, B_{1}, \ldots, B_{\gamma}\}$ として 1つ固定する．我々は変形空間の元は
$(S, \{A_{i}, B_{i}\})$ として指標が付いていると考える．

$L=( \int_{A_{i}}dS, \int_{B_{i}}dS)$

とおけば $L$ は $(n, 2\gamma)$ 実行列となる．従って変形空間から $(n, 2\gamma)$ 実行列の
空間 $L_{n,2\gamma}$ への real period map が構成できる．$L$ の column vector が lattice
$<L>$ を与えている (周期条件と呼ぶ) ときは $S$ は $M$ から $n$ 次元 flat torus
$R^{n}/<L>$ への branched minimal immersion を与える．次 $l$こ $dS$ の $($ 1, $0)$ 成
分を $dS^{(1,0)}$ とすれば各成分は holomorphic 1 form である．この時

$( \int_{A_{i}}dS^{(1,0)}, \int_{B_{i}}dS^{(1,0)})$

は $(n, 2\gamma)$複素行列となる．これを使って変形空間から $(n, 2\gamma)$複素行列のなす
空間 $K_{n,2\gamma}$ への complex period map が構成される．$K_{n,2\gamma}$ は偶数次元の複素
数空間であり以下のように complex symplectic form $\omega_{1}$ が作られる．$K_{n,2\gamma}=$

$K_{n,\gamma}\cross K_{n,\gamma}$ として $(Z_{1}, Z_{2})\in K_{n,\gamma}\cross K_{n,\gamma}$ を用いて

$\omega_{1}=tr^{t}dZ_{2}\wedge dZ_{1}$

で与える．minimality の条件より次を示すことができる．

Lemma 4.1. complex period map の像は $\omega_{1}$ に関して complex isotropic
cone である．すなわち complex period map による $\omega_{1}$ の引き戻しが消える．

いつ complex Lagrangian cone $t$こなるか，すなわち complex period map
の像がちょうど $K_{n,2\gamma}$ の半分次元 $n\gamma$ になることについて考える．
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後回しになったが変形空間を次のように考える．${}^{t}(\omega_{1},$ $\ldots,\omega_{n})$ を指標つき
Riemann surfaceM 上の $n$ 個の holomorphic 1-forms とする．指標つき Rie-
mann surfaceM全体は Torelli空間と呼ばれる。従って Torelli空間上の fibre空
間を考えることになる．これは complex varietyである．この時minimality は

$\sum\omega_{i}^{2}=0$

となり (Weierstrassの表現公式), したがって変形空間は subvariety となる．こ
の考え方は Pirola[Pi] によるものである．我々はこの subvariety の irreducible
component $N$ を考えることにしよう．$N$ から $L_{n,2\gamma}$ への real period map を考
える．Pirola は以下のことを示している．

Theorem 4.2 [Pi]. もし $N\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ属する minimal surface が trivial Jacobi field
(parallel translation から $\S|$ き起こされる Jacobi field) 以外の Jacobi field
(non-trivial Jacobi field と呼ぶ) を持たないならその点の real period map
の微分は bijective である．すなわち minimal surface の近傍は $L_{n,2\gamma}$ の open
set のグラフとなる．特 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ $dim_{C}N=n\gamma$ .

この時 $N$ から $L_{n,2\gamma}$ への projection の singularity を除いた $N$ の各 con-
nected $componentN_{o}$を考えることができる．$L_{n,2\gamma}$ の cotangent bundle $T^{*}L_{n,2\gamma}$

は $K_{n,\gamma}\cross K_{n,\gamma}$ であり complex period map と $T^{*}L_{n,2\gamma}$ から $L_{n,2\gamma}$ への projec-
tion の合成が real period map であること，Lemma 4.1 と Theorem 4.2 より
次を得る．

Theorem 4.3. もし $N$ に属する minimal surface が non-trivial Jacobi field
を持たないなら complex period map は complex Lagrangian cone を与える．

現在のところ $dim_{C}N\neq n\gamma$ となる例は種数 3以上の non-hyperelliptic
Riemann surface から実 4次元 torus の holomorphic map 全体しか知られて
いない．多分この特別な例以外では $dim_{C}N=n\gamma$ は成立すると思われる．

この complex period map の像の各点の接空間に special pseudo K\"ahler

metric を構成し $index_{a}$ を求める複素幾何学的計算アルゴリズムを構成する．

5. 変形空間上の special pseudo K\"ahler structure について．
complex symplectic form $\omega_{1}$ から $K_{n,\gamma}\cross K_{n,\gamma}$ 上に signature $(n\gamma, n\gamma)$ の

Hermitian form $\eta_{2}$ を

$\eta_{2}(X, Y)=-\sqrt{-1}\omega_{1}(X, \overline{Y})$
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で定義する．この時 complex Lagrangian submanifold に導かれた $\eta_{2}$ が non-
degenerate であるとき Lagrangian pseudo K\"ahler submanifold [Co] と呼ぶ．
Lagrangian pseudo K\"ahler submanifold となる条件は以下で与えられる．

Lemma 5.1 [Co]. $V$ を a complex Lagrangian subspace とする．$V$ が non-
degenerate であるためには the projection of $V\subset K_{n,\gamma}\cross K_{n,\gamma}$ into $L_{n,2\gamma}$ が

surjective であることである．

$N$ に属するある minimal surface が non-trivial Jacobi field を持たないと仮
定する．この時 Theorem 4.2, Theorem 4.3, Lemma 4.1から $N_{o}$ $F$は Lagrangian
pseudo K\"ahler cone (without origin) を与える．それは局所的に $T^{*}L_{n,2\gamma}$ におけ
る $L_{n,2\gamma}$ 上のグラフとなる．これらは $N_{o}$ 上の special pseudo K\"ahler structure
を与える．実際には $L_{n,2\gamma}$ から $N_{o}$ に torsion zero の flat connection $\nabla$ が導
かれ pseudo K\"ahler form $\omega$ について $\nabla\omega=0$すなわち $L_{n,2\gamma}$ の flat Darboux
coordinate が $\omega$ と対応している．更に $(\nabla_{X}J)(Y)=(\nabla_{Y}J)(X)$ が成立する．
ここで $J$ は complex structure である．これらを一般化したものが $FYeed$ [Fr]
による special pseudo K\"ahler structure である．

6. 別な approach.
上のように $N_{o}$ に直接に special pseudo K\"ahler structure を導くことがで

きるが，このままでは $index_{a}$ との関わりが得られない．従って $N_{o}$ に special
pseudo K\"ahler structure を導く別な approach を考える．Calabi-Yau manifold
の複素構造の変形空間 ([B-G]) は special pseudo K\"ahler structure を持つこと
が示されたが Hitchin [Hi] はその複素構造の変形空間を変分問題の解空間とし
てとらえ special pseudo K\"ahler structure を導いた．同様 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ こ minimal surface
は energy functional の変分問題の解であることから，この解空間から始めて
special pseudo K\"ahler structure を導く．

$L\in L_{n,2\gamma}$ に対して種数 $\gamma$ のリーマン面 $M$ から $R^{n}$ への multivalued har-
monic map $(S, \{A_{i}, B_{i}\})$ を考える．weakly conformal は仮定しない．

$dS=^{t}(\phi_{1}, \ldots, \phi_{n})$ ,
$\phi_{k}$ は $M$ 上の harmonic 1-form,

$L=( \int_{A_{i}}dS, \int_{B_{i}}dS)$

を満たしているとする．この条件より $S$ は平行移動をのぞいて一意的であ

る．実際 $\psi_{i}$ は $f_{A_{i}}\psi_{j}=\delta_{ij}$ を満たす holomorphicl-form とし $\tau=(\int_{B_{i}}\psi_{j})$ を

Riemann matrix とすれば

71



$dS=(L_{1}, L_{2})T_{\tau}^{-1}{}^{t}({\rm Re}\psi_{1},$
$\ldots,$

${\rm Re}\psi_{\gamma},$ ${\rm Im}\psi_{1},$
$\ldots,$

${\rm Im}\psi_{\gamma})$

である，ここで

$T_{\tau}=(\begin{array}{ll}E_{\gamma} Re\tau 0 Im\tau\end{array})$ .

Lemma 6.1. $S$ の energy $E(\tau, L)$ は以下で与えられる．

$E( \tau, L)=\frac{1}{2}trP(\tau)^{t}LL$,

$P(\tau)=(^{({\rm Im}\tau)+({\rm Re}\tau)({\rm Im}\tau)^{-1}({\rm Re}\tau)}-({\rm Im}\tau)^{-1}({\rm Re}\tau)$ $-({\rm Re}\tau)({\rm Im}\tau)^{-1}({\rm Im}\tau)^{-1)}\in Sp(\gamma, R)$.

ここで $\tau$ は $M$ の $\{A_{i}, B_{i}\}$ に関する Riemann matrix である．

我々は指標 $\{A_{i}, B_{j}\}$ を持つ Riemann surfaceすべてに対して energy を考
えるので Torelli space(Teichm\"uller spaceではない) 上の関数を考えることに
なる．Lemma 6.1より $\gamma$ 次 Siegel upper half $spaceH_{\gamma}$ の Riemann matrices
の空間 $RM$ 上の関数 $E(\tau, L)$ に reduceすることが分かる．

Theorem 6.2. $E(\tau, L)$ の critical point であるための必要十分条件は対応
する multivalued harmonic map が weakly conformal. すなわち

$dS^{(1,0)}= \frac{1}{2}(L_{1}+i[L_{1}{\rm Re}\tau-L_{2}]({\rm Im})^{-1})^{t}(\psi_{1}, \ldots, \psi_{\gamma})$

が ${}^{t}dS^{(1,0)}dS^{(1,0)}=0$ を満たすことである．

実際には $RM$ は hyperelliptic locus $RM_{hyper}$ を特異点とする $3\gamma-3$次元の
analytic set であり $RM_{non-hyper}=RM\backslash RM_{hyper}$ とする．$RM_{hyper}$ は $2\gamma-1$

次元．そこで $E(\tau, L)$ において $RM_{non}$ -hyper への制限 $E_{RM_{non-hyper}}$ と $RM_{hyper}$

への制限 $E_{RM_{hyper}}$ を考える．それぞれの critical point は (multivalued)non-
hyperelliptic branched minimal surface と (multivalued)hyperelliptic branched
minimal surface に対応する．
このように $E_{RM_{non-hyper}}$ と $E_{RM_{hyper}}$ は parameter 空間 $L_{n,2\gamma}$ を持つ関数

と考えられる．Theorem 6.2からその critical points全体 $C(E_{RM_{non-hyper}})\subset$

$RM_{non-hyper}\cross L_{n,2\gamma}$ あるいは $C(E_{RM_{hyper}})\subset RM_{hyper}\cross L_{n,2\gamma}$ こそが我々の考
える変形空間となる．これを catastrophe set と呼ぶ．$L$ を変形した時にどのよ
う $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ critical point がどのように変化するかを調べよう．ある critical point の
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周りでMorse familyであるならその近傍は manifold で $T^{*}L_{n,2\gamma}$ の Lagrangian
submanifold を与える．これがなぜ Lagrangian submanifold が現れるかの理
由である．変形空間の複素構造は以下のようにして与えられる．$H_{\gamma}\cross L_{n,2\gamma}$

から $H_{\gamma}\cross K_{n,\gamma}$ への写像 $\Psi$ を考える．

$\Psi(\tau, (L_{1}, L_{2}))=(\tau, \frac{1}{2}(L_{1}+i[L_{1}({\rm Re}\tau)-L_{2}]({\rm Im}\tau)^{-1}))$ ,

where $\tau\in H_{\gamma},$ $L=(L_{1}, L_{2}),$ $L_{1},$ $L_{2}\in L_{n,\gamma}$ .

Lemma 6.3. $\Psi$ is a diffeomorphism.

$\Psi$ による catastrophe set の像は次で与えられ $H_{\gamma}\cross K_{n,\gamma}$ の analytic set と
なる．

Lemma 6.4.

$\{(\tau, K)\in H_{\gamma}\cross K_{n,\gamma}|tr\frac{\partial\tau}{\partial z^{p}}{}^{t}KK=0, P=1, \ldots, \}$ ,

ここで $\tau$ は $RM_{non-hyper},$ $RM_{hyper}$ から $H_{\gamma}$ への inclusion map と考え，$z^{\ell},$ $\ell=$

$1,$
$\ldots$ , はそれぞれ $RM_{non-hyper},$ $RM_{hyper}$ の複素座標とする．

このように $\Psi$ により $H_{\gamma}\cross L_{n,2\gamma}$ に複素構造を導くと $RM_{non-hyper}\cross L_{n,2\gamma}$ と
$RM_{hyper}\cross L_{n,2\gamma}$ に複素構造が入り $C(E_{RM_{non-hyper}})$ と $C(E_{RM_{hyper}})$ は analytic
set と見なされる．今後その irreducible component $N$ を考えることができる．
$N$ は特異点を持つ可能性があることに注意する．$N$ からの complex period
map を求めると

Lemma 6.5.

$( \int_{A_{i}}dS^{(1,0)}, \int_{B_{i}}dS^{(1,0)})=(K, K\tau)$

ここで $K= \frac{1}{2}(L_{1}+i[L_{1}({\rm Re}\tau)-L_{2}]({\rm Im}\tau)^{-1})$

$\Phi$ を $H_{\gamma}\cross K_{n,\gamma}$ から $T^{*}L_{n,2\gamma}=K_{n,2\gamma}=K_{n,\gamma}\cross K_{n,\gamma}$ への写像として

$\Phi(\tau, K)=(K, K\tau)$

で定める．従って complex period map は合成写像 $\Phi 0\Psi$ で与えられる．

Lemma 6.6. $\Phi^{*}\omega_{1}=$ tr $(d\tau\wedge {}^{t}KdK)$ .
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Lemma 6.6が Lemma 4.1を導く．catastrophe set 上では $trd\tau^{t}KK=0$

より $tr(d\tau\wedge {}^{t}KdK)=0$ が成立するからである．変形空間には変分問題の解
空間としてとらえた場合の Lagrangian submanifold の構造が導かれ，Weier-
strass の表現公式から複素構造が導かれてそれらがうまく融合して complex
Lagrangian の構造が導かれる．

7. $E_{RM_{n\circ n-hyper}}$ と $E_{RM_{hyper}}$ の index について．
$E_{RM_{non-hyper}}$ と $E_{RM_{hyper}}$ の critical point での Hessian の nullity を

$nullity_{E_{RM_{non-hyper}}}$ , nullity
$E_{RM_{hyper}}$

で表し index を $index_{E_{RM_{non-hyper}}}$ ,

$index_{E_{RM_{hyper}}}$ で表す．nullity が $0$ の critical point を non-degenerate critical
point と呼ぶ．この時 $N$ は $L_{n,2\gamma}$ のある近傍上の $T^{*}L_{n,2\gamma}$ 内の Lagrangian graph
となる．従って，この近傍の complex period map の像は complex Lagrangian
submanifold になりこの Lagrangian graph $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こは special pseudo K\"ahler struc-
ture が導かれる．そこで $N$ の non-degenerate critical points の集合を考えよ
う．これらは $N$ の open set である．connected component $N_{o}$ を考えれば同
様 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ こ special pseudo K\"ahler structure が導かれる．

$N$ は少なくとも 1つ non-degenerate critical point を持つとする．この時
$N$ の特異点全体の集合 (analytic set) を除く点で degenerate point全体は real
analytic set であることに注意しよう．$N$ が non-degenerate critical point を
持たない例は現在までさきほどの例 1つのみである．
対応する minimal surface の Jacobi operator の nullity$(nullity_{a}$ で表す $)$ ,

index$(index_{a}$ で表す $)$ との関係は既に次で示されている．

Theorem 7. 1 [Ej 1]. $N_{o}$ に対応する minimal surface を考える．
(1) non-hyperelliptic minimal surface の場合．

$index_{a}=inex_{E_{RM_{non-hyper}}}$ , $nullity_{a}=n$

minimal surface $lf$ immersed で trivial Jacobi field しか持たない
(2) hyperelliptic minimal surface の場合．

$index_{a}=inex_{E_{RM_{hyper}}}+\alpha$ ,

$nullity_{a}=n+2\gamma-4-2\alpha$ , $0\leq\alpha\leq\gamma-2$

$\alpha=\gamma-2$ ならば immersed で trivial Jacobi field しか持たな $A|$ . $\alpha<\gamma-2$

の場合には branched minimal surface が immersed ならば non-trivial Jacobi
field を持つ．$\alpha=0$ ならば holomorphic curve と見なされる．$\alpha<\gamma-2$ であ
る $N_{o}$ の部分集合は analytic set となる．この analytic set は $N_{o}$ 全体となるこ
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ともある (holomorphic curves が $N_{o}$ をなす時). Theorem 4.2 は Theorem 7. 1
からも導ける．

8. アルゴリズムの作成．
$N_{o}$ に対応する minimal surface を考える．我々はその real period $L_{n,2\gamma}$ の

近傍上の complex Lagrangian graph in $T^{*}L_{n,2\gamma}$ を得る．

Lemma 8.1. complex Lagrangian graph は次で与えられる．

$Larrow(LP(\tau(L)), L)$ .

これを使って次を得る．

Proposition 8.2.

$HessE_{RM_{non-hyper}}(\frac{\partial}{\partial\tau^{a}}, \frac{\partial}{\partial\tau^{b}})\frac{\partial\tau^{a}}{\partial L_{k}}\frac{\partial\tau^{b}}{\partial L_{\ell}}=P(\tau(L))_{k\ell}-Hessa(\frac{\partial}{\partial L_{k}}, \frac{\partial}{\partial L_{\ell}})$

ここで $a(L)= \frac{1}{2}trP(\tau(L))^{t}LL$ $F$は pseudo K\"ahler potentialである．$E_{RM_{hyper}}$

についても同様である．

ここで $N_{o}$ の構造について考える．$N_{o}arrow RM_{non-hyper},$ $RM_{hyper}$ を考
えると微分の rank がもっとも高い点の近傍では submersive となっている．
その近傍は $RM_{non}$ -hype$r$ , $RM_{hyper}$ の complex submanifold 上の fibre bundle
となっている．我々は $N_{o}$ の点が surjective condition を満たすとはその点で
$N_{o}arrow RM_{non-hyper},$ $RM_{hyper}$ の微分が surjective であると定義する．この
complex submanifold はその点の周りの minimal surface が取りえる複素構造
全体であり surjectiveでない場合は複素構造が制限されていることを意味して
いる．$\mathfrak{l}F^{1}$」えば $3$ 次元 flat torus の種数 4の (non-hyperelliptic) minimal surface
の変形空間での複素構造は 8次元である．これらは trigonal minimal surface
と呼ばれる [Sh]. 一方すべての複素構造の次元は $9=3\cross 4-3$ である．従っ
て I-WP surface の変形空間は surjective condition を満たしていない．しかし
I-WP surface も $4$ 次元 flat torus の変形空間 (4次元 flat torus が $3$ 次元 flat
torus に退化したと考えている) の non-degenerate critical Point である．その
場合の $N_{o}$ を考えると generic point は surjective condition を満たすことがわ
かる．よって下の Corollary 8.3が使えてその $index_{a}$ が求める 1-WP の $index_{a}$

となる．
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Corollary 8.3. surjective condition $\text{を^{}\backslash }\grave{(}\mathscr{F}$たす点に対応する minimal surface
の $indexE_{RM_{non-hyper}},$ $indexE_{RM_{hyper}}$ は適当な $L_{n,2\gamma}$ の基底に関する次の行列
の負の固有値の数である．

$P( \tau(L))_{k\ell}-Hessa(\frac{\partial}{\partial L_{k}}, \frac{\partial}{\partial L_{\ell}})$

上の行列は fibre の次元だけ $0$ 固有値が現れる．
$P(\tau(L))_{k\ell}$ は $\tau$ が定める complex Lagrangian subspace

$\{(K, K\tau)|K\in K_{n,\gamma}\}$

の実基底に関する Gram行列であり $Hessa(\frac{\partial}{\partial L_{k}}, \frac{\partial}{\partial L_{\ell}})$ は complex period map
の像の $N_{o}$ の点の tangent spaceの同じ実基底に関する Gram行列である．従っ
て tangent spaceの複素基底から作った実基底で $\{(K, K\tau)|K\in K_{n,\gamma}\}$ の Gram
行列を求めて Corollary 8.3の行列を求め負の固有値を求めれば $index_{a}$ が計
算できることになる．次の定理が成り立つ．

Theorem 8.4. complex period mapの像の non-degenerate critical point で
の tangent space は対応する minimal surface の $index_{a}$ を決定し，Algorithm
を与える．

9. 種数 3の場合の $index_{a}$ の具体的計算．
$C$ 上の 8個の異なった点 $\{a_{1}, \ldots, a_{8}\}$ を取り平面曲線

$M:y^{2}=(z-a_{1})\cdots(z-a_{8})$

を作る．それは hyperellipticである．$z$ を the meromorphic function on $M$ と
し $\eta$ を $( \frac{1}{y})dz$ とする．その時

$f(z)= \int^{z}{}^{t}\omega:Marrow J(M)$

は Albanese map である．ここで $\omega=[((1-z^{2}), (1+z^{2})i, 2z)\eta],$ $J(M)$ $F$は $M$

の Jacobi variety . $C(E_{RM_{nyper}})$ の irreducible component はただ 1つそれを
$H$ で示す．local expression of the map of $H$ into $T^{*}L_{3,6}=K_{3,3}\cross K_{3,3}$ として，
the complex Lagrangian (degenerate) immersion $F_{H}$ of $SO(3, C)\cross C^{*}\cross$ the
space of different five points (with fixed three points) of $C$ into ${}^{t}(H^{1}(M, C)\cross$

$H^{1}(M, C)\cross H^{1}(M, C))$ が次で定められる．

$\alpha a^{t}\omega$ , $\alpha\in C^{*},$ $a\in SO(3, C)$ ,
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つまり

$( \int_{A_{k}}\alpha a^{t}\omega, \int_{B_{k}}\alpha a^{t}\omega)$ ,

ここで $\{A_{k}, B_{k}\}$ は a canonical homology basis. 別の canonical homology ba-
sis を選べば，別の $Sp$ (3, Z)-equivariant な local expressionが得られる．Propo-
sition 12.6 [Ej2] $l$こより，(degenerate) special pseudo K\"ahler structure on
$SO(3, C)\cross C^{*}\cross$ the space of different five points (with fixed three points)
on $C$ が得られる．これは surjective condition が満たされていることを示す．
$F_{H}$ は embedding である．
もし $H$ の点の tangent space が計算でき その complex Lagrangian sub-

space が non-degenerate であるとわかれば，対応する minimal surface の $\eta_{2}$

の signature と $index_{a}$ が計算できる．最初 $l$こ，$a_{1}$ , $\cdot\cdot\cdot$ , $a_{8}$ から 5 points を選
ぶ

$,$
$a_{1},$ $\cdots,$ $a_{5}$ として良 $\vee$ ), 他は固定する．この 5つの parameter が genus 3

の hyperelliptic Riemann surface の変形を与える．実際 $2\cross 3-1=5$ .

$T_{i}= \frac{\partial}{\partial a_{i}}(\int_{A_{k}}{}^{t}\omega, \int_{B_{k}}{}^{t}\omega),$ $i=1,$ $\cdots,$
$5$ , $T_{6}=( \int_{A_{k}}{}^{t}\omega, \int_{B_{k}}{}^{t}\omega)$

$T_{7}=(\begin{array}{lll}0 1 0-1 0 00 0 0\end{array})T_{6}$ , $T_{8}=(\begin{array}{lll}0 0 10 0 0-1 0 0\end{array})T_{6}$ , $T_{9}=(\begin{array}{lll}0 0 00 0 10 -1 0\end{array})T_{6}$ .

$T_{6}=(C_{1}, C_{2})$ から Riemann matrix $\tau=C_{1}^{-1}C_{2}$ を得る．もし $T_{i}$ for $1\leq i\leq 9$

が linearly independent ならば
$,$

$\{T_{i}\}$ はその tangent space の basis となり，
complex Lagrangian であることを示している．$\eta_{2}$ が degenerate なら，その
null space は $nullity_{a}$ を与える．もし $\eta_{2}$ が non-degenerate なら

$,$

$index_{a}$ の

Algorithm が使える．$T_{i},$ $1\leq i\leq 5$ は第 $1$ 種と第 $2$ 種の Abelian differentials
の period から求められる．
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