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1 はじめに

ベルトラミ場とは

$u\cross$ rotu $=$ O, divu $=0$ , rot $u\neq 0$

を満たすベクトル場 $u(x)$ のことである．この $u(x)$ は明らかに定常オイラー方程式の

解となっていて，19世紀後半の I. S. Gromekaや E. Beltrami以来，20世紀前半にかけ
て多くの流体力学研究者により調べられた [1], [2]. また，その後は流体力学に限らず，
プラズマ物理や物性物理の分野でも (force-free field” の名で多くの研究がなされている
[3]. ベルトラミ場の最も簡単な例として，定数 $k(\neq 0)$ に対する $u=(\cos kz, \sin kz, 0)$

が挙げられる．実際，

rot $(\begin{array}{l}coskzsinkz0\end{array})=-k(\begin{array}{l}coskzsinkz0\end{array})$

より，$u//$rotu が確かめられる．
流体力学分野では，ベルトラミ場を構成し，制御，更には応用することは困難である．
一方，電磁気学分野で知られているベルトラミ場は実現応用できる可能性が比較的高
い．このうち，マクスウェル方程式の $E//H$解でもあるベルトラミ定在波は，1960年代
以降 “twisted mode” の名でレーザー共振器の原理として実際に利用されてきた $[4]-[8]$ .
ただ，レーザー光においてベルトラミ定在波が本当に実現できているかを検証するの

は，その波長の短さゆえ難しい．そこで，我々はマイクロ波の波長帯でアンテナ (波源)
を設計作製し，ベルトラミ定在波が実現されていることを測定して確かめた．本論
文はその報告である．
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2 マクスウェル方程式のベルトラミ場解

2.1 円偏波とベルトラミ場解

電磁場におけるベルトラミ場として円偏波の電場 E と磁場H が挙げられる．それら
は，マクスウェル方程式

$\epsilon\dot{E}=$ rot $H$ , $\mu\dot{H}=$ -rot E, divE $=divH=0$ (1)

の解として

$E=\Lambda(\begin{array}{l}cos(kz-\omega t)sin(kz-\omega t)0\end{array})$ , $H=\Lambda\sqrt{\frac{\epsilon}{\mu}}(\begin{array}{l}-sin(kz-\omega t)cos(kz-\omega t)0\end{array})$ (2)

と書ける．ここで，$A$ は正の定数，また $k$ と $\omega$ の間には $k=\omega\sqrt{c\mu}$ が成り立っている．
(2) の $E$ と $H$ それぞれがベルトラミ場というのは，$t$ を定数として見た場合において
である．(2) の $E$ も $H$ も $t$ を変数とする非定常オイラー方程式の解とはなっていない．
(回転系では解となっている [9, \S 5])
以後，(2) のような，各 $t$ においてベルトラミ場である (1) の解 $E$ と $H$ の組をベルト

ラミ場解と呼ぶ．

2.2 ベルトラミ定在波

本論文の主役であるベルトラミ定在波について考える．[10] にもある通り，(1) が

$E=V(x)\cos\omega t$ , $H=\sqrt{\frac{\epsilon}{\mu}}v(x)\sin\omega t$ $($ rot $V=-kV)$ (3)

なる定在波解をもつことは容易に確かめられる．(3) も (1) のベルトラミ場解であるの
で，(3) をベルトラミ定在波と呼ぶことにする．(3) の電気力線あるいは磁力線は，V
を流体の速度として見たときの流線に対応している．このことから，(2) と比べ，(3)
は流体力学に深く関連していると言える．しかも，(3) においては $E\parallel H$ が成り立ち，
ポインティングベクトルがゼロである．(3) の最も簡単な例として

$E=A(\begin{array}{l}coskzsinkz0\end{array})\cos\omega t$ , $H=A\sqrt{\frac{\Xi}{l^{l}}}(\begin{array}{l}coskzsinkz0\end{array})\sin\omega t$ (4)

が挙げられる．\S 1でも述べたように，この (4) は 1960年代には既に “twisted mode”
の名で知られていた [4].
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2.3 マクスウェル方程式の $E\parallel H$解

ここで，(1) のベルトラミ場解と $E\parallel H$ 解の関係について述べたい．(1) の $E\parallel H$ 解

は 1980年代にいくつかの論文で議論され，その数学的構造が解明された $[10]-[13]$ . こ

のうち，[12] によれば，$E//H$解の一般形は

$E=W(x, t)\cos f(x, t)$ , $H=\sqrt{\overline{\mu}\ulcorner}w(x, t)\sin f(x, t)$ (5)

rotW $=-\sqrt{\epsilon\mu}f$ W, divW $=0_{;}$ $\sqrt{\in\mu}\dot{W}=-W\cross gradf$ , $W\cdot gradf=0$ (6)

と表される．ベルトラミ定在波 (3) は $W=V(x)$ および $f=\omega t$ なる特別な場合であ
る．(6) の第 1, 2式により，rot $W\neq 0$ である限り，各 $t$ で $W$ はベルトラミ場である．

しかし，(5) と (6) から

rot $E=-\sqrt{\epsilon\mu}\dot{W}\sin f-\sqrt{\in\mu}\dot{f}E$ , rot $H=\epsilon$Wcos $f-\sqrt{\epsilon\mu}fH$

が導かれるので，$\dot{W}=0$ の場合を除き，(5) はベルトラミ場解ではない (なぜなら，(6)
の第 3式によって $\dot{W}\perp W$ だから). $\dot{W}=0$ の場合は，(5) は (3) の形となる [12, \S 3,
case II]. 即ち，$E$ と $H$ がベルトラミ場解かつ $E$〃$H$解となるのは (3) の形になるとき
に限られる．図 1はベルトラミ場解と E〃H解の関係をまとめたものである．ただし，
回転平面定在波について $\ovalbox{\tt\small REJECT} f$ \S 3を参照のこと．

ベルトラミ場解 $E//H$解

(7)

ベルトラミ定在波 (3)

図 1: (1) のベルトラミ場解と $E\parallel H$解の関係
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3 円偏波の合成によるベルトラミ定在波と回転平面定在波
ベルトラミ定在波の例 (4) のうち，例えば E は

$E=\frac{\Lambda}{2}(\begin{array}{l}cos(kz-\omega t)sin(kz-\omega t.)0\end{array})+\frac{\Lambda}{2}(\begin{array}{l}cos(kz+\omega t)sin(kz+\omega t_{\prime})0\end{array})$

と書ける．これは，(4) が逆方向に進む左旋または右旋円偏波どうし (同振幅) の合成に
より実現可能であることを意味する．ここで，左旋円偏波とは伝搬方向に左ねじ回転
で進む円偏波 $($即ち $k>0, \omega>0)$ を指し，右旋円偏波とは右ねじ回転で進む円偏波 (即
ち $k<0_{\}}\omega<0)$ を指す．

(4) の比較対象として，(5) で $W=A(\sin\omega t, -\cos\omega t, 0),$ $f=kz+\pi/2$ と置いて得ら
れる $E\parallel H$解:

$E=-A(\begin{array}{l}sin\omega t-cos\omega t0\end{array})\sin kz$ , $H=A\sqrt{\overline{\mu}\vee-}(\begin{array}{l}sin\omega t-cos\omega t0\end{array})\cos kz$ (7)

を考える．この $E$ と $H$は，$z$ 軸の周りを角速度 $\omega$ で回転する平面に平行なベクトル場
を表すので，(7) を回転平面定在波と呼ぶことにする．(7) がベルトラミ場解でないこ
とは容易にわかる．また，

$E=\frac{A}{2}(\begin{array}{l}-cos(kz-\omega t)sin(kz-\omega t)0\end{array})+\frac{A}{2}(\cos\sin\{_{kz_{0}+\omega t)}^{k_{Z}+\omega t)})$

と書けることから，(7) は左旋円偏波と右旋円偏波の重ね合わせにより実現可能である．
なお，(4) と同様，(7) も 1960年代には既に知られていた [14, pp. 47-48].

4 ベルトラミ定在波の実証実験

4.1 実験装置

\S 3で述べたように，ベルトラミ定在波 (4) と回転平面定在波 (7) は 2つの円偏波の
重ね合わせにより実現可能である．そこで，円偏波アンテナ，反射板，電界プローブ
と磁界プローブから成る装置 (図 2) を作り，それらの実現を試みた．装置の仕組みは，
円偏波アンテナから放射した円偏波を反射板に当て，入射波と反射波の重ね合わせで
(4) または (7) の定在波を発生させ，その電磁場の振幅と位相をプローブで測定すると
いうものである．なお，円偏波アンテナと反射板の距離は 381mmである．
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図 2: 実験装置

実験で使用した円偏波アンテナ (図 3) は，周波数 10.$0GHz$ で動作し，右旋円偏波
を放射するように設計した．即ち，$\omega=-2\pi(10.0\cross 10^{9})=-6.28\cross 10^{10}s^{-1},$ $k=$

$\omega/(3.00\cross 10^{8})=-2.09\cross 10^{2}m^{-1}$ である．因みに，アンテナの 1辺のサイズは 9.$77mm$

である．

図 3: 円偏波アンテナ

また，(4) の実現のために使用する反射板として，$\frac{1}{4}$ 波長の深さ $(7.5mm)$ の溝が波長
より十分短い間隔 (4.Omm) で並んだコルゲートリフレクタを設計作製した (図 4). そ
れに右旋円偏波を当てた場合，反射波もまた右旋円偏波となる．これは，溝を切った
方向に平行な電場成分が溝の上部 (凸面) で固定端反射するのに対し，垂直な電場成分
は溝の奥 (凹面) で固定端反射するため，それらの成分間に $\frac{1}{2}$ 波長分の伝搬距離差がで
きることによる．一方，溝の無いフラットリフレクタでは，右旋円偏波は左旋円偏波
となって反射するため，それを (7) の実現のために使った．
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$W=2\Re \mathfrak{W}$

$L=7.5mm$

幅
奥行き

1 $98m$家

198家家

図 4: コルゲートリフレクタ

4.2 電磁場分布測定結果

(4) の実証実験における電磁場の振幅と位相の測定結果を図 5-8に示す．横軸の目盛
りは位置 (コルゲートリフレクタの凸面からの距離) を表していて，(4) 中の $z$ 座標に相

当する．理論的には，$E_{x}$ と $H_{x}$ の振幅は $|\cos kz|$ , $E_{y}$ と $H_{y}$ の振幅は $|\sin kz|$ に比例し
た値 (縦軸の目盛りでは $20\log_{10}|\cos kz|$ と $20\log_{10}|\sin kz|$ の値) となるはずであるが，
果たして図 5,6中の実験データもそれに沿った結果となっている．

2 $g_{\lambda}$ $\{$家 $e$下 $S$火「伽 d $)$ ▲ $\mathcal{E}_{\forall}\{m$ 伽下 $S$火 $r$伽 d $)$

Position (mm)

図 5:(4) の実証実験における電場の振幅
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$\hat{C}^{t}\theta_{\chi}$ $(m$ easu red $)$ $\triangle ti_{\gamma}$
$($家伽下 $S$火 red $)$

$\hat{\vee\circ\Phi}$

$\supset\Phi$

$arrow\mathring{<E^{-}}$

Position {mm)

図 6:(4) の実証実験における磁場の振幅

図 7, 8のプロットは，各 $z$ における電磁場が $\cos(|\omega|(t-t_{0})+\phi(z))$ 即ち $\cos(\omega(t-t_{0})-$

$\phi(z))$ に比例して振動するときの $\phi(z)$ を表している．ただし，to はある基準の時刻であ
り，電場の測定と磁場の測定で値が異なる．以後，電場 (resp. 磁場) における定数 $-\omega t_{0}$

を $\phi_{0}$ (resp. $\psi_{0}$ ) と置く．(4) の $E_{x}$ 1は

$\Lambda\cos kz\cos\omega t=\Lambda|\cos kz|\frac{\cos kz}{|\cos kz|}\cos\omega l=A|\cos kz|\cos(\omega t+\phi_{0}-\phi)$

と表されるから，理論上は

$\phi(E_{x};z)=\{\begin{array}{l}\phi_{0}\phi_{0}\pm\pi\end{array}$

となる．同様に

$(\cos kz>0$ のとき $)$

$(\cos kz<0$ のとき $)$

$\phi(E_{y};z)=\{\begin{array}{ll}\phi_{0} (\sin kz>0 \text{のとき} )\phi_{0}\pm\pi (\sin kz<0 \text{のとき} )\end{array}$

$\phi(H_{x};z)=\{\begin{array}{ll}\psi_{0}+\pi/2 (\cos kz>0 \text{のとき} )\prime\psi)0+\pi/2\pm\pi (\cos kz<0 \text{のとき} )\end{array}$

$\phi(H_{y};z)=\{\begin{array}{ll}\psi_{0}+\pi/2 (\sin kz>0 \text{のとき} )\psi 0+\pi/2\pm\pi (\sin kz<0 \text{のとき} )\end{array}$
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なる矩形波状のグラフで表される理論式を得る ( $\phi_{0},\psi_{0}$ の値は実験データから推定する).
$\cos kz$ と $\sin kz$ の正負については図 9を参照のこと．図 7, 8における実験データは矩
形波に若干の傾きが加わったプロットを示しているが，ほぼ理論を裏付けるものとなっ
ている．以上より，(4) の実現を確認したと結論付けることができる．

$\Leftrightarrow\epsilon_{P}$ $($齢伽下 $S$ 火 $T$伽 $d\}$ ▲ $\mathcal{E}_{\}}$, $($醗像下 @火 $r$伽 d $)$

$\overline{\Phi}$

$\underline{\omega}$

$\underline{B\Phi\infty}$

$LL$

30 40 $5$ 60 70 80 90
Position (mm)

図 7:(4) の実証実験における電場の位相

$\langle_{\sim}\ddot{)}\wedge^{-}\mu$, $(me$a $Stl$ red $)$ \’o $\aleph_{y}(me$下 $S$火 $\int$ 伽 $d)$

$\overline{\mathfrak{G}}$

$\underline{Q\}}$

$\vee\mathring{\circ\omega}^{)}$

$\tau n\mathfrak{G}$

$L=$

30 40 50 60 70 80 90
Position (mm)

図 8:(4) の実証実験における磁場の位相
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$-\cos$勉

—sin&

Position (mm)

図 9: $\cos kz,$ $\sin kz$ の値

(7) の実証実験における電磁場の振幅と位相の測定結果を図 10-13に示す．横軸の目
盛りはフラットリフレクタからの距離を表していて，(7) 中の $z$座標に相当する．理論
的には，$E_{x}$ と $E_{y}$ の振幅は $|\sin kz|,$ $H_{x}$ と $H_{y}$ の振幅は $|\cos kz|$ に比例した値 (縦軸の
目盛りでは $20\log_{10}|\sin kz|$ と $20\log_{10}|\cos kz|$ の値) となるべきだが，果たして図 10, 11
はそれに沿った測定結果を示している．

$\bullet$ $E_{X}$ (measured) $A\mathcal{E}_{\}^{:}}(\mathfrak{m}eaSured)$

Position (mm)

図 10:(7) の実証実験における電場の振幅
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$C\aleph_{K}$ {measured) $arrow\wedge\aleph_{\swarrow}J$ (measured)

Positio寡 $($家家 $)$

図 11:(7) の実証実験における磁場の振幅

(7) の位相の理論式を (4) のときと同様に求めると

$\phi(E_{x};z)=\{\begin{array}{ll}\phi 0+\pi/2\pm\pi (\sin kz>0 \text{のとき} )\phi 0+\pi/2 (\sin kz<0 \text{のとき} )\end{array}$

$\phi(E_{y};z)=\{\begin{array}{ll}\phi_{0} (\sin kz>0 \text{のとき} )\phi_{0}\pm\pi (\sin kz<0 \text{のとき} )\end{array}$

$\phi(H_{x};z)=\{\begin{array}{ll}\psi_{0}+\pi/2 (\cos kz>0 \text{のとき} )\psi_{0}+\pi/2\pm\pi (\cos kz<0 \text{のとき} )\end{array}$

$\phi(H_{y};z)=\{\begin{array}{ll}\psi_{0}\pm\pi (\cos kz>0 \text{のとき} )\psi_{0} (\cos kz<0 \text{のとき} )\end{array}$

となり，いずれも矩形波状のグラフで表される．図 12,13における実験データは矩形
波に若干の傾きが加わったプロットとなっているが，ほぼ理論を裏付けている．以上
より，(7) の実現を確認したと結論できる．
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$\bullet$
$\Xi_{\chi}$ (measured) A $\Xi_{i}$, (measured)

– $E_{x}$ (theoretical) - $–\Xi_{\gamma}(theoretica1)$

$\overline{\omega}$

$\underline{\fbox{}}$

$\underline{\mathfrak{D}\fbox{}\fbox{}}$

$\omega$

$=\alpha$

.

Position (mm)

図 12:(7) の実証実験における電場の位相

$c:)H_{X}$ (measured} $\Delta\succ;_{y}$ (measured)
– $H_{x}$ (theoret$i$ cal) $—H_{\gamma}$(theoretical)

$\hat{\underline{\omega\fbox{}}}$

$\mathring{\vee\circ\omega}^{)}$

$L=\check{\fbox{}}$

Pos山 on $(m$家 $)$

図 13:(7) の実証実験における磁場の位相
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5 まとめ

ベルトラミ定在波 (3) の最大の特徴は，$E\parallel H$ となる (ポインティングベクトルがゼ
ロとなる) こと，更に rot V $=-kV$ の線形性によって $k$ が同じ (周波数が同じ) ならば
重ね合わせても $E\parallel H$ が保たれることである．それに比べ，回転平面定在波 (7) は (回
転軸が一致しない限り) 重ね合わせると E〃H が崩れてしまう．ベルトラミ定在波の最
も簡単な例 (4) は，反対向きに伝搬する同旋回方向，同振幅の円偏波の合成で実現可能
である．そこで，円偏波アンテナと反射板を設計・作製し，実際に (4) ができているこ
とを確認した．また，(7) の実現も同様に確認した．
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