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1 背景と目的

幕関数の族 $\{t^{x}:0\leq x\leq 1\}$ は正規作用素単調関数の族 (久保-安藤 [4] の
意味での作用素平均の族) として良く知られておりこの関数族の [path とし
ての幾何学的性質」も詳しく調べられている [3,2]. 関数がを線型分数関数

$\frac{\alpha x+\beta(1-x)}{x+\gamma(1-x)}$ (1.1)

で補間すると

$L_{t}(x)= \frac{tx+\sqrt{t}(1-x)}{x+\sqrt{t}(1-x)}(0\leq x\leq 1)$ (1.2)

となる $(L_{t}(O)=t^{0},$ $L_{t}(1/2)=t^{1/2},$ $L_{t}(1)=t^{1}$ は容易に確認できる $)$ . $\{L_{x}\}$

は $\{t^{x}\}$ と同じく関数 1から関数 $t$ に至る，「作用素平均の作る path」である．

筆者らは，作用素平均の作る path(1.1) について考察してきた．本稿では
これら path の持つ基本的な性質について述べる．詳しくは，path

$\frac{tx+f(t)(1-x)}{x+f(t)(1-x)}(0\leq x\leq 1)$ (1.3)

が作用素平均のつくる path となるための条件，およびその凸性について議論
する．

2 Barbour path の基本的性質
上記の path(l.l) を Barbour path と呼ぶことにする．ここで $\alpha,$

$\beta,$
$\gamma$ は開区

間 $(0, \infty)$ 上の正数値連続関数とする．Barbour path の命名は J.M.Barbour
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[1] が楽器の設計に関連して，関数 (1.2) を用いたことに因んでいる．Barbour
path はその始点，中間点，終点が決まれば一意に定まる．

命題 2.1. 正の連続関数 $f(t),$ $g(t),$ $h(t)$ が与えられて，有限個の点を除き $f(t)\neq$

$h(t)$ のとき，(始点，中間点，終点) $=(f(t), g(t), h(t))$ となる Barbour path が
存在すれば，それは一意である．

Barbour path $\varphi_{t}(x)=\frac{\alpha x+\beta(1-x)}{x+\gamma(1-x)}$ の他の性質をいくつか挙げておこう．

(1) $(\varphi_{t}(O), \varphi_{t}(1/2), \varphi_{t}(1))=(1,1, t)$ あるいは $(\varphi_{t}(O), \varphi_{t}(1/2), \varphi_{t}(1))=(1, t, t)$

となる Barbour path は存在しない．
(2) Barbour path $\varphi_{t}(x)$ が存在して，$(\varphi_{t}(O), \varphi_{t}(1/2), \varphi_{t}(1))$ が作用素単調
の組であっても $\varphi_{t}(x)$ は作用素平均の path であるとは限らない．例えば
$(\varphi_{t}(O), \varphi_{t}(1/2), \varphi_{t}(1))=(1, t, \sqrt{t})$ となる Barbour path $\varphi_{t}(x)$ は作用素平
均の path ではない ( $\varphi_{t}(1/3)$ は monotone でない).

(3) Barbour path の分子分母に現れる関数 $\alpha,$
$\beta,$

$\gamma$ が作用素平均であっても，
Barbour path 全体として作用素平均のクラスに入っていない例もある．例え
ば $x= \frac{1}{2}$ のとき，

$\frac{t^{\frac{1}{4}}x+\sqrt{t}(1-x)}{x+\sqrt{t}(1-x)}$

は monotone でない．

作用素平均 $f,$ $g$ , んに対して $f,g,$ $h$ が，それぞれ始点，中間点，終点となっ
ている Barbour path を，$[f, g, h]$ と書くことにする．

3 作用素単調性を保存する変換

以後，

$OM_{+}:=\{f|f$ : $(0,$ $\infty)arrow(0,$ $\infty)$ , $f$ は作用素単調 $\}$

$OM_{+}^{1}:=\{f|f$ : $(0,$ $\infty)arrow(0,$ $\infty)$ , $f(1)=1$ , $f$ は作用素単調 $\}$

とする．$OM_{+}$ の要素 $f$ に対して

$\hat{f}=\frac{t+f}{1+f}$

と定義する．対応 $f\mapsto\hat{f}$ は $OM_{+}$ から $OM_{+}^{1}$ への 1対 1の変換であるが onto
ではない．実際，

$\overline{OM_{+}}:=\{f|f\in OM_{+}\}$
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とすると，$\overline{OM+}\geq 1,$
$t$ である．この変換 $f\mapsto\hat{f}$ の逆変換は容易に計算でき

る．$\overline{OM+}$ の要素 $g$ について

$\check{g}(t)=\frac{t-g}{g-1}$

とすれば，これが求める逆変換である．さらに一般に $OM_{+}^{1}\backslash \{1, t\}$ の要素 $g$

に対して $\check{g}$ が定義できる．ここで $\check{g}=\frac{t-1}{g(t)-1}-1$ に注意すれば $\check{g}$ の作用素単
調性は $\frac{t-1}{g(t)-1}$ の作用素単調性と同値であることがわかる．$\frac{t-1}{g(t)-1}$ の作用素単
調性はよく知られている (see [5]) ので以下が成り立っ．

命題 3.1. (i) $OM_{+}^{1}\backslash \{1,t\}=\overline{OM+}$

(ii) $\{f\in OM_{+}^{1}|!\leq f\leq\nabla\}=\overline{OM_{+}^{1}}$

上の命題から，$OM_{+}^{1}\backslash \{1, t\}$ の要素 $g$ に対して $\check{g}\in OM+$ が定まり，

$\varphi_{t}(x)=\frac{tx+\check{g}(t)(1-x)}{x+\check{g}(t)(1-x)}$

とすれば $\varphi_{t}(x)$ は $OM_{+}^{1}$ 上の Barbour path $[1, g, t]$ である．

命題 3.2. $OM_{+}^{1}\backslash \{1, t\}$ に属する関数 $g$ に対して，Barbour path $[1, g, t]$ が
$OM_{+}^{1}$ 上に唯一つ存在する．

自明でない作用素平均 $\sigma$ に対して得られた Barbour path $[1, \sigma, t]$ の各点を
用いて，関数 $f$ と $g$ の平均をとると以下の結果となる．

定理 1. 相異なる正規作用素単調関数 $f,$ $g$ と自明でない作用素平均 $\sigma$ に対し
て作用素平均からなる Barbour path $[f, f\sigma g, g]$ が唯一つ存在する．

Barbour path$[1, f, t]$ の各点は作用素平均であるから，変換 $\hat$で写すことが

できる．$i=\frac{t+1}{2},\hat{t}=\frac{2t}{1+t}$ だから $[1, f(t), t]$ を $\hat$で写した先の Barbour path
は $[\nabla,\hat{f}, !]$ となる．

命題 3.3. $OM_{+}^{1}\backslash \{1, t\}$ に属する関数 $f$ に対して，$OM_{+}^{1}$ 上の Barbour path
$[\nabla, f, !]$ が唯一つ存在する．

系 3.4. Barbour path $[\nabla, \#, !]$ が $OM_{+}^{1}$ 上に唯一つ存在する．

4 Barbour path の凸性
Barbour path の凸性について考える．

$\varphi(x):=\frac{fx+g(1-x)}{x+h(1-x)}$
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とおく．$\varphi$ が凸であることと，$\frac{d^{2}}{dx}7\varphi\geq 0$ は同値なので 2回微分してみる．

$\frac{d^{2}\varphi}{dx^{2}}=\frac{2(1-h)^{2}}{(x+h(1-x))^{2}}(-\frac{f-g}{1-h}+\varphi)$

なので，

$\varphi$ が凸である $\Leftrightarrow\varphi\geq\frac{f-g}{1-h}$

となる．

上の議論において $\overline{OM_{+}^{1}}=\{f\in OM_{+}^{1}|!\leq f\leq\nabla\}$ に属する関数 $f$ に対

して，

$\varphi(x)=\frac{tx+\check{f}(1-x)}{x+\check{f}(1-x)}$

とすると，$\varphi$ が凸であることと以下が同値となる

$\varphi\geq\frac{t-\check{f}}{1-\check{f}}$ . (4.1)

ここで分母が $0$ の場合に $\varphi$ は凸であることは明らか．

この式 (4.1) について，詳しく見て行こう．まず，$0<t<1$ の場合につい
て，3通りに分けて考える．

(1) $0<t<1$ のとき
(1-1) $0<t<1$ かつ $1<f(t)$ のとき

$f(f-1)<f(f-t)$

$(\check{f}-1)(t-\check{f})x+f(f-1)<(\check{f}-1)(t-f)x+f(\check{f}-t)$

$[1, f, t]< \frac{t-\check{f}}{1-\check{f}}$

となり，(4.1) は成り立たない
(1-2) $0<t<1$ かつ $t<f(t)<1$ のときは $\frac{t-\check{f}}{1-f}$ が負になるので明らかに

(4.1) が成立．
(1-3) $0<t<1\hslash)$つ $f(t)<t$ のとき

$f(1-f)\geq f(t-f)$

$(1-f)(t-\check{f})x+\check{f}(1-f)\geq(1-f)(t-f)x+f(t-f)$

$[1, f, t] \geq\frac{t-\check{f}}{1-\dot{f}}$

したがって (4.1) が成立する．
次に $t>1$ の場合について，3通りに分けて考える．
(2) $1<t$ のとき

(2-1) $1<t$ かつ $t<f(t)$ のとき

$f(f-1)\geq f(f-t)$
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$(\check{f}-1)(t-f)x+f(f-1)\geq(f-1)(t-f)x+f(f-t)$

$[1, f, t] \geq\frac{t-\check{f}}{1-\check{f}}$

となり，(4.1) は成り立つ
(2-2) $1<t$ かつ $t>f(t)>1$ のときは $\frac{t-f^{-}}{1-f}$ が負になるので明らかに (4.1)

が成立

(2-3) $1<t$ かつ $f(t)<1$ のとき

$f(1-f)<f(t-\check{f})$

$(1-f)(t-f)x+f(1-f)<(1-f)(t-f)x+f(t-f)$

$[1, f, t]< \frac{t-\check{f}}{1-\check{f}}$

したがって (4.1) は成り立たない．

以上の議論から以下が成り立つ．

$[1, f, t]$ が凸 $\Leftrightarrow\check{f}(1)=1$ .

さらに命題 31を用いて以下がわかる．

定理 2. $[1, f, t]$ が凸 $\Leftrightarrow!(t)\leq f(t)\leq\nabla(t)$

5 $\log$凸性

$\log$ 凸性について考える．$f\in OM_{+}^{1}\backslash \{1, t\}$ かつ $!(t)\leq f(t)\leq\nabla(t)$ を仮定
する．

$\Phi_{t}(x):=\log[1, f, t]$ とおく．

$\frac{d^{2}\Phi}{dx^{2}}=\frac{(1-\check{f})^{2}}{\{tx+\check{f}(1-x)\}^{2}}([1, f, t]^{2}-\frac{(t-\check{f})^{2}}{(1-\check{f})^{2}})$

となるから，

$\frac{d^{2}\Phi}{dx^{2}}$

$\geq 0$ $\Leftrightarrow[1, f,t]\geq|\frac{t-\check{f}}{1-\check{f}}|=(\frac{t+1}{2})(\frac{f-!}{\nabla-f})$ .

$\frac{d^{2}\Phi}{dx^{2}}$ $\geq 0$ $\Leftrightarrow$ $[1, f, t] \geq\nabla(\frac{f-!}{\nabla-f})$

$\Leftrightarrow$ 劾十 $f(1-x)- \nabla(\frac{f-!}{\nabla-f})(x+f(1-x))\geq 0$
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となる．直前の不等式の左辺を $g(x)$ とおくと $g$ の最小値は $g(O)$ か $g(1)$ だ

から，
$\frac{d^{2}\Phi}{dx^{2}}$ $\geq 0\Leftrightarrow\min\{g(0), g(1)\}\geq 0$

まず，$g(1)\geq 0$ を整理すると

$( \frac{\nabla+1}{\nabla+t})t\geq f$

で左辺は $!$ である．つぎに，$g(O)\geq 0$ を整理すると

$( \frac{\nabla+t}{\nabla+1})\geq f$

で左辺は $\hat{\nabla}$ である．

定理 3. $[1, f, t]$ が $\log$ 凸 $\Leftrightarrow!(t)\leq f(t)\leq\min\{!(t),\hat{\nabla}(t)\}\wedge$

6 Barbour 変換

$OM+$ 上の変換 $f \mapsto\hat{f}=\frac{t+f}{1+f}$ について再考する．既に見たように，以下の
関係が成り立つ．

$OM_{+}^{1}\backslash \{1\}=O\overline{M_{+}\cup}\{0\}$

$\{f\in OM_{+}^{1}|!\leq f\leq\nabla\}=\overline{OM_{+}^{1}}$

ここでは，この変換 $f\mapsto\hat{f}$ を 2回繰り返した変換 $f\mapsto\hat{f}\wedge$について考える．
$OM_{+}\cup\{0\}$ の要素 $f$ について

$\hat{f}\wedge=\nabla(1+\frac{!-\nabla}{\nabla+f})$

と書ける．逆に $\hat{f}\wedge$ を使って $f$ を書き下すと

$f= \nabla(-1+\frac{\nabla-!}{\nabla-\hat{f}\wedge}I$

となる．したがって，以下がわかる．

命題 6.1. $OM_{+}\cup\{0\}$ の要素 $f,$ $g$ について以下は同値．

(1) $f\leq g$

(2) $\hat{f}\leq\hat{g}\wedge\wedge$

系 6.2.
$\{f\in OM_{+}^{1}|f\leq!\}=$ $\{$ ! $\}$ .
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系 63.

$\{f\in OM_{+}^{1}|!\leq f\leq\hat{\nabla},!\}=\{\hat{g}\wedge\wedge|g\in OM_{+}\cup\{0\},g\leq 1,t\}$ .

上の系から定理 3で現れた集合 $\{f\in OM_{+}^{1}|!\leq f\leq\hat{\nabla},!\}\wedge$ は明らかに空で
ないことがわかる．例えば

$! \leq(\frac{\wedge\wedge!}{2})\leq\hat{\nabla},!\wedge$

となる．
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