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Abstract

本稿では数式処理を用いた画像補正の問題点を数式処理の計算という立場から紹介する．また，画像
処理で必要される入力多項式が巨大次数の近似 GCD 計算法について考察を行う．

1 はじめに

任意の画像は $D=\{0,1, \ldots, 2^{p}-1\}$ の数値要素の行列で表現される $($通常$, p=8)$ : モノクロ画像は 1つ

の行列，カラー画像は赤，緑，青からなる 3つの行列からそれぞれ構成される．
メディアなどで，画像補正や手プレ補正などの画像を修正する技術方法について耳にする．両者は同じ
ように扱われることが多いが本稿では両者を次のように区別する．. 手プレ補正: カメラなどのレンズを通して画像および映像のプレを補正する．この場合，被写体まで

の距離およびレンズによる情報など 2次情報が含まれる．. 画像補正: 画像だけが与えられ 2次条件はない．そのため，補正されたデータに正解はない (一意性

はない).

手プレ補正は現在も理論的およひ技術的な点からも研究されており，画像補正は手プレ補正の応用として扱
われることも少なくない．まずは手プレ補正がどのように行われているか解説する．
補正される対象の画像 (blurred image) を $B_{i}\in\sim$ 真の画像 (Image) を $I$ とするとき，次のような核 $K$

を探す．ここで，$\otimes$ は 1つの操作を表す．

$B=K\otimes I$ (1)

手プレ補正の場合，2次情報から $K$ は既知であるため真の画像 $I$ は次のような方法で求められる．ここで，
既知の情報として，被写体までの距離，レンズの情報，光源などがある．

1. 擬似の核 $\tilde{K}$ を用いた反復法によって復元 ;

$B^{(0)}=B,$ $B^{(1)}=\tilde{K}B^{(0)},$
$\ldots,$

$B^{(i)}=\tilde{K}B^{(i-1)},$
$\ldots,$

$B^{(q)}=B^{(q-1)}$ .

このとき，$B^{(q)}$ を返す．
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2. Fourier 変換 $\mathcal{F}$ によって，式 (1) は次のように変形できる．

$\mathcal{F}(B)$ $=$ $\mathcal{F}(K)\mathcal{F}(I)$

$\mathcal{F}(I)$ $=$ $\mathcal{F}(B)/\mathcal{F}(K)$

$I$ $=$ $\mathcal{F}^{-1}(\mathcal{F}(B)/\mathcal{F}(K))$ .

以上より，$I$ が復元できる．

いずれにしても核 $K$ を基にした方法であり，画像復元についても擬似的な核 $\tilde{K}$ を作成した方法が取られる

ことが多く，多くはベイズ推定に基づく方法や反復法による方法などが選択されている [CE97].
近年，近似 GCD(数式処理) の光学的応用として画像補正が注目されている．数式処理による画像補正は

1997年の Liang-Pillai[LP97] による研究が最初であり，近年に至るまでそれほど大きな進歩はなかったた
め画像補正の分野ではあまり注目されてこなかった．実際，画像処理の分野で見る論文のほとんどは Liang
と Pillai によるものだけである (2012年 1月現在). 注目されない理由として次が挙げられる．

1. 数式処理 (近似 GCD) を用いた方法が効率の面で有効でないと認識されている．参考論文としてあげら
れている方法は，互除法 [ONS91], 補間法 [CGTW95], EZ-GCD法 [ZNOO], 特異値分解に基づく方法
[$ZD04$ , GKMYZ04] である．これらの方法が効率および精度の面で有効でないことは [ZNOO, Sanuk$\cdot$ 05]
で指摘しており，画像処理の分野でも同様の指摘がされている．またこれ以降，算法が改良されてい
ることはあまり知られていない．

2. コンピュータの進歩により，反復法やベイズ統計による方法がそれほど遅くなくなった．

3. 画像サイズがそのまま行列サイズおよび多項式のサイズとなるので (次章で説明), 画像処理の分野で
は大きなサイズでの計算法の確立が必要となる．

浮動小数係数の多変数多項式の近似 GCD 計算において，入力多項式の次数が高い場合，補間法は有効な
計算法である．ただ近似 GCD 計算においては不安定になることがある [ZN001. 入力多項式の次数が低い
場合には，互除法を改良した PC-PRS 法でも十分であるが次数が次数が大きくなると，リフティング法に
基づく方法か補間法以外に効率を保ちながら計算することは難しい．Li et al. は補間法において，精度良く
計算する方法を提案している [LYZ10]. Euclid構成を改良した場合には 300次くらいまで計算できること
を確認しているが，高次数では補間法に負けてしまう [讃岐 11].

本稿では，数式処理を利用する方法を紹介し，現時点で一番高速である Li et al. の方法 [LYZ10] と他の
リフティングを用いた方法について比較を行う．

11 記号

数体 $K$ を係数とする多変数多項式環 $K[x, y]$ において，$x$ を主変数，$y$ を従変数として扱うことにする
($K[y]$ を係数とする $x$ の多項式と考える). $F(x, y)\in K[x, y]$ の変数 $x$ および $y$ に関する次数を $\deg_{x}(F)$ お

よび $\deg_{y}(F)$ で表す．$F(x, y)$ の主係数を lc$(F)$ で表す．多項式 $F(x, y)$ を従変数 $y$ の次数ごとに分けた項の

和として，次のように表す．$F(x, y)=F^{(0)}(x)+\delta F^{(1)}(x, y)+\cdots+\delta F^{(k)}(x, y)+\cdots$ . ここで，$\delta F^{(k)}(x,y)$

は全次数 $k$ の項の和である．また，全次数 $k_{1}$ から $k_{2}$ までの項の和を $[F]_{k_{1}}^{k_{2}}=\delta F^{(k_{1})}+\cdots+\delta F^{(k_{2})}$ で表す．

21



12 画像補正と数式処理の関係

画像から与えられる行列は次の変換によって多項式に変換される．

定義 1(行列の $z$-変換 [LB87])
行列 $M\in K^{m\cross n}$ のか変換とは次の多項式への変換である．

$M\mapsto p(x, y)=x^{T}My\in K[x, y]$ . (2)

ここで，$x=(1,x, \ldots, x^{m-1})^{T}$ および $y=(1, y, \ldots, y^{n-1})^{T}$である．$l$

この変換によって画像を数式に変換できる．変換には次の対応が存在する．

命題 2([LB87, LP97])
画像 $B$ に対応する行列 $M_{B}$ が次のように書けたとする．ただし，$M_{C},$ $M_{I},$ $M_{N}$ はそれぞれある作用，求め
たい画像 (真の画像), ノイズを表す．

$M_{B}=M_{C}M_{I}+M_{N}$ (3)

このとき $z$ -変換を行うとき，上の関係性は保存される ;

$p_{B}(x, y)=p_{C}(x,y)p_{M}(x,y)+p_{n}(x, y)$ . (4)

ただし，$p_{B}(x, y),$ $pc(x, y),$ $p_{M}(x, y),$ $p_{n}(x, y)$ はそれぞれ $M_{B},$ $M_{C},$ $M_{I},$ $M_{N}$ を $z$ -変換した多項式である．I

この命題を用いて，画像補正を行うことが可能である．

命題 3(GCD を利用した画像補正法)
1.1つのカラー画像を補正する場合

3本の多項式が構成でき，同様のズレが生じており，そのズレは近似 GCD として検出される．

2. 複数の画像を基に補正する場合
同様の正しい画像がずれているので，近似 GCD として正しい画像が検出される．I

故に，入力によって近似 GCD が表すものは異なる．近似 GCD の次数について，

1.1つ目の場合，近似 GCD の次数は低い．

2.2つ目の場合，近似 GCD の次数は入力多項式に近い．

そのため，近似 GCD を求める方法として 2つ考える必要がある．Li et al. はそれぞれについて算法を考慮
しているが [LYZ10], 本稿では 1つ目の場合のみ考えることにする．

$(m\cross n)$pixel の画像が与えられたとする．この画像は $(m\cross n)$ 行列であり，$z$-変換によって $m-1$ 次，

$n-1$ 次の 2変数多項式に変換される．通常，数百から数千 pixel の画像が与えられるので多項式の次数
も同等の大きさを持つが，近似 GCD の次数は高々 10次くらいである．摂動に関しては，ノイズ部分にあ
たる行列の大きさが 1,2程度なので，近似 GCD の許容道は必然と $O(1/255)=O(10^{-4})$ 程度となる．通
常，SNR(signal-to-noise ratio) という特異値から算出される値をノイズの大きさとして利用するが，これ
は $O(10^{-4})$ 程度であり，近似 GCD を用いて考える摂動とほぼ同等の大きさである．
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2 2変数GCD計算法

2.1 補間法

21.1 画像処理の分野で知られた方法

よく知られた補間法である．Li et al. の方法と比較するため簡単に方法に解説するが，効率が非常に悪い．
与えられた多項式に関して，まず近似 GCD の次数を決定する ; $x$ に関する次数 $k_{x}$ , $\sim$こ関する次数 $k_{y}$ .
このとき，GCD の係数果，j を求める $(0\leq i\leq k_{x}, 0\leq j\leq k_{y})$ のため，$R=(k_{x}+1)(k_{y}+1)$ 個のサンプ
ルポイント $(s_{x}, s_{y})$ を入力多項式に代入する．それに対して線形方程式を作成し，GCD を補間によって求
める．

2.1.2 Li らによる改良

Li et al. $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こよる方法は，入力多項式に入力するのではなく $y=s_{y}$ を代入した 1変数多項式の近似 GCD
を計算し，得られた近似 GCD に対して $x=s_{x}$ を代入する．その後，補間を行うのである．この操作によっ
て線形方程式を得るが，補間点を $s_{x}=\zeta=e^{2\pi i/k_{x}},$ $s_{y}=\xi=e^{2\pi i/k_{y}}$ と置くと，線形方程式は FFT を用い
た逆 Fourier 変換によって，高速に解くことが可能となる．

22 ベズー構成

ベズー構成とは，Barnett の方法に基づきベズー行列を利用して GCD を求める計算法である．$B$arnett
自信は，ベズー行列を用いておらず，Diaz-Tica と G.-Vega によりベズー行列の場合について同型な関係式
が導かれている．

1変数多項式 $f(x),g(x)$ について，多項式 $\frac{f(x)g(y)-f(y)g(x)}{x-y}\in K[x, y]$ の $x^{i}y^{j}$ の係数 $b_{i,j}$ を要素とす

るベズー行列 Bez $=(b_{i,j})_{0\leq i,j\leq m-1}$ について，各列を $b_{i}=(b_{i,0}, b_{i.1}, \ldots, b_{i,m-1})^{T}$ で表す ;

Bez $=(b_{0}, b_{1}, \ldots, b_{m-1})$ .

このとき，次が成立する．

定理 4 (Barnett の方法 [Barnett70, Barnett71, $D$G02])
与えられた多項式 $f(x),g(x)\in K[x]$ の GCD の次数を $k$ とする．このとき，

1. 後ろ $(m-k)$ 列は一次独立である．

2. 始めの $k$ 列はそれぞれ後ろ $(m-k)$ 列の $K$-線形結合で表すことが可能である $(i=0, \ldots, k-1)$ .

$b_{i}=c_{1}^{(i)}b_{k}+ \sum_{j=2}^{m-k}c_{j}^{(i)}b_{k+j-1}$ (5)

このとき，係数 $c_{1}^{(i)}$ は GCD の $x^{i}$ 次の係数となる，$gcd(f, g)=x^{k}+c_{1}^{k-1_{X}k-1}+\cdots+c_{1}^{(0)}$ . I

実際に GCD の係数は次の手順で計算される．まず，後ろの $(m-k)$ 行- $(m -k)$ 列からなる Henkel 行列を
$B$ とするとき正則であり，$c_{\dot{2}}=$

$(c_{1}^{(i)}, c_{2}^{(i)}, \ldots , c_{m-k}^{(i)})^{T}$ は次の線形方程式の解となる．

$Bx=b_{i}(i=0, \ldots, k-1)$ .
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構造行列の Displacement を利用することにより，$B$ の部分軸選択 LU 法を $O(m^{2})$ の計算量で行うことが
できる．$i$ を動かしても $B$ の LU 分解は 1度だけ実行すればよく，行列とベクトルの積を $2i$ 回実行するこ

とにより GCD を計算することができる [BB07].
この方法は多変数多項式に拡張することが可能であり，その計算法をベズー構成と呼ぶ [Sanuki09].
多変数多項式 $F(x, y),$ $G(x, y)$ について，多項式 $\frac{F(x_{1},y)G(x_{2},y)-F(x_{2},y)G(x_{1},y)}{x_{1}-x_{2}}\in K[x_{1}, x_{2}, y]$ の

$x_{1^{i}}x_{2^{j}}$ の係数 $b_{i,j}(y)$ からなるベズー行列 $B=(b_{i,j}(y))_{0\leq i,j\leq m-1}\in K[y]^{m\cross m}$ を構成する．このとき，定
理 4が同様に成り立っ．ただし，$c_{1}^{(i)}$ および $c_{j}^{(i)}$ は多項式ではなく有理式となる．このため，次のように打
ち切りべき級数環上で計算することによって計算の効率化を行う．今，説明のためベズー行列およびベクト

ルを全次数ごとに表す．

$\delta b_{i}^{(k)}$ $=$ $(\delta b_{i,0}^{(k)},\delta b_{i,0}^{(k)}, \ldots,\delta b_{i,m-1}^{(k)})^{T}$,

$b_{i}$ $=$ $b_{i}^{(0)}+\delta b_{i}^{(1)}+\cdots+\delta b_{i}^{(k)}+\cdots$ ,
$\delta B^{(k)}$

$=$ $(\delta b_{i,j}^{(k)})_{k\leq i,j\leq m-1}\in K[y]^{(m-k)\cross(m-k)}$ ,

$B$ $=$ $B^{(0)}+\delta B^{(1)}+\cdots+\delta B^{(k)}+\cdots$ .

アルゴリズム 1 (ペズー構成 [Sanuki09])
1. 展開点 $s\in K$ からなるイデアル $I=\langle y-s\}$ を決め，入力多項式をモニックな多項式に変換する．

$Farrow F/1c(F),$ $Garrow G/1c(G)$ $(mod I^{k_{\nu}+1})$ .

2. $f(x)\equiv F(x,y),g(x)\equiv G(x, y)(mod I)$ の GCD を Barnett の方法に基づき計算をする．

$B^{(0)}c_{i}^{(0)}=b_{i}^{(0)}$ .

すなわち，行列 $B^{(0)}$ は LU分解されている ; $B^{(0)}=PLU$ .
3. $k=1,$ $\ldots,$

$k_{y}$ に対して，

$b_{i}^{(k)}$
$\equiv$ $Bc_{i}^{(k)}$ $(mod I^{k+1})$

$\delta b_{i}^{(k)}$ $=$ $B^{(0)}c_{i}^{(k)}+\delta B^{(1)}c_{i}^{(k-1)}+\cdots+\delta B^{(k)}\delta c_{i}^{(0)}$.

が成立するので，

$\delta c_{i}^{(k)}=(B^{(0)})^{-1}(\delta b_{i}^{(k)}-\delta B^{(1)}\delta c_{i}^{(k-1)}-\cdots-\delta B^{(k)}c_{i}^{(0)})$. (6)

すべての $i$ について行うことにより，モニックな GCD の候補 $\tilde{C}$ を得る．

4. GCD の主係数を $c_{k}=gcd$(lc $(F)$ , lc$(G)$ ) によって計算を行い，$c_{k}\cross\tilde{C}(mod I^{k_{y}+1})$ を解として返す．

23 計算量の比較

Li et al. による補間法とベズー構成の理論計算量を比較する．いずれも 1変数GCD の計算には Barnett
の方法を利用して，計算量は等しい．そのため，計算量の比較は補間するのとリフティング法の計算量につ
いて 1つの尺度を与えることになる．
補間法の計算量は $O(m^{4})$ であることが示されている [LYZI$0$].
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231 ベズー構成の計算量

式 (6) より，$\delta c_{i}^{(k)}$ を構成するためには，$\delta B^{(k-j)}\delta c_{i}^{(j)}(j=0, \ldots, k-1)$ を計算した後に，$(B^{(0)})^{-1}$ をか
ける必要がある (実際には $PLU$ を操作する). したがって，$\delta c_{i}^{(k)}$ を構成するために必要とする計算量は

$kO(m^{2})+O(m^{2})$

である．GCD を計算するためには $i=0,$ $\ldots,$
$k_{x},$ $k=1,$ $\ldots,$

$k_{y}$ について同様の操作を行う必要があるので，
全体の計算量は次のようになる．

$k_{x} \cross(\sum_{k=1}^{k_{y}}(k+1)O(m^{2}))=k_{x}(\frac{k_{y}(k_{y}+1)}{2}+k_{y})O(m^{2})$. (7)

$k_{x},$ $k_{y}\ll m$ なので，計算量は $O(m^{4})$ より十分に小さい．故に計算量のみで比較すると，ベズー構成の方
が圧倒的に効率的である．また数値計算を基にした算法であるため，精度良く計算することも可能である
[Sanuki09].

3 画像と多項式の考察
近似 GCD を計算するすべての算法に共通する問題あるが，精度は入力多項式が両条件であるか悪条件で
あるかに依存する．悪条件を以下に列挙する．. 互除法および PC-PRS法:GCD の主係数が微小 (微小主係数問題) [SS07]. Barnett の方法およびベズー構成 : 微小主係数問題 [Sanuki09]. 全体の桁落ち量は互除法と同じであ

るが，落ちるメカニズムは異なり，特定の計算において精度をあげることに対応可能である．. EZ-GCD法: 共通根問題 [ZNOO]

3つ目を除き，主係数が小さい場合精度が出ない．主係数が小さいというのは，画像の隅が黒い (濃い) 場

合に対応する．端を白くした場合 (色を強くした場合), 多項式として性質を保つのか興味深いところで
ある．

31 色の反転

次の操作を反転と呼ぶ．

定義 5(反転)
画像 $M=(m_{i,j})\in D^{m\cross n}$ が与えられたとき，$\tilde{M}=(255-m_{i,j})\in D^{m\cross n}$ を $M$ の反転された画像と呼ぶ．I
このとき，すぐに次がわかる．

補題 6

もとの画像の $z$-変換から得られる多項式群と反転された画像の $z$-変換から得られる多項式群の近似 GCD
は異なる． 1

故に，反転は画像処理において有効ではない．
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4 まとめ

巨大次数の多変数多項式の近似 GCD計算法を考える上で画像処理という分野を持ち出し，現状ともに計
算量について考察を行った．算法について次数が高くても、許容度 $O(10^{-3})\sim O(10^{-4})$ で近似 GCD を計
算できる必要がある．1変数の場合これはほとんど達成されつつあるが，多変数多項式の場合にはリフティ
ング法や補間法など 1変数 GCD を基にした方法以外には難しいことは [SS07] によりすでに実証済みであ
る．[LYZIO, 讃岐 11] は入力多項式が高次の場合についても有効であるが速度の面で不満が残る．その点，
ベズー構成は精度効率の面で有効であることがわかる．それゆえ算法の開発をする上で，リフティング法
は有効であることが期待される．
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