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1. はじめに

素粒子反応の計算は，現在スーパーコンピュータで実行されている広範囲の科学

技術計算分野での計算とは全く異なった特徴がある．ここでは，その特徴と問題点
を述べ，これに対する対策とその効果，更に今後の取り組みに関して記述した．

2 ループ積分

素粒子反応の計算では，Feynman 図を作成し，この図に対する散乱振幅を導出
するループ積分が現れ，これを数値計算で求める事により，通常の数値計算の問題に
帰着される．一般的な表式は以下の様になる．[1]

$n$ :時空次元$(n=4),$ $N$ :ループ内の素粒子の数，$L$ :ループの多重度
$\epsilon$ :実定数，$C,$ $O:x_{1},x_{2},\ldots,x_{N}$の多項式

今回は，解析解が計算出来ると言われていて，積分法の検討の容易な，赤外発散する一重
ループ (vertex type,box type)積分とそれに付随する計算について検討している．[2]

数式で表現すると以下の様になる．素粒子実験との対応では，0.1%の精度が要求される．

(1) infra vertex
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パラメータの物理的意味は以下の様になっている．

$m_{e}$ :電子の質量 $GeV,$ $m_{f}$ :フエルミ粒子の質量 $GeV_{S}t$ :衝突エネルギー (GeV2), $t<0$

$\lambda$ : 仮想光子質量 (GeV): 実際の物理計算では $\lambda$ $=10^{-30}$あたりが要求される．

3数値積分の特徴と問題点

数値積分では，積分領域内に特異点があるので，微小量 $\epsilon$ を使用して，被積分関数 $D$ を D-i
$\epsilon$ にして有理化し，$\epsilon->0$ で得た値を求める積分値としている．

この計算の特徴と問題点として以下の 3項目が挙げられる．
(1) 桁落ちが激しく，4倍精度演算を使用しても，積分計算と解析解が計算できない．
(2) 同じ式で，少ない数のパラメータに対し，実行時間がパラメータの値に依存し，数秒以
内から，数日まで大幅に変動する．

(3) 有理化の方法により，実行時間が大きく変わったり，積分結果が異なる場合がある．

4必要な対策

3で記述した問題点から以下の項目について検討した所，それぞれの要因が複雑に
絡みあっている事がわかった．

(1)4倍精度演算の見直しと 4倍精度超の多倍長精度演算

(2) 解析近似解及び式の誤差の算出
(3) 桁落ちの激しい原因の追究と，回避に適していて，並列化効果のある数値積分法の

選択

(4) 有理化の方法により積分結果の異なる原因の追究と対策

5解析近似解及び誤差

infra vertex,infra box ともに，S$<0$ での解析近似解をもとめ，s-$>s+i\epsilon$ で解析接続

した値と積分結果を比較し，その精度を求めている．

5.1 infra vertex

$s=-500^{2},$ $t=-150^{2},$ $m_{e}=0.0005,\lambda=10^{-30}$

解析近似解 $( \frac{1}{-s})[h(\frac{\lambda^{2}}{m_{e}^{2}})h(\frac{m_{e}^{2}}{-s})+\frac{1}{2}\ln^{2}(\frac{m_{e}^{2}}{-s})-\frac{\pi^{2}}{6}]$

相対誤差 $\frac{m_{\Theta}^{2}}{-s}=10^{-12}$
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算出に当たり以下の近似式 [2]を使用している．

$\int_{0}^{1}\frac{1}{-\mathfrak{A}]-x)+m_{e}^{2}}\alpha=\frac{2}{-s}lnarrow_{2}^{S})m_{e}-$

$\int_{0}^{1}\frac{1}{-\mathfrak{A}1-x)+m_{e}^{2}}1n\frac{\Gamma \mathfrak{A}1-x)+m_{e}^{2}}{Lm_{e}^{2}}]\ = \frac{1}{-s}[1_{1}\not\in(\frac{-s}{m_{e}^{2}})-\frac{\pi^{2}}{3}]$

52infra box

$S=-500^{2},$ $t=-150^{2},$ $m_{f}=150,$ $m_{e}=0.0005,\lambda=10^{-30}$

$42)=\not\simeq+(-t+m_{f}^{2}-m_{e}^{2})z+m_{e}^{2}$

注意点としては解析近似解を求める際，$O=-\triangleleft\epsilon+(\cross+\gamma)\lambda^{2}+(1-x-\emptyset^{2}\wedge\not\supset$,

$x+\gamma=\rho$として $\int^{}$

0

$\int_{\chi}^{I}(\frac{\partial}{\partial x}(\frac{\chi}{O})+\frac{\partial}{\partial\rho}(\frac{\rho}{O}))d\rho\ = \int_{0}^{1}\frac{1}{-*1-X+\lambda^{2}}$&

を算出しているが，
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と積分路を変更している事である．

以上からどちらのケースも積分計算結果の精度検証には十分な精度をもった解析

近似解となっている．

6. 数値積分法

解析近似解の算出より，a$>>1>>c>0$ で $\int_{0}^{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}$ の計算の問題である事が

わかる．

$X=0,$ $x=1$で$-ax+C=C$ , $x=\frac{c}{a},$ $x\fallingdotseq 1-\frac{c}{a}$で$\mathscr{A}-ax+C=0$

より，境界と特異点が近く，有理化した場合でも

$x=0,$ $x=1$で実数部は $\frac{1}{-a\kappa+c-i\epsilon}=\frac{c}{c^{2}+\epsilon^{2}}$

$x\fallingdotseq\frac{c}{a},$ $x=1-\frac{c}{a}$で実数部は–
-a$\kappa$

l
$+$ c-i$\epsilon$

$=0$

と $\epsilon\cdot>0$ としたときの境界付近での被積分関数の変動が大きく，桁落ちが激しくなる．

この事から，以前使用していた誤差を評価しながら領域を二分割して行く

Gauss $\cdot$ Kronrod 積分法 [3]は $0$ 付近に達するまでの分割回数の多さ，1付近の計算機
イプシロン (閾値)の制限により不向きなため，端点特異点を持つ被積分関数の積分に

強く，基本的には領域は分割せず，標本点をふやして積分計算結果の精度をあげていく
ため，並列化効果の大きい二重指数関数型積分法 [4]を使用する事になった．

7. 有理化と加速法

被積分関数は実有理関数であり，算出した解析近似解から被積分関数を微小量 $i\epsilon$

で有理化して得た積分値の数列は $\epsilon^{k}\ln^{1}(\epsilon)$ $(l\geq 0,$ $k>0$の整数$)$ を含んだものとな

る．この数列に対しては，Aitken 加速法の一般形である $\epsilon$ -算法 [5]が適している．

以上から加速法は $\epsilon$ -算法を使用した．

有理化の方法により積分結果が異なったのは infra box
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$s=500^{2},$ $t=-]50^{2},$ $m_{e}=0.0005,$ $m_{f}=150,$ $\lambda=10^{-30}$

$O=-n\epsilon-\ (1-x-\gamma-x)+(x+\gamma)\lambda^{2}+(1-x-\gamma-\not\supset(1-x-\gamma)m_{e}^{2}$

$+41-x-\gamma)m_{f}^{2}$

$l= \int_{0}^{1}\int_{0}^{1-\chi 1-}\int_{0}^{x-\gamma}\frac{1}{O^{2}}\mathscr{K}x$ で D- $>$ D-i$\epsilon$で有理化して得た虚数部の値である．

$\epsilon$ の初期値 $\epsilon_{0}$ により，$\epsilon->0$ として得られた値は以下の様になっている．
(数列としては十分な精度で収束している)

(1) $\epsilon_{0}>>m_{e}^{2}$ 0.142647572794761143d-09

(2) $m_{e}^{2}>>\epsilon_{0}>>\lambda^{2}$ $0.371536892867592250d\cdot 08$

(3) $\lambda^{2}>>\epsilon_{0}$ 0.743073784900021472d-08

$S=-500^{2}$ の $\mathscr{Z}$合の解析近似解 $1=\frac{1}{-\leq-t+m_{f}^{2})}\ln(\frac{-s}{\lambda^{2}})\ln\frac{(-t+m_{f}^{2})^{2}}{m_{e}^{2}m_{f}^{2}}$

$-S$
で $s=500^{2}+i\epsilon$ とすると虚数部の値は

$h(_{\overline{\lambda^{2}}})$
の項がー $\pi$ となり，(3)の結果と一致

する．]n(—
$\lambda$

2s)の項力 $\grave{\grave{>}}-\frac{\pi}{2}$ の場合，(2)の結果と一致するので (2) と (3)の違いは

$\int_{0}^{1}\frac{1}{-\Re 1-x)+\lambda^{2}}$汝の有理化に原因がある事がわかる．また物理現象とは相入れない

が $\lambda^{2},$ $m_{e}^{2}$を i$\epsilon$とすると (1)の結果となる．これは，特異点のない被積分関数を有理化し

て積分した事による．これは解析近似解の算出で積分路を変更した部分

$\ddagger\int_{\chi}^{1}(\frac{\partial}{\partial x}(\frac{\chi}{D})+\frac{\partial}{\partial\rho}(\frac{\rho}{O}))d\rho\ = \ddagger\int_{0}^{\rho}\frac{\partial}{\partial x}(\frac{\chi}{D})\phi d\rho+\int_{o}^{1}\ddagger\frac{\partial}{\partial\rho}(\frac{\rho}{D})d\rho\$

$O=-*\rho-\triangleleft+\rho\lambda^{2}+(1-\rho)^{2}4\partial$ で右辺の $D$にそれぞれ $O-i\epsilon_{1},$ $O-i\epsilon_{2}$

を 1 $\grave$れると，”異．点のな $\backslash \int_{0}^{1}\frac{\chi}{x\lambda^{2}+(1-x)^{2}4\partial}$改 $($汽乃 $\geq m_{e}^{2}>0)$ を有理化する
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事になるためである．謡こそれぞれ$s+i\epsilon_{1},$ $\epsilon+i\epsilon_{2}$ を入れると，右辺は

$\int_{0}^{1}\frac{1}{-(s+i\epsilon_{2})\cross 1-x)+\lambda^{2}}$&となり，$\int_{0}^{1}\frac{\chi}{u^{2}+(1-\chi)^{2}4\partial}\phi$の形の積分の項 1”出てこ

ない．$\epsilon>>m_{e}^{2}$ とすると $4\partial=\mathcal{B}+(-t+m_{f}^{2}-m_{e}^{2})z+m_{e}^{2}$ .

$| \frac{\epsilon}{4\partial^{2}+\epsilon^{2}}-\frac{\epsilon}{(4\not\supset-m_{e}^{2})^{2}+\epsilon^{2}}|\leq\frac{m_{e}^{4}}{\epsilon(m_{\Theta}^{4}+\epsilon^{2})},\frac{\epsilon}{\wedge\partial^{2}+\epsilon^{2}}\leq\frac{1}{\epsilon}$ より

$\int_{0}^{1}\frac{\epsilon}{4\partial^{2}+\epsilon^{2}}\$と $\int_{0}^{1}\frac{\epsilon}{(4\partial-m_{e}^{2})^{2}+\epsilon^{2}}t$の相対誤差は $\frac{m_{e}^{4}}{m_{e}^{4}+\epsilon^{2}}$ 以下 となる．

$ng^{4}=6.25\cross 10^{-14}$ より瀘 $\mathscr{X}\grave$ $\Psi_{p}$の 1算で $\uparrow$2: $\int_{0}^{1}\frac{1}{4\partial-i\epsilon}ae\ovalbox{\tt\small REJECT} X\int_{0}^{1}\frac{1}{4\partial-m_{e}^{2}-i\epsilon}\$

と十分な精度で一致する事になる．以上から $\epsilon>>m_{e}^{2}$ の場合，$D->O-i\epsilon$ と有理化

すると実際の物理現象と異なる計算をする事になる．

(2) と (3)に関しては，$O=-*1-x$) $+\lambda^{2}$ とし，$\int_{0}^{1}\frac{1}{O}$&の有理化を考えれば良し $\backslash$ .

超関数との関連で，有限区間の実有理関数の積分 [6]により
$D->D-i\epsilon,$ $arrow>s+i\epsilon$ とした場合の虚数部の値は以下の様になる．

$O->O-i\epsilon$の場合 l(虚数部) $= \frac{2}{s}[\arctan(\frac{s-\lambda^{2}}{\epsilon})+\arctan(\frac{\lambda^{2}}{\epsilon})]$

$arrow>s+i\epsilon$の場合 l(虚数部) $= \frac{2}{s}[\arctan(\frac{g_{+\epsilon^{2}-st^{2}}}{\lambda^{2}\epsilon})+\arctan(\frac{s}{\epsilon})]$

$s=500^{2},\lambda^{2}=10^{\triangleleft 0}$ より $\epsilon>>\lambda^{2}$ なら D- $>$ D-i$\epsilon$では $l= \frac{2}{\epsilon}\frac{\pi}{2}$ ,

$arrow>$ S$+$ i$\epsilon$では $l \fallingdotseq\frac{2}{S}\pi$ となる．以上より，有限個の数列で，$\epsilon->0$ での値を求めるには，

$s->s+i\epsilon$で有理化する方が，$O->O-i\epsilon$で有理化するより，収束が速く，正しい値を

得る事が出来る．

8. 多倍長精度演算
桁落ちなどで解析解が計算出来ない場合がある等，浮動小数点演算には減算による桁落
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ちの問題がある．

例えば，Rump’$s$ の例題 [7]

$a=77617.0,b=33096.0$

$t=333.75b^{6}+ a^{2}(11a^{2}b^{2}-b^{6}-121b^{4}-2)+5.5b^{8}+\frac{a}{2b}$で $a^{2}$ $=$ 5.5& $+$ 1の

関係を用いると，$f=-2+ \frac{a}{2b}=-\frac{54767}{66192}=-0.82736059946\ldots\ldots$ となるが計算機では，

倍精度演算 $f=-0.118059162071741130\cross 10^{22}$

4倍精度演算 $f=1$ .17260394053...... と全く異なった結果となる．これは

$A=333.75b^{6}+a^{2}(11a^{2}\theta-b^{6}-121b^{4}-2)$

$=\cdot 7917111340668961361101134701542942850$

$B=5.5\theta=$ 7917111340668961361101134701542942848
で $A+B$の演算で 121 ビットの桁落ちが発生する事による．すなわち有効桁数 10進 37桁

以上 (4倍精度演算超)の多倍長精度演算が必要になる．

多倍長精度演算 (4倍精度演算も含む)は，多倍長精度変数を複数個の倍精度変数の和で表し，

演算は倍精度変数 a,b の加減算 a $\pm$ b,乗算 $a\cross b$を 2つの倍精度変数 c,d の和 $c+d$で

誤差なく求める浮動小数点演算方式 [8]を使用した．この演算はコンパイラの最適化機能

の一部を抑制する必要があり，その影響が及ぶ範囲により，性能が大きく左右されるので

注意が必要となる．逆に影響する範囲が少なくなる改善がなされると，性能が大きく向上

する可能性を秘めている事になる．

9. 領域分割
$\lambda=10^{-30}$の様な場合，二重指数関数型積分では，積分領域を数個の領域に分割すると

精度の良い結果が得られる．積分領域を分割する場合，変数変換により積分領域を

vertex では，$[0,1]\cross[0,1],box$ では，$[$0, $1]\cross[0,1]\cross[0,1]$にする．また 0.5に対する対称性を

利用して，積分領域を [0,1]から [0,05]にして計算機イプシロンの制限にかからない様に

して，精度を上げる．

9.1 vertex の領域分割

を計算して，(x,y)$=[0,1]\cross[0,0.5]$の領域を以下の 3つの領域に分割する．
[I] $[o_{r}]\cross[0,0.5]$

[II] $[\gamma,1]\cross[0,\alpha]$

[III] $[\gamma,1]\cross[\alpha,0.5]$
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92box
box では $z$ 軸積分を最外側にする．

(注 1) vertex,box の領域分割では $0<\lambda^{2}<<1$ を使用している．

(注-2) $\oplus$ は領域の和を表している．

10. 実行結果

以上の項目を検討し，パラメータの値

$s=500^{2},t=-150^{2},m_{f}=150,nt=0.0005,\lambda=10^{-30}$での実行結果は以下の様に，

ともに素粒子実験から要求される精度，物理計算で要求される $\lambda$ の値を満たしている．

infra vertex 演算結果 (4倍精度演算)

実数部: 解析近似解 015089928D-Ol 虚数部: 解析近似解 0.18922983D-02

計算値 $0.15089928D\cdot 01$ 計算値 0.18922983D-02

infra box 多倍長精度演算結果 (実数部)

解析近似解 -0.3561736812D-06
4倍精度 (改善前) -0.3560350627D-06 相対誤差 0.039%

4倍精度 (改善後) $-0.3560594322D\cdot 06$ 相対誤差 0.032%

6倍精度 -0.3561608223D-06 相対誤差 0.004%

8倍精度 0.3561449971D-06 相対誤差 0.008%
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また 4倍精度で single CPU で数日かかっていた infra box の計算が並列化効果 (4

倍精度はすでに並列化していたものを更に改善)により，以下の仕様の T2K筑波システム
$T2K$ 筑波システム AMD quad-core Opteron 8000 シリーズ (Barcelona)

lnode:ピーク性能 $147GFLOPs,16MPI/node$

を使用して 2$\sim$3分で計算出来ている．

実行時間一覧表 (秒)

(改善前)
(改善後)

この結果では，精度，性能を合わせると 6倍精度演算が最も適している．
また 4倍精度演算での性能向上はプログラムチューニングで 2倍，最適化機能の

一部抑止の影響範囲の縮小の改善により 3倍の計 6倍となっている．

11.まとめ

解析近似解の算出とその誤差の評価，数値積分法の変更，多倍長精度演算によ

り，inf-ra vertex,infra box の計算の大幅な改善が得られた今後はより複雑な 1

ループ積分 (pentagon,hexagon),2 ループ積分での精度向上及び実行時間の短縮

に取り組んでいく．
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